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MEMOIRE

SUR LES

EQUATIONS DE DEGRE PREMIER RESOLUBLES ALGEBRIQUEMENT;

Par M. DESPEYROUS.

La solution de cette question générale, trouver toutes les équations,
de degré premier, résolubles algébriquement, fait I'objet de ce Mé-
wmoire. Nous croyons que notre solution est exacte et compléte, et
nous avons l'espoir qu’elle sera jugée telle par les géométres.

Les remarquables travaux auxquels la question dont nous venons
de parler a donné lieu et les noms de leurs auteurs nous ont fait
hésiter longtemps & nous en occuper; mais nos recherches [*] sur la
théorie de U'ordre et sur Vapplication que nous en avons faite a la
classification des permutations qu’offrent m lettres en groupes de
permutations inséparables pour tous les échanges de ces lettres, con-
tiennent implicitement une méthode pour la solution du probléme
énoncé; et c’est le résultat des applications de cette méthode que
nous publions aujourd’hui [**].

Nous cherchons d’abord quelles sont les quantités qui doivent
eatrer dans la composilion de la valeur d’une quelconque des racines
d’une équation algébrique, irréductible et de degré premier n que
P’on suppose résoluble algébriquement. Et nous démontrons par des

{*] Journal de Mathématiques publié par M. Liouville, 2° série, t. VI, p. 417;
t X, p-55et 177.

[ **] Nous devons rappeler que la méthode s’applique aussi avec succés & la solution
de cette question plus générale : trouver toutes les équations de degré composé résolu-

bles algébriquement; et que nous avons communiqué cette solution A la réunion des
Sociétés savantes (Revue des Sociétés sacantes, t. V, p. 346).

Tonme X1 {28 série), — JANVIER 1866. 2
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considérations entiéerement fondées sur la théorie de lordre, que
cette valeur doit contenir n — 1 radicaux d’'un méme indice, et que
chacun d’eux est équivalent 4 une fonction rationnelle des racines
de I'équation proposée.

Puis nous établissons ce théoréme :

« Pour résoudre une équation algébrique, irréductible ct de degré
» premier n, il est nécessaire et suffisant de résondre deux équations,
» l'une de degré n — 1, 'autre de degré 1.2.3...(n — 2). Les racines
» de cette derniére équation sont des fonctions rationnelles de celles’
» de la proposée; et elle est appelée équation résolvante ou réduite. »

Ce théoreme est une conséquence nécessaire de la théorie générale
des équations; vérité apergue par Lagrange, comme le prouve la der-
niére phrase de la note XIII du traité de ce grand géomctre sur la
resolution des équations numérigues. Parmi les conséquences de ce
théoréme, se trouve ce résultat connu : Toute équation cu troisiéme
degré est résoluble algébriquement.

Puisque la résolution d’'une équation algébrique, irréductible et de
degré premier n supérieur a 3, dépend nécessairement de la résolu-
tion de son équation résolvante du degré 1.2.3...(n — 2), nombre
supérieur au degré n de cette équation, il fallait déterminer les carac-
teres auxquels on reconnaissait que cette équation résolvante était
résoluble, ou du moins décomposable en équations de degrés moin-
dres. Ces caracteres sout actuellement connus, puisque nous avons
démountré que la résolvante n’est décomposable en équations de de-
grés moindres, quautant que les groupes de permutations des racines
de Péquation proposée, relatifs a celle de cette résolvante, peuvent
étre pariagés en nouveaux groupes de permutations inséparables pour
tous les échanges possibles de ces racines.

De {4 et de notre théorie sur la classification des permutations de
m lettres en groupes de permutations inséparables pour tous les
échanges de ces lettres, nous déduisons ce théoréme général :

Pour qiune équation algcbrique et de degré premier n supérieur
a 3 soit résoluble algébriquement, il faut et il suffit : 1° qu’elle soit
abelienne; 2° ou qu’entre trois quelconques de ses racines, il y ait la
relation

Larpp = e('raﬂn xa)s
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dans laquelle les indices de x sont pris suivant le module n; § désignant
une fonction rationnelle, p une des racines primitives du degré n, a un
des nombres o, t, 2,..., n — 1 et pun des nombres 1, 2,3,...,n—1.

Définitions. — Solent
Loy Tyy Lageeey Lpoy

m quantités et V une fonction de ces quantités. V sera une fonction
algébrique de ces quantités, si elle est formée avec elles a I'aide des
six opérations fondamentales des mathématiques ou de quelques-
unes d’entre elles, répétées un nombre fini de fois; dont trois di-
rectes, addition, multiplication, formation des puissances, et trois
respectivement inverses, soustraction, division, extraction des ra-
cines,

Si dans la formation de la fonction V, il n’y entre que des sigues
des quatre premiéres opérations ou de quelques-unes d’entre elles,
V est dite fonction entiére de x,, x,,. .., x,_;; et si dans V ces quan-
tités sont liées par les signes des cinq premieres opérations ou de
quelques-unes d’entre elles, V est une fonction rationnelle de ces m
quantités. Mais nous donnerons une plus grande extension i ces mots
entier et rationnel, et nous dirons qu'une fonction est entiére ou ra-
tionnelle de ces quantités x,, x,,..., Ly, quand bien méme son
expression contiendrait, dans la premiére ou dans la seconde forma-
tion, des racines de l'unité d'un degré quelconque £ égal ou différent
de m.

Une équation algébrique
(1) Floj=mx™ 4+ Ay x™ - Ay x™? -+ A, =0

est réductible ou irréductible selon que son premier membre se dé-

compose ou ne se décompose pas en facteurs de degrés moindres

en x, tels que les coefficients des divers termes de ces facteurs sont

des fonctions rationnelles de A,, A,,..., A, indépendantes des racines
2..
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de I'unité d’un degré quelconque. Nous verrons qu’une équation irré-
ductible peut cesser de I’étre, quand on adjoint aux coefficients A,,
Ay,..., A, de cette équation des racines de certaines équations que
nous appellerons résolvantes.

Résoudre algébriquement I'équation (1), c’est déterminer une fonc-
tion algébrique de ces coefficients qui, substituée a l'inconnue .,
satisfasse identiquement a cettc équation.

Tutorkme 1. — 8i wunc équation algébrique, irréductible et de
degré premier n est résoluble algébriguement, la valeur d’une quel-
conque de ses racines contient n — 1 radicaux d’un méme indice,
et chacun d’eux est équivalent a une fonction rationnelle des ces mémes
racines, ces n — 1 radicaux pouvant se réduire a un seul.

Soient
(1) F(z)=o0

I'équation proposée, et xy, x4,..., a,_, S€s 1 racines; nous suppose -
rons qu’elle est résoluble algébriquement.

Cette équation étant, par hypothese, irréductible et résoluble algé-
briquement, chacune de ses racines est égale a une fonction ration-
nelle faite avec ses cocfficients et avec des radicaux. Et dans aucun
cas, ces radicaux ne peuvent disparaitre d’une quelconque de ces
fonctions; car §’il en était ainsi pour une d’elles, le premier membre
de cette équation (1) aurait un facteur rationuel, et par suite cette
équation ne serait pas irréductible.

Considérons I'un des radicaux, { z, qui entre dans la composition
de I'une x de ses racines, la quantité z, pouvant dépendre de radicanx
d’indices différents de £. Ce radical, A\/Z, deviendra une fonction des
racines de I'équation (1) quand on y remplacera les coefficients de

cette équation par les fonctions symétriques de ces racines qu’ils re-
présentent. On a donc

(2) Qz—l:]l (xo'« Tygenry .1'"_.).

Cela posé¢, considérons I'une des permutations qui font acquérir 4 f;
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une méme valeur, x,x, x,...x,_, par exemple, et joignons a cette
permutation toutes celles qui sont relatives aux polygones étoilés de
Poinsot, c'est-a-dire toutes celles que I'on déduit de cette premiere
permutation en prenant successivement ces racines, a partir de la pre-
miére x,, de p, en p,, de p, en p,,..., de p, en p,; ces lettres désignant
les v nombres inférieurs et premiers 4 r; v étant égal & n — 1 puisque
n est premier. Or nous avons démontré [*] que ces # — 1 permutations
constitnaient un seul et méme ordre, qu'elles coexistaient toutes dans
une quelconque d’entre elles, comme les racines d’une méme équation;
donc l'expression de cette racine x de I'équation (1) et qui con-
tient {/z_,, doit nécessairement contenir ](/i;, Av;;,, \ Ty qui se dé-
duisent de la fonction (2) f, en changeant la permutation x,x,x,...2,_,
en celles de I'ordre dont elle fait partie : 4 moins que f, ne reste encore
invariable pour ces nouvelles permutations. Donc encore ces 7 — 1
radicaux doivent entrer dans I'expression de cette racine a d’une
maniére symétrique, puisque, en changeant I'un dans I'autre ces
radicaux, I'expression de cette racine ne saurait étre altérée, d’aprés
leur signification. Ainsi I'expression de cette racine x contient 2 — 1
radicanx d’un méme indice, & moins qu’ils ne se réduisent a un
seul.

Il 'y a plus:si dans cette méme expression de & on remplace les
coefficients de P'équation proposée par les fonctions symétriques de
ses racines qu’ils représentent, cette expression doit nécessairement
se réduire A cette racine xx. Mais elle contient d’une maniére symé-
trique 7 — 1 radicaux ou un seul d’entre eux, qui dans aucun
cas ne peuvent s’annuler; donc cette réduction exige que chacun
d’eux soit équivalent 4 une fonction rationnelle des racines de I'é-
quation proposée, en donnant a ce mot rationnel V’extension dont
nous avons parlé dans les définitions : ainsi f, est une fonction ration-
nelle.

Il est donc démontré que I'expression d’une quelconque a des ra-
cines de I'équation (1), supposée irréductible et de degré premier n,
contient n — 1 radicaux de méme indice, et que chacun d’eux est

[*] Journal de Mathématiques publié par M. Liouville, 2° série, t. X, p. 194.
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équivalent a une fonction rationnelle des racines de cette équation,
ces n — 1 radicaux se réduisant quelquefois a un seul [*].

Tukorime II. — Pour résoudre une équation algébrique, irréduc-
tible et de degré premier n, il est nécessaire et suffisant de résoudre
deux équations, l'une de degré n—1, Uautre de degré 1.2.3...(n— 2).

Rappelons auparavant que, n étant un nombre premier, les résidus
a n des termes de la suite

a a-+p, a—+2p,..., a+(n—1)p

sont les nombres o, 1, 2,..., n — 1 dans un ordre déterminé, p dési-
gnant un nombre entier quelconque inférieur & n et a un de ces
mémes nombres ou zéro. De méme, p étant une des racines primitives
de n, les résidus a n des termes de la suite

a, a+pp, a—+pp*,..., a+pp"?

sont encore les mémes nombres o, 1, 2,..., n — 1, dans tel ou tel
ordre selon les valeurs de p et de p- Mais les résidus a n des termes de
la suite

P POs PPy pp"t

sont seulement les termes naturcls 1, 2, 3,..., z — 1. En sorte que
les racines x,, x,,..., x,_, de I'équation (1) peuvent étre représentées
par Pune des deux suites

x X

a’ a-+tp* xa+2pv-" ‘Ta+(n—|);n

Xgy X

“atppy X

a+pp'iecry Lauwppi-i.

Enfin, si r et « désignent deux quelconques des racines imaginaires
de I'équation bindéme x” — 1= 0, on sait que les racines de cette

[*] On verra, dans le théoréme suivant, a quoi tient la possibilité de réduire ces
n — 1 radicaux a un senl d’entre eux.
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équation sont représentées par 'une des trois suites

2 71
1, a, ai..., o,
1, af, a¥,.., " v,

ry ra?, ra®t, ..., ra® N9,

q désignant un des nombres entiers inférieurs a n.

Cela posé, nous allons d’abord démontrer que les conditions de
I'énoncé sont nécessaires; et pour cela nous admettrons que I'équa-
tion proposée (1) soit résoluble algébriquement.

Divisons en effet en n parties égales la circonférence du cercle dont
le rayon est égal & I'unité; placons sur cette circonférence et en ces
points de division les racines

Lay Lgipy Xaraps-- s Larin—1)ps

de la proposée dans tel ordre que l'on voudra, par exemple dans
Pordre ou elles sont écrites et qui est relatif a Vz,, et joignons ces
points de division, d’abord un & un, puis au centre : ces rayons re-
présentent les racines de 'équation bindme x* — 1 = o.

Or, qu'on lise dans le méme sens le polygone régulier obtenu, soit
du sommet ou se trouve la racine a,, soit de tout antre sommet, du
second par exemple ou se trouve la racine a,,,, c’cst toujours le
méme polygone; donc Vz,, qui est une fonction rationnelle des ra-
cines de I’équation proposée et qui est relative, par hypothése, a la
permutation précédente, doit rester invariable quand on y change a
la fois les deux permutations

Xa xa-b—p xa+2p"' xa+(n——|)pa

2 —1
1 aq o 9_ .. a(” )q,
respectivement en leurs permutations circulaires

xa—i—p xa+2p' e Lgy

(3)

ol ... I.

De méme, si on lit dans le méme sens ce méme polygone a partir
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du troisieme sommet ou se trouve la racine x,,,,, on obtient toujours
ce polygone; donc encore yz, doit rester invariable quand on change
a la fois les permutations (3) respectivement en leurs permutations
circulaires, et ainsi de suite pour tous les autres sommets. Donc la
fonction rationnelle des racines de la proposée, V3, doit rester inva-
riable quand on y fait simnltanément ces changements circulaires, et
il est évident que la fonction la plus simple qui jouit de cette propriété
est le polynome

2 —1
g+ aq'Ta+p -+ qxa+2p + « )qaa-q-(n—i)p'

Mais ce polynome, considéré comme fonction des racines de I'équa-
tion (1) & résoudre, est relatif 4 'un des polygones étoilés de Poinsot,
a celui dont on vient de parler; et ce polygone ne peut étre lu que de
I'un de ses n sommets. Donc yz, est égal au polynéme précédent ou a
une fonction semblable de ces mémes racines et par suite égal a une
fonction rationnelle de ce polynéme, d'aprés la théorie de Lagrange
sur les fonctions semblables. En sorte que, pour déterminer les racines
de I'équation proposée par les calculs les plus simples, on doit poser

A
o 2 -1
Vo =X+ 0, 0 gy + T T

Or\ z, a k valeurs que 'on obtient en multipliant 'une d’elles par
chacune des racines de I’équation binéme x* — 1 = o, et il résulte de
ce qui précede que chacune de ces valeurs jouit de la méme pro-
priété. Donc r étant 'une des racines imaginaires de cette équation
bindme, le produit

C . C 2 A1)
Py Xy~ P09 Xy = 10 Xggp + A 1y o X arinyp

doit rester invariable quand on y fait les changements simultanés et
circulaires dont nous venous de parler. Et ce résultat ne peut étre
atteint qu’autant que r, = r; puisque r,, ryo?, rye®*,...,r,a" "7 doi-
vent étre les racines de P'équation binome x" — 1 =o. D’ailleurs, ce
n'est que pour ces dernieres racines que le polyndéme précédent doit
rester invariable par suite de ces mémes changements; donc I'équa-
tion 2*—1==0 doit coincider avec " — 1= 0; ce qui exige que k
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soit égal & n. Donc enfin, 'on a

o 2 —1
(4) VB, =X, + 000, + 0 2+ 4 )qu_(,,_”p.

Le radical, yz,, étant actuellement connu en fonction des racines a
trouver, on déduira de sa valeur celles des 2 — 2 autres, {z,, Vz,,...,

\"/Z,:': par les permutations déja indiquées de ces racines. Et il résulte
évidemment des expressions de ces n — 1 radicaux que si 'on parve-
nait 4 connaitre leurs valeurs en fonction des coefficients de I'équa-
tion (1), on aurait z — 1 équations, qui, réunies a I'équation connue

Xyt TCppp = Xgyop+ ...+ Xarin—1)p = == A,

formeraient un systéme de n équations linéaires par rapport aux racines

de I'équation (1) & résoudre, desquelles on déduirait chacune d’elles.
Donc, pour trouver ces racines, il faut connaitre

Zys By, Bygeeey Zpye

Or, quelles que soient leurs expressions, ces » —1 fonctions des
n racines de 1'équation proposée sont semblables. Car les # — 1 radi-

CAUX, YZy, VZa,...s V2,1, fonctions de ces racines, sont relatifs aux
n — 1 permutations de ces mémes racines qui forment un sew! et méme
ordre; donc ils jouissent tous des mémes propriétés. De la il suit que
si un changement de ces n racines fait conserver une méme valeur a
F'un de ces radicaux, ce méme changement n’altérera pas non plus
les 7 — 2 autres; et que si un changement de ces mémes racines trans-
forme I'un de ces radicaux en un autre, ce méme changement de ra-
cines transformera les n — 2 autres les uns dans les autres. Donc
ces n—1 radicaux sont semblables [*], et par suite leurs puis-
sances n'™es, c'est-a-dire z,, 2,,..., 2Z,_,, seront aussi semblables.

[*] Ces » — 1 radicaux étant semblables et étant équivalents A des fonctions ration-
nelles des racines de la proposée, 'un d’eux étant donné, chacun des » — 2 autres
est égal & une fonction rationnelle de celui-la. C’est pourquoi nous avons dil, théo-
réme I, que la racine pouvait ne contenir qu’un seul de ces radicaux.

Tome XI(2¢ série), — Jaxvier 1866. 3
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Ces n — 1 fonctions étant semblables, leurs expressions, quelles
quelles soient, et par conséquent celles qui se déduisent de la for-
mule (4), sont racines d’une méme équation, de degré n — 1, dont les
coefficients sont également semblables et ne dépendent par suite que
d’un seul, de celui par exemple qui est égal a la somme decesn—1
fonctions,

(5) Y=, A By By By
En sorte que I'équation dont les racines sont ces 7 — 1 quantités, est
(6) 2= =y + B 4.+ By =05

dans laquelle les coefficients By, B,..., B,_, peuvent étre exprimés en
fonction rationnelle de y. Et cette derniére quantité dépend elle-méme

d’une autre équation,
(7) v(r)=o,

dont les coefficients ne dépendent que de ceux de I'équation donnée (1).
Permutons en effet les n racines de cette derniére équation dont se
compose la forme connue (5) de la fonction y, et désignons par y,
JYseees Js les s valeurs distinctes que prend cette fonction. La somme
de ces valeurs, y, + ¥, +...+ ¥, les sommes de leurs produits deux
a deux, trois  trois,... sont évidemment des fonctions symétriques des
n racines de 'équation (1); elles peuvent donc étre exprimées en fonc-
tions rationnelles de ses coefficients, fonctions qui seront les coefficients
de I'équation (7).

Le degré de cette derniére est d'ailleurs facile 4 déterminer. En effet,
chacun des termes de y est invariable pour les n permutations circu-
laires que produit celle des 7 racines de I'équation & résoudre relative
a ce terme, puisque 'on a

(Xgep + 0 Xgpgp =+ vt a9 )"

—— e L] — o
=« e (&[’a + aq'ra+p+"‘+ 2 )qxa«)—(u-l)P)"'— Z-':,

et que la démonstration serait la méme pour chacune des n — 1 autres
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permutations circulaires, ainsi que pour chacun des autres termes de
- De plus, y est symétrique par rapport aux 7 - 1 termes z,, Za,...,
z,_, relatifs aux n — 1 permulations d’'un méme ordre. Donc y ac-
quiert des valeurs égales pour les n (rn — 1) permutations d’un quel-
conque des groupes de notre troisiéme classification [*]; et par suite

le nombre s de ses valeurs distinctes, c'est-a-dire le degré de I'équa-
tion (7), est donné par la formule

1.2.3...n
S= =1.23...(n— 2);

et ce degré s serait le méme si, au liea de prendre pour z, z,,..., 7,
les valeurs qui se déduisent de (4), on prenait d’autres fonctions,
puisque ces derniéres seraient respectivement semblables aux pre-
miéres.

Ainsi, pour déterminer les racines de I’équation (1), il faut avoir les
valeurs de z,, z,,..., Z,_,; il faut donc résoudre I'équation (6) du
degré n — 1, résolution qui exige celle de I'équation (7) du degré
1.2.3... (n — 2). Les conditions du théoréme a4 démontrer sont donc
nécessaires.

Démontrons actuellement qu’elles sont suffisantes. Nous remarque-
rons d'abord que I'une des n — 1 valeurs z,, z,,..., Z,,, par exemple
z,, les reproduit toutes en y remplacant p successivement par p, pp,
pPps-e., pp™?; car ces n— 1 valeurs étant relatives aux nz — 1 permu-
tations d’'un méme ordre, celle qui est relative 4 z,, et qui est faite
avec les n2 racines de I’équation proposée, reproduira toutes ces per-
mutations en lisant ces racines, & partir de la premieére, successive-
mentde 1 & 1, de 2 4 2,..., de n—1 a4 n — 1; tandis que les résidus
andep, pp, pp*;..., pp"? sont précisément ces mémes nombres 1, 2,
3,..., n— 1 dans un ordre déterminé. Et puis, si 'on suppose en effet
les équations (7) et (6) résolues, et si I'on extrait la racine n*™* de la
valeur de chacune des n — 1 racines de cette derniére; on aura, en
observant que la somme des racines de la proposée est connue et

(*] Joarnal de Mathématiques publié par M. Liouville, t. X, 2° s¢rie, p. 183.
3..
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égale & — A,, les n équations

[ ~Ta'+'xa+p+xa+2p+---+xa+(n—|)p=_‘An
n—_
Xg+ aqxa+p+ aqua-i»‘zp AR a(n~’)q'ra+(n—l)p =V\Z,

n
(8) g+ 0 X gypp + 03 Xgrapy Ao &2 gy pp = V22,

T T T e L L e ]

- . u"__"
\ Xg aq*raﬂ’ﬁ’"“l + a2qxa+2pp”" +..+al” )qxtﬂ-(n—l)PP""’ = V%1,

linéaires par rapport aux n racines a trouver.

Pour résoudre ces n équations, il suffit d’observer que, dans cha-
cune d’elles, les racines qui sont multipliées par les diverses puis-
sances de « sont différentes, et que dans cl.laque colonne verlicale les
racines qui sont multipliées par une méme puissance de « sont égale-
ment différentes. Car le nombre de ces équations étant n, et toutes les
racines étant dans chaque équation, une quelconque de ces racines, x,
exceptée, aura successivement pour coefficients dans ces n équations, 1,
o, &®,..., a7 qui sont les racines de x” — 1 = 0. De la il suit que
si I’on veut obtenir I'une des racines de (1), par exemple x,,,, il suffira
de multiplier convenablement les deux membres de chacune des équa-
tions (8) par 1, o7, «~%,..., a~“""% qui sont ces mémes racines de
2" — 1 = o, et de faire la somme des produits; car, d’apreés les pro-
priétés connues des racines des équations binémes, I'on aura la for-
mule

(9) Tarp= = (— Ay 4 &9z, + B2y 4.+ MW 20y,

dans laquelle a7, §3,..., A désignent les racines imaginaires de cette
méme équation bindme.

Et il est clair que cette formule (g) donnera toutes les autres racines
de (1) en remplacant successivement les radicaux qu’elle contient par
leurs diverses valeurs.

A la vérité, les valeurs du second membre de cette formule sont au
nombre de #”~'; mais on peut faire disparaitre ’ambiguité qui en ré-
sulte, en observant que les 7 — 1 radicaux des seconds membres des
équations (8) sont des fonctions rationnelles et semblables de la pro-



PURES ET APPLIQUEES. 2t

posee; et que par suite, 'un d’eux étant donné, on peut exprimér
chacun des autres en fonction rationnelle de celui-la. Donc la for-
mule (g) ne contiendra, réduction faite, qu’un seul radical d’indice 7,
et n’aura dés lors que n valeurs qui seront les n racines cherchées.
Ainsi, ces conditions sont suffisantes; elles sont d’ailleurs nécessaires.
11 est donc nécessaire et suffisant, pour résoudre une équation irréduc-
tible et de degré premier n, de résoudre deux équations, 'une de degré
n—1, Vautre de degré 1.2.3...(n — 2); et ce résultat a été obtenu
sans faire aucune hypothése sur les racines de ’équation proposée.

Corollaire. — Si dans le calcul précédent on fait n =3, c’est-a-dire
si I'équation a résoudre est du troisiéme degré, I'équation en y se ré-
duit au premier degré, et celle en Z au deuxieme. Donc, la fonction
¥ = 2, -+ 2, est une fonction rationnelle des coefficients de I'équation
proposée, et les valeurs z,, z, et, par suite, les racines @y, &, X, de
cette équation peuvent étre déterminées en fonctions de ses coefficients.
Les expressions de ces racines renfermeront deux radicaux cubiques
et un radical carré.

Oun a dong ce théoréme : Toute dquation du troisieme degré est so-
luble par radicaux.

Remarque. — Nous appellerons y la fonction résolvante de I'équa-
tion proposée (1), et ¢ () = o son équation résolvante.

TutoreME 111 — Quelle que soit la composition de la fonction ré-
solvante y de Uéquation irréductible ¥ (x)=o, et quel que soit le
nombre s de ses valeurs distinctes; si les s groupes de permutations
€N Koy, Lyyaeey Lpoys l'elatg'ﬁ' a ces s valeurs peuvent étre partage’s en
v groupes de permutations inséparables ; I équation résolvante ¢ (y) = o
se décompose en v équations, chacune de degré r,s =yr, a l’aide des
racines d’une équation algébrique de degré v, dont les coefficients sont
des fonctions rationnelles de ceux de la proposée.

~ Puisque, par hypothése, la fonction résolvante » a s valeurs, et
qu’elle est fonction des racines de la proposée xo, &y, X3;5- ..y Xpey, il 2
été démontré [*] que si I'on permute dans y ces n letires de toutes les

(*] Journat de Mathématiques publié¢ par M. Liouville, t. X, 2° série, p. 5g.
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manieres possibles, le nombre total p. des permutations de ces lettres
peut étre partagé en s groupes composés chacun de ¢ permuta-
tions, p = sg, associés de telle maniére que, malgré tous les échanges
de ces lettres, les permutations d’un méme groupe ne peuvent jamais
se séparer. Supposons que ce partage soit effectué, et désignons par (A)
le tableau de permutations qui en résulte.

Or, nous supposons en oulre que ces s groupes se partagent en
v groupes de permutations inséparables, composés chacun de r groupes
du tableau (A) : soit (A’) le nonveau tableau de permutations que I'on
obtient. Mais, si ; est une fonction symétrique quelconque des r valeurs
de » relatives 4 'un de ces v groupes, la somme par exemple; et si I'on
désigne par vy, 7s,..., 7, les valeurs qu’elle prend pour chacun de ces
v groupes; toute fonction symétrique de 7,, 7,..., 7, est invariable par
rapport aux 7 racines de I'équation (1); car les groupes du tablean (A")
étant inséparables pour tous les échanges des » racines, tout chan-
gement de ces racines qui ne fera que déplacer les permutations d'un
de ces groupes, rendra invariable la valcur de v relative a ce groupe,
et tout changement de ces mémes racines qui substituera les permuta-
tions d'un de ces groupes a celles d’un autre, transformera les valeurs
de 7 relatives i ces deux groupes I'une dans Pautre, et rendra par con-
séquent invariable la fonction symétrique des valeurs de 7. Donc toute
fonction symétrique de ces v valeurs est invariable par rapportaux nra-
cines de I'équation (1), et dés lors exprimable en fonction rationnelle
des coefficients de cette équation. Il est donc possible d’exprimer en
fonction rationnelle de ces coefficients : 1° la somme de ces valeurs Tis
Y2s--+2 7,3 2° les sommes de leurs produits deux 4 deusx, trois  trois, et
ainsi de suite; et par conséquent de former I'équation

(IO) PU+C|P:'_'I+C12FU—2+...+ C»::(),

dont les racines sont 7, ,..., 7,.

Admettons que cette derniére équation soit résolue, et soit 7, 'une
de ses racines. Cette racine v, étant la somme des r valeurs s Y 2sens
7+ de la fonction résolvante y relatives a4 l'un des groupes du ta-
bleau (A’), du premier par exemple, toute fonction symétrique de
ces r valeurs est semblable 4 ,, et par conséquent exprimable en fonc-
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tion rationnelle de 7, et des coefficients de I’équation (10), qui sont
eux-mémes des fonctions rationnelles des coefficients de I’équation
proposée. Donc, on peut exprimer en fonction rationnelle de 7, et des
données de la question, 1° la somme des produits deux & deux de ces
valeurs y,, 74,..., ¥r; 2° les sommes de leurs produits trois a trois, et
ainsi de suite; d’oui la formation de I'équation

,)‘r_'\/c,)'rhl_*'P?J/r—g“*"'-'_i" Pr:ow

dont les racines sont 3y, ¥a,. 0y ¥

De la méme maniere I'on démontrerait que 7, 7s,..., 7, étant les
autres racines de 'équation (10), on peut, avec les coefficients de
I’équation donnée, exprimer en fonction rationnelle, 1° de 7,, les
coefficients de 1'équation dont les racines sont les valeurs de y rela-
tives au deuxiéme groupe du tableau (A’); 2° de v, les coefficients de
I'équation dont les racines sont les valeurs de y relatives au troisiéme
groupe du méme tableau, et ainsi de suite pour les équations dont les
racines correspondent aux autres groupes de (A’), ce qui produit les
équations

Jr__,yz].r—i +Q2J.T—2 I Qr: O.,

Y=+ Uyt o+ U=

Ainsi, sans qu’on soit obligé de former I’équation résolvante ¢ (y)=o
de degré s, on peut former I'équation (10), et, a 'aide de ses ra-
cines, les équations en y dont les racines sont celles de la résolvante;
ce qui démontre le théoréme énoncé.

Remarque. — Si I'on forme préalablement I'équation résolvante
o () =o, il est possible de trouver d’'une autre maniere les coeffi-
cients P,, P;,..., P,. Car I'équation ¢ ( ) = o contenant toutes les ra-
cines de cette premiére équation en y du degré r, ¢ () est exacte-
ment divisible par le polynome y, — v, ™'+ P, y™? +...+P,. Le
reste de cette division, de degré r — 1, sera donc nul; et, en égalant a
zéro chacun de ses coefficients, on aura r équations entre ,, P,,...,P;
r — 1 de ces équations détermineront les r — 1 inconnues P,,..., P, en
fonction rationnelle de y,, puisque ce sont des fonctions semblables,
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et ’équation restante sera satisfaite identiquement quand on y rempla-
cera ces coefficients par leurs valeurs.

Les coefficients des autres équations en y pourront étre déterminés
de la méme manieére.

Tarorkme IV. — Réciproquement, si I’ équation résolvante ¢ (y) =o
d’une équation irréductible F (x) = o est décomposable en v facteurs de
degrés moindres, & l'aide des v valeurs que prend une fonction y des
n racines de cette équation en x par les permutations de ces racines, les
groupes de permutations faites avec les racines de cette méme cquation
en x relatifs aux racines de !'équation en y, peuvent étre partagés
en v groupes de permutations inséparables, et ces équations de degres
moindres sont toutes d’un méme degré.

Admettons en effet que 'on ait
(re) o= ()2 729, (0 )

Tis Y20--+, 7, désignant les v valeurs que prend la fonction y des n ra-
cines xo, &,..., 2, de F(x)=o0, par suite de toutes les permuta-
tions de ces racines. L'équation ¢ () = o étant la résolvante de cette
équation en o, ses racines y sont des fonctions rationnelles, théo-
reme 11, des racines de T (x) = o; et si son degré est égal 4 s, les per-
mutations des 7 racines en x peuvent étre partagées, nous I'avons déja
dit, en s groupes de permutations inséparables pour tous les échanges
de ces mémes racines en x, celles d’'un méme groupe faisant acquérir
une méme valeur & ». Supposons que ce partage soit effectué, et dési-
gnons par (A) le tableau de permutations que 'on obtient.

De méme, y étant une fonction des mémes racines en x, et ayant
v valeurs par les permutations de ces racines, ces permutations peu-
vent étre partagées en v groupes de permutations inséparables pour
tous les échanges de ces racines, celles d’'un méme groupe faisant ac-
quérir une méme valeur a . Supposons également ce partage effectué,
et soit (A’) le tableau des permutations qui en résulte.

Cela posé, je remarque que les valeurs de  qui annulent les fac-
teurs @, ¢,,..., ¢ sont respectiverment fonctions de 7,, 7,,..., 7, De la
il suit que si 'on considére d’abord toutes les permutations du groupe
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du tableau (A) relatif 4 I'une quelconque des valeurs ¥, ¥5y..0s )
qui annulent Pun de ces facteurs, ¢, par exemple, r désignant son
degré, tous les échanges des n lettres a4, x,,..., x,_, qui n’altérent pas
cette valeur y,, c’est-a-dire qui convertissent les unes dans les autres
les permutations de ce groupe, ne doivent pas altérer non plus y,; car,
si par suite de quelques-uns de ces échanges, , prenait une valeur dif-
férente, cette autre valeur ne pourrait étre que l'une des autres va-
lears de 7, par exemple 7,; dés lors, ces mémes échanges transforme-
raient les racines ¥, ¥,,...; 7, du facteur ¢, en celles du facteur ¢;;
ce qui est contre 'hypothése. Donc, toutes les permutations de ce
groupe du tableau (A) doivent se trouver dans celui du tableau (A")
relatif & ,, ce dernier groupe étant effectivement le seul qui fassc ac-
quérir a  cette valeur 7,. Par une méme raison, si I’on considére en-
suite tcutes les permutations des groupes du tableau (A) relatifs a
ces r valeurs de y, tous les échanges des n lettres & qui convertissent
ces groupes les uns dans les autres n’altéreront pas non plus cette
méme valeur 7,. Donc encore, ces r groupes du tableau (A) se trou-
vent dans celui du tableau (A’) qui correspond a 7,3 ce dernier groupe
étant effectivement le seul qui fasse acquérir &y cette valeur 7,.

Ainsi, le groupe du tableau (A’) qui est relatif 4 7y, se compose de
toutes les permutations qui correspondent aux r groupes du tableau(A)
produisant les racines ¥,, ¥.,..., ¥, de I'équation ¢, = 0. La méme
démonstration s’applique évidemment aux autres groupes de (A’) re-
latifs aux autres valeurs 7,,7,,..., 7, de la fonction y; chacun d’eux se
compose des permutations des groupes de (A) qui correspondent res-
pectivement aux racines y des équations ¢, =0, 9, =0,..., ¢, = o.

De 14, il suit d’abord que les s groupes du tableau (A) se décompo-
sent en v groupes formant le tableau (A’). Et puis, comme les permu-
tations des groupes de ce dernier sont inséparables, le nombre de per-
wutations, et par suite le nombre de groupes de (A) qui forment ceux
de (A’), est le méme pour tous ces derniers groupes, et par conséquent
les facteurs du second membre de 'équation (11) sont tous du méme
degré ren y.

En sorte que les s groupes du tableau (A) peuvent étre partagés en
v groupes de permutations inséparables, et les facteurs du second
membre de I’équation (11) sont tous d’un méme degré r tel que s = vr.

Tome XI{ 2¢ série). — Janvier 186G, 4
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Remnarque. — On peut évidemment considérer 7, 7a,..., y, comme
les racines d’une équation du degré v dont les coefficients seraient fa-
ciles a former, comme il a déja é1é dit, si la fonction 7 était connue.

TuEoriME V. — Pour que Iéquation résolvante ¢ (y) = o de degré s
’une équation irréductible F(x) = o soit décomposable en v équations
d’un méme degré r tel que s =vr, a Uaide des racines d’'une équation
de degré v il jaut et il suffit que les s groupes de permutations faites
avec les racines de ¥ {x) = o relatifs aux s racines de cette équation
en y puissent étre partages en v groupes de perinutations inseparables.

Ce théoreme est en effet une conséquence des deux qui précedent.

Tukorimr VI. — Si deux racines d’une équation algébrique irre-
ductible et de degré compose m sont tellement lices, que {'une d’elles
soit égale a une fonction rationnelle de Uautre, toutes les racines de
cette cquation peuvent élre pariagées en un ou plusieurs groupes comn-
poses d’un méme nombre de termes, et tels, que dans chacun deux
chaque racine soit égale & la méme fonction rationnelle de la précé-
dente.

En effet, si a designe une des racines de 1'équation proposée
Fla)=o,

9 () sera une autre racine de cette équation, ¢ désignant une fonction
rationnelle de x et de quantités conuues. On aura donc

I (G = o,

et je dis que cette derniere équation est encore satisfaite quand on y
remplace x par une racine quelconque de la proposée. Car, si 'on ef-
tectne les calculs indiqués par les signes § et ', on obtiendra

pix’

Fioa, = 4%

J—— 2
()
¢ () et g{a) désignant des fonctions entiéres par rapport 4 x que
'on peut toujours supposer premiéres entre elles. Mais 'équation
F(@ax) = o entraine 'équation ¢ (x) = o; et comme 'ona F{x) = o,
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les fonctious entieres ¢ (x) et F(a) doivent avoir un plus grand
commun diviseur algébrique, et puisque F (x) = o est une équation
irréductible, on doit avoir ¢ {x) = F (). 9,(x), et par suite

(12} F(@x):fféi)\F(w),

et jajoute que ¢ () = o et F (&) = o ne sauraient avoir lieu en meéme
temps; car on aurait alors ¢ () = F (a). 4, (), et par snite ¢ (x) et
¢ (o) ue seraient pas premiéres entre elles.

Cette équation (12) prouve que toute racine de V'équation pro-
posée F(x) = o, est racine de F(fx)= o; mais §x est racine de la
proposée, douc 0f.x, ou simplement §*x, est racine de la méme équa-
tion : de méme 6 (&) étant racine de la proposée, 09*(ac), ou simple-
ment §° x, est encore racine de la méme équation, et ainsi de suite a
Pinfini. Donc chacun des termes de la suite prolongée indéfiniment,

x, Gx, G*x,..., 6" 2, x...,

est racine de la proposée; et comme cetle équation est de degré
fini i, cette suite ne doit contenir au plus que m termes distincts.
Soit

610 == 67

I'équation §”x — x = o a donc pour racine GPx qui est aussi une ra-
cine de F () = o; d’ou il suit que, d’aprés ce qui précéde, toute ra-
cine de F () = o est aussi racine de §"x — a = o, et que par cons¢-
quent on a 0" o = G, 6"2x = §%u, et ainsi de suite. Ainsi, les seuls
termes distincts de la suite indéfinie qui précede, sont

(13) xy, G, 62x,..., "2

et si m = n, cette suite démontre le théoreme.

Supposouns actuellement m>>n, et soit &, une des racines de F (xj=o
non comprise dans la suite (13). On démontrera de la méme maniere
que chaque terme de la suite indéfiniment prolongée

Xy, Oy, iy,
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est racine de I’équation proposée, et que les seuls termes distincts de
cette suite sont les n termes

Xy, Gy, GPa,,..., " 'a,.

Je dis de plus que ces termes sont différents de ceux de la suite (1 3).
Car, si I'on pouvait avoir 8"z, = 6% x, 'on aurait

Gn—lr 6}11,' —_ gn-—k 9".70 J— enx =,

d’ou il suit que, dans cette derniére suite continuée indéfiniment, la
racine x s’y trouverait, et que par conséquent elle contiendrait tous
les termes de la suite (13), c’est-a-dire, en d’autres termes, que ces deux
suites coincideraient; ce qui est contre I'hypothése, puisque x, dif-
fere de chacun des termes de la suite (13).

Ainsi, ces deux suites contiennent 27 racines distinctes de 'équation
proposée; donc si m = 2n, le théoréme est démontré. Mais sim > an
et sl x, désigne une racine de F (a) = o qui ne fasse partie ni de la
suite (13) ni de la suivante en a,, on démontrerait de la méme maniére
qu’avec xy, on formerait un troisiéme groupe de n racines différentes

Loy O3, 9 gy..., G a0y,

et distinctes de celles des deux premiers groupes, et ainsi de snite.
En sorte que les m racines de I'équation proposée peuvent étre par-
tagées en groupes composés chacun d’un méme nombre de racines,

2 —q
x, Gx, G*x,.., ("'x,

(B) xy, Gx,, Gx,,..., " 'x,,
’ Xy Gy, Pa,,..., 6o,

et tels que, dans chacun d’eux, chaque racine est égale a la méme
fonction rationnclle de la précédente.

Corollaire. — Si le degré m de I'équation proposée est un nombre
premier, les groupes du tableau (B) se réduisent en un seul. Car dans
la suite (13) on a 6" = v, et si » était infériear a m, il y aurait au
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moins 27 racines distinctes dans cette équation; ce qui est impossible,
puisque r est premier. Donc m = n, et par conséquent tous les
groupes (B) se réduisent au premier.

Remarque. — Une équation dont les m racines peuvent étre repré-

sentées par la suite
x, G, QPa,..., 6" ',

§ désignant une fonction rationnelle telle que 6™ x = x, est dite abe-
lienne.

De cette définition et du corollaire précédent, résulte donc ce théo-
réme : Si deux racines d’une équation irréductible et de degré premier
sont tellement lides, que Uune d’elles soit égale a une fonction ration-
nelle de U’ autre, cette équation est abélienne.

Tasorime VII. — Pour qu'une équation algebrigue, irréductible et
de degré premier n, supérieur & 3, soit résoluble algébriquement, il faut
et il suffit : 1° qu'elle soit abélienne; 2° ou qu’entre trois quelconques
de ses ratines il y ait la relation

(14) Xarpp = G(xaﬂn xa)»

dans laquelle les indices de x sont pris suivant le module n; 6 dési-
gnant une_fonction rationnelle, p une des racines primitives du degré n,
a un des nombres o, 1, 2,..., n— 1, et p un des nombres 1, 2,3,..., n—1.

Soient

(1) F(x)=o0

I’équation que I’'on consideére et n son degré. Cette équation étaut par
hypothese irréductible et de degré premier, sa résolution dépend né-
cessairement, théoréme II, de celle de deux autres, 'unc (6) de
degré n — 1, Vautre (7) de degré 1.2.3...(n — 2). Donc pour résoudre
I'équation proposée (1), il faut résoudre ces deux équations, et d’abord
la derniére dont une des racines sert effectivement a former les
cocfficients de la premiére. Mais cette derniere (7) a pour racines
les 1.2.3...(n — 2) valeurs de la fonction y définie par la formule (5),
valeurs qui correspondent aux groupes de notre troisiéme classification
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déja citée des permutations de z lettres @ et 7 étant supérieur a 3, les
groupes de cette classification ne peuvent ctre partagés [*] en nou-
veaux groupes de permutations inséparables; donc, thioréme V, cette
équation résolvante (7), p(y) = o, est indécomposable en équations
de degrés moindres. Donc pour que I'équation proposée soit résoluble
algébriquement, il faul que toutes les racines de cette équation résol-
vante soient égales entre elles; puisque toute autre hypothese la ren-
drait décomposable en équations de degrés moindres.

Or, tous les coefficients de cette résolvante; o(y; = o0, sont des
fonctious symétriques des racines de équation proposée (1); donce la
scmme ¥, -+ y. +... des racines de cette premiere équation est une
fonction invariable des racines de la seconde; et, puisque toutes les ra-
cines 7y, 7,... sont égales, la valeur de y donnée par la formule (5),
telle qilelie cst faite, doit éirve une fonction invariable des racines de
I’équation (1). Mais cette fonetion est rationnelle par rapport aux n ra-
cines de (1) et invariable pour les n(n — 1) permulations faites avee
ces racines, relatives & un méme ordre vu successivement de chacune
Qelles; et n(n — 1) est ¢gal au nombre de combinaisons detix a deux
que I'on peut faire avec n lettres. Donc cette fonction résolvante y doit
se réduire, d’'une maniére rationnelle, & ne contenir que deux des 2 ra-
cines de I'équation proposée (1), 4 moins qu'elle ne sc réduise a ne
conteuir qu'une seale de ces mémes racines. De lia deux cas seulement

a distinguer.

1° Sila fonction y se réduit i une fonction rationnelle d’uue seunle
des racines de I'équation proposée, la forme de cette fonction exige
que, une des racines de la proposée étant donnée, chacune desn — 1
autres soit égale & une fonction rationnelle de celle-li ; donc, corollaire
du th¢oréme VI, I'équation proposée est abélienne. Ainsi, dans ce pre-
mier cas, pour que I'équation (1) soit résoluble algébriquement, il faut
que la premiere des conditions du théoréme énoncé soit satisfaite.

2° Si la fonction y se réduit a2 une fonction rationnelle de deux des
racines de 'équation proposée, cette réduction exige que, deux racines

[*] Foir la Note placée a la fin de ce Mémoire.
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quelconques de cette équation étant données, par exemple x, et x .,
on puisse exprimer par des fonctions rationnelles chacune des n — 2
autres. Donc la fonction z,, qui contient ces n racines, se réduira a

une fonction rationnelle de «, et Zarpy par exemple 4
(15) 2y = ¢ (XLgups Ty),

¢ désignant une fonction rationnelle : il en sera de méme des fonctions
Zyy Zyy..ey Bo—y. Mais ces dernieres fonctions se déduisent de z, en chan-
geant p successivement en pp, pp*,..., pp" 2, on doit donc avoir les
relatious

‘ Z2 - dr‘ ('xu+pp7 ‘ra\)a
(16) %y == ‘P (~Ta+pp23 xa)a

K

)3

( Zy—y = ‘P <'T(z+pp"“7’ X'y
et comme z, peut étre écrite ainsi

j— » . 24 (M d P
By = (Xa + @M Xgup+ 0 Xgypy o @V, 0,

ces relations exigent l'existence de la relation (14). Ainsi dans ce se-
cond cas, pour que Véquation proposée soit résoluble, il faut que la
seconde condition du théoreme énoncé soit satisfaite.
Donc P'une ou I'autre des conditions énoncées sont nécessaires.
Pour démontrer qu’elles sont suffisantes, nous devons évidemment
aussi distingaer deux cas.

1° Si Péquation proposée est abélienne, c’est-a-dire si ses racines
sont représentées par la suite

(17) Koy O, FPag,..., 67 a,,

telle que 6" &, = a,,; chacune des racines de Péquation (6), d’ou dé-
pend nécessairement la résolution de I'équation proposée, peut étre
trouvée immédiatement, d’ou 'on déduira la valeur de la somme de ces
racines qui est précisément la racine unique de 'équation résol-
vante (7); car I'une de ces n — 1 racines, z, par exemple, est invariable
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pour les n permutations circulaires relatives aux 7 racines de la pro-
posée; et d’aprés I'hypothese faite sur ces derniéres, en changeant
dans z,, par exemple x, en 6 x,, 6.1, se change en 6 x,, 62 x, en (° x,,
et ainsi de suite. En sorte que ce seul changement de x, en 0ux, suffit
pour amener une permutation circulaire. Donc ce changement rend z,
invariable; et comme il peut s "appliquer 4 toute autre racine que x,, 1 il
s'ensuit que le changement d’une des racines de la proposée en toute
autre entraine celui de toules les aulres, amene une permmatiou cir-
culaire de la premiére considérée, et par suite rend z, invariable. Donc
la fonction z, est invariable pour tous les changements possibles des
n racines de I'équation proposée. Elle peut donc étre exprimée en
fonction rationnelle des coefficients de cette équation. Et pour avoir
la valeur ¢, de z,, il suffit d’exprimer, & I'aide de la-fonction ration-
nelle 4, z, en fonction de 'une des racives, x, par exemple,

z, = i 1‘a) H
et de remarquer que le raisonnement qui précede produisant la suite
d’égalités
Vi) =4 (0, =0 (Par, = =6 x,,
I"on aura ’équation

nYlx,) =d(x,) + b {(Gay) + ¢ (52, + .o+ g (07 xy),

dont le second membre est une fonction symétrique des racines de
Féquation proposée.

Or, si I'on considere toute autre racine de I'équation (6}, z, par
exemple, qui se déduit de z,

2y = (Xy+ 0G0, + o, A 2T e, )
en prenant les racines .x de deux en deux & partir de la premiére, on
aura

Z, = (&, + abiPa, + a*0ta, + 2260 x, +..\",

expression qui revient a celle de la premiére en y remplacant « par «*
qui est une racine de " — 1 = o différente de a. 1l en est de méme
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de zg, 24,..., Zo; donc les racines z,, 2g,..45 Zpy de I’équation (6) ne
sont autre chose que les valeurs de z, quand on y remplace o succes-
sivement par I'une des n— 2 autres racines iinaginaires de x" —1=o.
On obtiendra donc, comme pour z,, chacune de ces racines en fonc-
tion rationnelle des coefficients de I’équation proposée : soient 9, 94,...,
v,_, leurs valeurs respectives.

En exfrayant la racine n®me de chacune de ces n — 1 racines ¢,
©g9e1ey Vuoy, €t €N réunissant aux r — 1 équations qu’on en déduit
celle qui donne la somme des racines de I’équation proposée (1), on
aura les n équations suivantes, en désignant par a,, dy,...s Cn les
n — 1 racines imaginaires de x" — 1 =0,

L+ Oxg+ 02+ 0", = — Ay,
Log - 0y 0+ 0262 Xy 4ot A THE = Ve,

(18) X+ o0+ a%e’xa—!—.-.—t—va';—‘@"“‘ Xa= V925

S T e S B R T P

b -_ o nr—_n
Lo+ Lpy G, + 0&3_1921'“—1—...—!— O!Z__: G o, = NV

équations qui, étant linéaires par rapport aux n racines a trouver,
suffiront pour déterminer facilement ces racines. Pour avoir Vune
d’elles, 6'x, par exemple, il suffit de multiplier respectivement les
deux membres de chacune de ces équations par 1, a7, ag .. @yl s
et d’ajouter les produits; car cette somme donne, en ayant égard aux
propriétés des racines des équations bindmes, la formule

blaa= = (— Ay + o7 Vv oy foa -t Gt X Oui) s
de laquelle on déduira évidemment les n racines de la proposée en rem-
placant successivement ipar o, 1, 2,.., 0 — 1.

A la vérité, un radical d’indice n ayant n valeurs, on pourrait croire
que l'expression précédente donnat n"~" valeurs distinctes. 11 n’en est
rien, car les fonctions des racines équivalentes respectivement & Vors
92y..., V0u—y étant des fonctions semblables, Pune d’elles étant
donnée, chacune des autres peut étre exprimée par une fonction ra-

Tome XI (2° série). — Janvier 1866. 5
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tionnelle de celle-1a, comme le prouve la théorie bien connue des
tonctions semblables; le calcul pouvant étre abrégé par des considéra-
tions dues a Abel et qu’il est inutile de rapporter ici. Cette réduction
faite, I'expression précédente n’aura alors que 7 valeurs distinctes qui
sont les 7 racines de la proposéc.

Ainsi la condition relative au premier cas, qui déja est nécessaire, est
de plus suffisante.

Remarque. — 11 est utile de remarquer que, quoique le degré n de
I'équation proposée (1) ne fut pas un nombre premier, si cependant ses
racines étaieut représentées par la suite (17); cette équation, appelée
encore abélienne, serait résoluble algébriquement, puisque rien ne

suppose, dans la résolution qui précéde, que n soit un nombre pre-
mier.

2¢ Si la condition relative au second cas est satisfaite, ¢’est-a-dire si
la relation (14) est vraie, je dis que cette condition, qui est nécessaire,
est de plus suffisante,

Cette relation montre en effet comment, deux racines quelconques
X, el g, étant données, on peut exprimer de proche en proche les
7 — 2 aulres; et comment elles naissent les unes des autres. Car cette
relation étant vraie, par hypothése, quand on y remplace p successi-
vement par pp, pe*,..., pp"~2, I'on a

Larppr = 0 (Xarpps Xa),

Lptper = g (xa+pp‘11 xa)’

L L

.T{IJ_,;P!;—‘.: - 6 (xa_‘_p‘cn—J, .1?{1).

Dong, toute fonction rationnelle connue des n racines de I'équation
proposée peut se réduire, 4 I'aide de la fonction 6, & une fouction ru—
tionnelle de deux quelconques de ses racines, ., et Xpp

Cela posé : je dis que I'équation (6), d’or dépend nécessairement la
résolution de I’équation proposée, est abélienne et que, par suite, elle
est résoluble algébriquement. Car ses racines sont, dans le cas pré-
sent, les valeurs de z,, 2,,..., z,_, données par les formules (15) et (16)
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Or, si 'on considére, avec M. Hermite, la fonction
1= [ (Larpy Xa) F+ M (Xasppy Xa) F e et N2 Y (Lrppn-y Xa) "7

dans laquelle X désigne une des racines imaginaires de I'équation bi-
nome %! — 1= o0} et si 'on y change successivement p en pp, pp*,...,

£"%, ou, ce qui est la méme chose, si I'on donne a p les valeurs 1,
2,..., 1 — 1, les divers termes du polynéme soumis & 'exposant n — 1
ne font que se déplacer circulairement. Donc cette fonction z est in-
variable pour toutes ces n— 1 valeurs de p. D’ailleurs chacun des
termes de ce méme polynome, et par suite u, est encore invariable pour
les n permutations circulaires que produit la permutation relative a ce
terme; el, d’aprés la signification de chacun d’eux, I'on obtient évi-
demment ces n permutations en donnant & a successivement les 72 va-
leurs o, 1, 2,..., n — 1. De 12 il suit que si P'on réduit la fonction « a
ne contenir que les deux racines x,, Lo p

U— X. (xa+p7 xa)?

cette fonction rationnelle y conservera la méme valeur, quels que soient
les indices de a et de p, et que par suite I'on aura

n—1 n—1

nn—1u= Z Z;( (Xaipy Xa)s

relation dont le second membre est une fonction symétrique des ra-
cines de 'équation proposée F (x) = o, On peut donc exprimer u en
fonction rationnelle des coefficients de cette équation. Il en serait de
méme, si dans z on remplacait A par toute autre racine imaginaire de
la méme équation X" — 1 =0, Ay, has+++; Auy. Mais on démontrerait
- de la méme maniére que la somme

b (Xaapy Xa) + ¢ (Xaippr Xa) oot G (Lapppnsy Zg),

C’est-a-dire la racine unique y de I'équation résolvante (7), réduite 4
ne contenir que les deux mémes racines &, et L.p, €t symétrique des
14

racines de I'équation proposée; et dés lors qu’elle est exprimable en

fonction rationnelle de ses coefficients. Donc, on aura les n — 1 équa-
5.
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tions dont les seconds membres sont connus,

Y (Larps Xa) + $ {Tauppr ) oo U (Xayppnmsy X,) = — D,

— n—1i=—
Lp(xzu-pv ‘Ta) + X, ¢ (xa+pp; xa) 4R 24’ (xaq—pp"-ia 'Ta) = Vit

Y (Laips Ta) + hna P (Xaippy Xa) e I ol (Xayppus, T,) =

n-—1
Vg

Ces n — 1 équations, en tout semblables aux équations (18), prou-
vent effectivement que I’équation (6) est abélienne. De ces n— 1 équa-
tions, on déduira donc les n — 1 termes, z,, 2,,..., 2,_, qui entrent
dans u.

Or, ces n — 1 termes étant connus, on aura, en ayant égard a leurs
expressions (4) en fonction des racines de la proposée, n — 1 équa-
tions, qui, réunies a I’équation connue

Lg = Lgrpt Xggp+...+ Lasrin-1)p = — Ay,

feront connaitre les n racines cherchées, puisque ces n équations si-
multanées ne sont autres que les équations (8). Ainsi cette relation (14),
qui déja est nécessaire, est de plus suffisante.

Il résulte donc de tout ce qui préceéde que, les seules équations alge-
briques, irréductibles et de degré premier supérieur & 3 qui soient
resolubles algébriguement , sont celles qui sont abéliennes ou celles
dont les racines satisfont a {’équation (14).

Corollaire 1. — Si I'on divise le premier membre F (x) de toute
équation irréductible, de degré premier, non abélienne et résoluble al-
gébriquement, par un de ses facteurs linéaires, le quotient égalé a zéro
est une équation abélienne.

Car, I'équation F(x) = o étant résoluble algébriquement, de degré
premier, irréductible et non abélienne, la relation (14) est satisfaite;
le quotient de F(x) par x — x, égalé a zéro, a pour racines x,.,,,
Lasppy:++y Lawper-2+ €t 'on déduit de cette relation les équations

Laipp = 7 (xa+p, xa) = 61‘a+p’

— — g2
'ra+pp7 - exa-o-pp =0 xa—+—pa

— —_ —2 o0
Xogppr=2 = 0 &g pons = 6" 2y py

Lgpon-1 = Xgpp =02 qyppn-r = G Laips
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q ui prouvent qu’effectivement ce quotient égalé a zéro est une équa-
tion abélienne.

Ce théoréme, qui se présente ici comme corollaire, est di a
M. Hermite.

Corollaire I1. — De I'une quelconque des relations précédentes, par
exemple de
Xgappr = 6(‘Ta+pp’ xa)’

on peut déduire I'une quelconque des trois racines qui y entrent en
fonction rationnelle des deux autres; puisque I'équation (14) exige
que, deux quelconques des racines de F (o) = o étant données, on
puisse déterminer les 7 — 2 autres en fonction rationneile de ces
denx la. '

Corollaire IT1. — Si les coefficients d’une équation algébrique n’ont
entre eux aucune relation, sont indéterminés, cette équation est né-
cessairement irréductible. Le théoréme qui vient d’étre démontré pro-
duii donc cet autre théoréme : 71 est impossible de résoudre algébrique-
ment les équations générales de degré premier supérieur au troisiéme.

NOTE.

Les permutations, en effet, d’un quelconque des groupes de cette
troisiéme classification sont relatives & un seul et méme ordre ou a un
seul et méme polygone vu successivement de chacun de ses sommets,
en sorte que tous ses groupes ne sont autre chose que fous les polygones
distincts que 'on peut former avec m lettres. Ces polygones se dédui-
sent les uns des autres par un changementde deux lettres quelconques;
leur déduction est donc arbitraire.

Donc, si on les assemble de deux en deux ou de Irois en trois,...,
pour former de nouveaux groupes composés de permutations insépa-
rables; il o’y a pas de raison pour que, dans ces nouveaux groupes,
Pon y mette plutot tels de ces polygones que tels autres. Il faut donc,
ou les laisser séparés comme dans cette troisiéme classification, ou les
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réunir tous en un seul groupe, auquel cas il n’y a pas a proprement
parler de classification, puisque ce groupe unique contient la totalité
des permutations de ces m lettres.

Donc les groupes de cette troisiéme classification ne peuvent pas €tre
partagés en nouveaux groupes de permutations inséparables pour tous
les échanges des lettres qui les forment.

Remarque. — Si le nombre de letires est égal & 3, le nombre de
groupes de cctie classification est égal a I'unité : pour tout autre
nombre de lettres, le nombre de groupes est supérieur a 'unité, et
méme a ce nombre de lettres.



