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SUR UNE
NOUVELLE GEOMETRIE DE I’ESPACE;
Par M. J. PLUCKER,

Professeur & VUniversité de Bonn, Mcmbre associé de 1a Société Royale de Londres 1

e —

I. — Des complexes lincaires de lignes droites.

1. L’espace indéfini peut, au point de vue géométrique, étre con-
sidéré indistinctement comme étant formé par des points, on comme
étant traversé par des plans. Dans le premier cas, chaque point est
déterminé par ses coordonuées (x, 7, z, par exemple) prises dans leur
acception ordinaire. Dans le second mode de conception, chaque plan
est de méme déterminé par ses coordonnées (¢, u, v, par exemple),
dont nous avons introduit l'usage dans la Géométrie analytique
vers 'année 1830.

L’équation

tr +uy +vz +1=o,

si 'on y regarde x, y, z comme des variables, et ¢, #, v comme des
quantités constantes, représente I'ensemble des points situés dans un
méme plan, c’est-a-dire représente ce plan lui-méme. Les trois con-
stantes £, u, ¢ sont les coordonnées du plan.

La méme équation, si I'on y regarde t, #, v comme des variables,
et &, 7, z comme des coustantes, représente 1'ensemble des plans qui
passent par un meéme point, et par conséquent représente ce point
lui-méme ; les trois constantes sont les coordonnées du point.

Un point donné par ses coordonnées et un point déterminé par son
équation, ou, pour parler géométriquement, par un nombre infini de

["] Le Mémoire original, écrit en anglais, a été présenté A la Société Royale de
Londres le 22 décembre 1864, et lu dans la séance du 2 février 1865,

Tome XI (2¢ série).— OcroesEe 1866, 43
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plans qui se coupent en ce point, sont denx idées entiérement diffé-
rentes et qu’on ne doit pas confondre I'une avec l'autre. 1l en est de
méme d’un plan donné par ses coordonuées et d’un plan représenté
par son équation, ¢’est-a-dire considéré comme contenant un nombre
infini de points.

De la découle une double signification de la ligne droite. On peut
la considérer comme étant le lieu géométrique d’une infinité de points,
ou, ce qui revient au méme, comme étant décrite par un point qui se
mweut dans sa direction; et, dans ce cas, on la représente par deux
équations en x, ¥, z, dont chacune représente un plan passant par
cette droite,

Mais on peut également regarder la ligne droite comme étant Vin-
tersection commune d’une intinité de plans, ou comnme étant 'enve-
loppe d’un plan mobile qui tourne sur elle comme autour d’un axe;
et, dans ce cas, elle est représentée par deux équations en ¢, u, v, dont
chacune représente un de ses points, choisi d’aillears arbitrairement.

2. La constitution géométrique de P'espace, que nous venons de
rapporter au point ou au plan, peut également éire dérivée dela ligne
droite; et, comme celle-ci est susceptible d’une double définition (1),
il s’ensuit que, dans ce nouvel ordre d’idées, la constitution de 'es-
pace peut étre envisagée a un double point de vue.

Daus le premier de ces deux points de vue, l'espace indéfini est re-
gardé comme étant traversé par des lignes droites dont chacune se
compose d’une infinité de points consécutifs, c’est-a-dire est décrite
par le mouvement d’un de ses points. Par chaque point de I'espace, il
passe un nombre infini de ligues droites qui ont toutes les directions
possibles. Cette coustitution géométrique de I'espace est celle qu’on
admet implicitement, en optigue, quand on considére les sources lu-
mineuses comme envoyant des rayons de lumiére dans toutes les
directions, et, en mécanique, quand on regarde les forces comme
agissant en tous sens sur les points matériels dont on suppose que les
corps sont formés.

D’aprés I'autre point de vue, I'espace indéfini est encore regardé
comme traversé par des lignes droites; seulement ces lignes sont dé-
terminées, non plus par les points qui les composent, mais par les
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plans qui y passent. Chaque plan contient un nombre infini de lignes
droites qui y possedent toutes les positions et toutes les directions
imaginables, et le plan peut tourner autour de chacune d’elles. On
adopte implicitement cette deuxiéme conception, en optique, quand,
au lieu de rayons de lumiére, on considére les surfaces correspon-
dantes des ondes et leurs intersections mutuelles, et, en mécanique,
quand on introduit avec Poinsot la notion ingénieuse et philoso-
phique des couples, qui s’y présentent au méme titre que les forces
ordinaires et y remplissent un role non moins essentiel. Les axes
instantanés de rotation sont des droites qui appartiennent i ce deuxiéme
mode de conception.

3. Afin de poser les fondements d’une nouvelle Géométrie de I'es-
pace, basée sur les considérations qui précédent, il faut avant tout
fixer dans Pespace la position d’une ligue droite qui dépend de quatre
constantes. A cet elfet, nous eussions pu prendre quatre droites fixes
et y rapporter la position d’une droite quelconque, en déterminant,
par exemple, les plus courtes distances de la droite a ces quatre axes.
Mais nous avons cru devoir rejeter ce systéme et d’autres analogues,
et adopter simplement, pour la détermination dont il s’agit, celui des
axes coordonnés dont on fait ordinairement usage. Ainsi les recher-
ches que nous publions aujourd’hui sont intimement liées avec les
méthodes usuelles de la Géoméirie analytique; mais ces méthodes y
sont mises en ceuvre d’une maniére nouvelle, dont le présent Mémoire
a pour but de donner une idée précise, et dont I'importance est,
si nous ne nous abusons, plus grande peut-étre qu'on ne croirait
au premier abord. D’autres Mémoires pourront venir corroborer
cette opinion, s'il nous est donné de les terminer.

4. Nous donnerons le nom de rayon ala ligne droite, quand on la
considere d’aprés le premier mode de génération, et le nom d’axe
quand ou la considére d’aprés le deuxiéme mode.

Cela posé, un rayon peut éire déterminé par le moyen de ses pro-
jections sur deux plans fixes. Afin d’obtenir le plus de symétrie pos—
sible, sans trop généraliser,nous choisirons les projections sur les plans
coordonnés XZ, YZ, et nous prendrons pour leurs équations, soit le

43..
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systeme

(1) ;x:rz—i—p,

= §Z + G,

~
|

soit le systéme

(2)

tx + 9,5 =1,

wy -~ ¢,3=1.

Si I'on adopte le premier systéme de ces équations, les quatre con-
stantes r, s, p, ¢ sontles coordonnées du rayon : deux d'entre elles, r, s,
marquent sa direction ; les deux autres, g, ¢, fixent ensuite sa position
dans l'espace. Le point ol le rayon perce le plan XY a pour coor-
données x = p, y = o.

Si I'on adopte le second systéme d’équations, le méme rayon est
déterminé par les quatre constantes z, u, v,, ¢,, quon peut aussi

regarder comme étant ses coordonnées; ¢ et u <égales respeclivement

a Plet é) indiquent les valeurs réciproques des segments interceptés

sur les axes OX, OY, & partir de 'origine O, par les deux projections

du rayon; e, et¢ <égales respectivement a —Zlet — s—) indiquent les
y . n

valeurs réciproques des segments qu’on obtient sur Yaxe OZ, quand

on y projette ces deux projections.

5. Un axe, c’est-a-dire une ligne droite envisagée d’apres le
deuxiéme mode de génération, est déterminé par deux quelconques
de ses points. On peut choisir, pour ces points, ceux ou I'axe perce
les deux plans XZ et YZ, et les représenter soit par le systeme d’équa-
tions

(3)

%xt—{—z,v: t,
YL+ 2,0 =1,

soil par cet autre systéme, qui est également symétrique,

t=pv+ w,

(4)

U=qgv -+ «.
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En faisant usage du systéme (3), on a, pour les coordonnées de
l'axe, les quatre constantes x, ¥, z, z, qui fixent la position des deux
points dans les plans XZ, YZ.

Si I'on adopte les deux équations (4), les constantes p, q, «, » sont
les quatre coordonnées de I'axe, qui est déterminé par V'intersection
de deux plans, savoir : celui qui le projette sur le plan XY, et celui
qui passe par I'axe et par I'origine O. Le premier de ces deux plans est
déterminé par deux des quatre coordounées

I'autre est déterminé par les deux coordonnées restantes
z Z

i = :——' U=y — — — ¢

PV z ¢, q 3

et a pour équation
px 4+ qy +z=o.

6. Si I'on regarde comme variables les quatre coordonnées d’un
rayon, on peut, en leur donnant successivement toutes les valeurs
possibles, obtenir la représentation analytique d’un rayon situé d’une
maniére quclconque dans I'espace. Actuellement, siVon suppose que
ces quatre coordonnées soient liées entre elles par une équation de
condition, tous les rayons de I’espace ne satisfont plus a la question,
et il y en a qui sont exclus par cette condition. Quant a 'ensemble
de ceux qui restent, nous dirons qu’ils forment un COMPLEXE [*] repré-
senté par I’ équation de condition.

S’il existe, entre les coordonnées générales d’un rayon, deux équa-
tions de condition an lieu d’une, les rayons dont les coordonnées sa-
tisfont 4 ces deux équations simultanées forment ce que nous appelle-

[*] Le mot latin complexus, qui signific un entrelacement, un entre-croiscment, nous
a semblé tris-convenable pour exprimer Iidée nouvelle que nous présentons ici.
Faute d’en trouver un meillear, nous demandons la permission de introduire dans
le langage mathématique.
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rons une congruence représentée par le systéme des deux cquations.
Une congruence contenant tous les rayons communs 4 denx com-
plexes peut étre regardée comme étant I'intersection mutuelle de ces
deux systemes.

Si les équations de condition entre les quatre coordonnées sont au
nombre de trois, les rayons correspondants sont situés sur une sur-
Jace réglée représentée par le systéme des trois équations. Une surface
réglée peut étre regardée comme 'intersection mutuelle de trois com-
plexes, c’est-a-dire comme le lieu géométrique des rayons communs
aux trois complexes.

Quatre complexes ou deux surfaces réglées se coupent mutunellement
suivant un nombre limité de rayons.

Les nombres des rayons dont I'ensemble forme une surface réglée,
une congruence, un complexe et I'espace, sont des infinis du premier,
du second, du troisiéme et du quatrieme ordre respectivement.

7. Silon regarde les droites comme élant des axes, au lieu de les
considérer comme des rayons, les complexes et les congruences de
rayons deviennent des complexes et des congruences d’axes.

8. Une surface réglée composée de rayons ou d’axes, et représentée
par trois équations linéaires , est un hyperboloide ou un paraboloide,
selon les coordonnées dont on fait choix.

Supposons que la surface soit formée par des rayons, et que les
trois équations données soient les snivantes :

CAr+Bs+C+ Do +Eg=o0,
(9) VAP B s +C 4+ Do+ = o,
A+ Bs+C + Do+ Ep= o
De ces équations on peut en dédnire, par I’élimination, six autres,
dont chacune ne contienne que deux des quatre variables. Soient
(6) ar +bs =1,

(7) cp+do=1,



PURES ET APPLIQUEES. 343

(8) ar+cp=r,
(9) bs+do=1,
(10) a’r+dec=r,
(11) b's+c"p =1,

les six équations ainsi obtenues. Trois quelconques d’entre elles
peuvent servir, au lien des équations (5), pour représenter la surface
réglée.

L’équation (7) peut s’écrire

(7") cx +dy =1,

en y remplagant p et ¢ par x et y (5). Elle représente une ligne droite
située dans le plan XY, et rencontrée par tous les rayons de la surface
réglée.

Les équations (8) et (g) représentent deux points situés dans les
plans XZ, YZ, et par lesquels passent les projections respectives de
tous les rayons de la surface; en conséquence, les rayons eux-mémes
rencontrent deux droites passant par ces points et paralléles respec~
tivement aux axes OY et OX,

Si I'on écrit les équations (8) et (9) de la maniére suivante :

1 a’
POl Sl O
I ’
AT

on en tire immédiatement (4)

c'x =1, ¢'z=a,

dy=1, dz=1¥,

qui représentent ces deux lignes droites.

Ainsi, en choisissant les trois équations (7), (8); (9) pour repré-
senter la surface réglée, et en cherchant leur interprétation géomé-
trique, on prouve aisément que tous les rayons dont elle se compose
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coupent trois droites fixes, dont I'une est située dans le plan XY, tandis
que les deux autres sont paralleles 4 OY et a OX. Donc tous ces
rayons, qui rencoutrent trois droites paralléles & un méme plan, for-
ment un paraboloide hyperbolique.

Pour déterminer ce paraboloide, nous pouvons remplacer I'uue des
trois équations dont nous venons de faire usage par Péquation (6),
qui indique que tous les rayons sont paralléles & un méme plan fixe,
dont I'équation (si on le mene par P'origine O)

ax + by =z

’ . - , . 2 .
se déduit de (6) en écrivant = etZ, au lieu de ret s.
z z

Nous nous bornerons & ajouter qu’une surface réglée composée
de rayons, représentée par trois équations linéaires, devient un hy-
perboloide, si ces équations ont lieu entre les coordonnées t, u, v.., vy,
an lieu des coordonnées r, s, p, <.

9. Une surface réglée composée d’axes, et représentée par trots

équations linéaires, serait un paraboloide si ces équations linéaires
avaient lieu entre les coordonnées x, », z, z,; mais elle devient un
hyperboloide, sil’on prend pour coordonnées les variables p, q, =, ».
Nous nous bornerons & considérer ce dernier cas, et pour cela nous
remplacerons directement les équations (6)-(11) par les suivantes :

(12) ap +bg=1,
(13) cw +dn =1,
(14) dp+cw=1,
15) bg+dr=r1,
(16) a'p+dr=r1,
(19) b'y+cm=1.

Trois quelconques de ces équations, renfermant six constantes,
suffisent pour déterminer la surface réglée.
Si, aprés avoir remplacé P q, @, % par

2, Zu

—_— —_——

1
z y 2y
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nous regardons x, ¥, %, z, comme variables, les équations(14) et (15)
peuvent s’écrire ainsi qu'il suit :

x+az==c,

y+bz=d,

et représentent, dans les plans XZ, YZ, deux lignes droites (AA’, BB'),
lieux des points de rencontre des deux plaus par les axes générateurs
de la surface réglée.

En regardant & et x comme les coordonunées d’une ligne droite,
Péquation (13) écrite ainsi

ct + du =1
représente un point fixe (), dont les coordonnécs ordinaires sont
x=c, )y=d,

et qui est enveloppé par les projections des axes sur le plan XY dans
lequel il est lui-méme situé, Donc toutes les génératrices de la surface
réglée s’appuient sur une troisieme droite cc’ parallele & OZ et con-
pant le plan XY an point E,

Nous concluons de la que la surface représentée par les trois équa~—
tions linéaires est un hyperboloide.

Le plan BOA, qui passe par 'origine O ¢t par unaxe quelconque AB,
a pour équation ' :

34 Gy + px =o.

L’équation (12), étant du premier degré par rapport a p et g, in-
dique que tous les plans tels que BOA, dont chacun contient un des
axes générateurs de la surface, se coupent mutuellement suivant une
droite DI qui passe par le point O. Donc tous ces axes rencontrent
unc méme quatrieme droite, située elle-méme sur 'hyperboloide.

La détermination complete de 'hyperboloide ne présente pas de
difficulié. On peut trouver, par exemple, son centre et scs axes
principaux en déterminant la plus courte distance de deux de ses
génératrices. .

Tome X1 (2¢ série). — Ocronrg 1860. 44
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10. Soit une congruence de rayons ou d’axes représentée par deux
équations linéaires. Si a ces équations on cn ajoute deux autres qui
soient pareillement du premier degré, il n’existe qu’un seul rayon ou
qu’'un scul axe dont les coordonnées satisfassent simultanément aux
quatre équations. Ces deux équations supplémentaires peuvent etre
choisies de telle sorte que les rayons et les axes soient assujettis
passer par un point donné ou 4 se tronver dans un plan donné.

S’il s’agit de rayons, soit (a’, ¥', ') un point fixe; les deux équa-
tions

x'=rz+p,

¥y =si+ 7
expriment que tous les rayons passent par ce point. Soit
tx+uwy +vz-+1=0
Péquation ’un plan donné; les deux équations
{'r-u's—+v=o0,
g +ue+1=o0
expriment que les rayons sont situés dans ce plan.

S'il s’agit (’axes, soit (¢, 1/, ¢') un plan fixe; nous aurons les équa-
tions linéaires
e +vz, =1, '=p'+m,
W+ vz, =1, W=qv+u«,

pour exprimer qu’un axe est situ¢ dans ce plan. Soit, en regardant
', ¥', 2 comme des constantes et ¢, «, v comme des variables,

Xty u+zZv+1=o
Péquation d’un point fixe, les équations

x'p -+ ]*’(/ +z' = o0,
Xw+ e+ 1=0
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exprinent que les axes passent par ce point. Done, quand une con-
gruence cst représentcée par un systéme de dewx équations linéaires,
elle ne contient quun seul rayon ou qu'un seul axe qui passe par un
point donné, ou qui soit situé dans un plan denné.

11. Nous ferons usage des coordonnées ¢, u,v,, ¢, pour représen-
ter une congruence de rayons. Soient

At +Bu + Co,+ Dy, +1=0,
At+-Bu+4+Co,+Do +1=0

ses deux équations. En éliminant successivement chacune des coor-
données, nous tirerons de ces deux équations quatre équations nou-
velles de la forme

at -+ bu -+ cv, +1 = o0,

a't +bu+ do, +1=o0,

a't +cv,+d'v,+1=o0,

b'u+c'v,+d"v 1 =0,

dont on peut prendre deux quelconques, renfermant six constantes,
pour remplacer les équations primitives, les deux autres étant une
conséquence de celles-la.

Les deux premiéres de ces équations, si 'on y considére ¢, u, v,
et ¢, u, v, comme des coordonnées planaires, veprésentent deux points
(U, V) dontles caordonnées sont

(U) x=a, y==b z=u¢,
(V) x=a,

I
o
e
I
N

Conséquemment les six constantes desjuelles dépend la congruence,
si on la rapporte a trois axes coordonnés OX, OY, OZ, sont détermi-
nées par les deux points U et V, et de la découle la construction sui-
vante des rayons de la congruence.

Par les deux points U et V respectivement, menez deux plans quel-
cotiqques (ui se coupent suivant une droite située dans le plan XY, ¢t
qui rencontre les axes OX, OY aux points D, F. Soient E, G les points

A4-.
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de rencontre de I'axe OZ par ces plans. Les droites DE, FG seront les
projections d’un rayon de la congruence sur les plans XZ, YZ. Le
rayon (AC) ainsi déterminé coupera le plan XY au point G, dont les
coordonnées sont

1 T
x:;-_:OD, j:;:OF.
Si I'on méne un plan quelconque par les deux points U et V, les denx
points E, G se confondent en un seul A’, et le rayon correspondant
(A’C’) coupe l'axe OZ.

Si l'on projette la droite UV sur les plans YZ, XZ, ses projections
rencontrent OZ en deux points A”, A”. C’est en ces points que I'axe OZ
est coupé par les rayons de Ia congruence qui sont paralleles & OX et
2 OY. Le rayon paraliéle 4 I'axe OZ coupe le plan XY en un point C,
dont les coordonnées sont

x=0D", y=0F,

D” et F” étant les points de rencontre de OX et OY par la projection
de UV sur le plan XY.

Et de la on peut conclure la coustruction des rayons qui passent
par un point quelconque de I'axe OZ ou du plan XY. Mais nous nwin-
sisterons pas sur ce sujet.

12. En second lien, supposons qu'une congruence d’axes soit re-
présentée par les équations

Ax+By+Cz+Dz,+1=0,
Ax+By+Cz+Dz,+1=0

En éliminant successivement z, et z,, nous pouvons remplacer successi-
vement ces équations par les deux suivantes :

ax + by + ¢z, +1=o0,
~a'x+by+cz,+1=o0,

dont les six constantes sont une conséquence de celles qui étaient don-
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nées primitivement. En regardant x, ¥, z, %, comme des coordonnées
ponctuelles, et écrivant z au lieu de z, et z,, ces derniéres équations
représentent deux plans. Les six coordonnées de ces deux plans,
savolur:

t=a, u=2=b, v=c,

— N ¥ I
l=a', u=208, v=7<,

sont les six constantes de la congruence. La congruence est donc dé-
terminée par ces deux plans et par les axes coordonnés.

Supposons que ces deux plans soient connus, et soit menée paralléle-
went & OZ une droite quelconque qui rencontre le premier en M et le
second en M’; enfin projetons le point M en A sur XZ et le point M’ en B
sur YZ. La droite AB est un axe de la congruence.

Si I'on projette sur XZ et sur YZ un point quelconque de la droite
JK, intersection des deux plans, la droite B'A’ qui joint ces deux pro-
jections est un axe paralléle au plan XY. Tous les axes obtenus ainsi
rencontrent les deux projections de JK sur les plans XZ et YZ. Donc
les axes de la congruence, paralléles au plan XY, forment un para-
boloide. Le rayon situé dans le plan XY s’obtient en projetant sur les
axes OX et OY le point de rencontre des traces des deux plans sur le
plan XY, et en joignant ces deux projections B”, A” par une ligne
droite, etc.

13. Apres ces discussions préliminaires, nous allons suivre une
marche plus systématique, et nous e ferons usage que des coordon-
néesr, s, p, G.

Quand un complexe de rayons est représenté par I'équation linéaire

(1) Ar+Bs+ Do+ Ep +1=0,

il est aisé de prouver que les rayons, en nombre infini, qui passent par
un méme point de I'espace, sont situés dans un méme plan, et que,
réciproquement, tous les rayons situés dans le méme plan concourent
en un méme point de ce plan.

Pour distinguer ceux des rayons du complexe qui passent par le
point donné (&', ', 7'), il faut joindre les deux équations suivantes a
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celle du complexe

X' =1z + o,
L2 ‘
ty'=sz' +o¢
Eliminant p et o, il vient
{3) A—EZ)r 4+ (B—-Dz)s+ (1 +Ex'+ D))= o.

Celte équation étantdu premierdegré par rapport aux variables restantes
rets, prouveque lesrayonscorrespondants sont parallelesa unplan fixe,
et Conséqnemmenl sont situés dans un méme plan mené suivant cette
direction par le point (a’, ', 2'}. Remplacant, dans cette derniére équa-

‘ B 7
T — r -

. ) )
tion, ret s par leurs valeurs "

) - . .
- ———> on obtient, pour I'équation

5-—3 — Z

du plan dont il s’agit,

(4) (A—Lz)(a—a')+(B—D2 ) )y — )+ +Ex’+Dy" (z—2' ) =o.
14. Cette équation, qui est du premier degré par rapport a (', )", 2/),

prouve que, réciproquement, tous les rayons contenus dans un plan

donné concourent en un méme point de ce plan.

15. Un complexe dont les rayons sont distribués dans ’espace de
telle sorte que, par chaque point, il en passe une infinité¢ contenus
dans un méme plan et que, réciproquement, dans chaque planily en a
unc infinité concourant en un méme point, peut étre appelé un com-
pleae linéaire de rayons. Nous pouvons dire aussi que, relativement a
ce complexe, les points et les plans de l'espace indéfini se correspon-
dent mutuellement ; chaque plan contenant tous les rayons qui se ren-
conlrent en un méme point de ce plan, et chaque point étant traverse
par tous les rayons situés dans un plan qui passe par ce point.

16, L’équation (1) représente un complexe linéaire de rayons; mais
il est aisé de voir que cette équation n’est pas I'equation générale d’un
complexe linéaire. Les considérations suivantes vonl nous amener a
généraliser les développements dans lesquels nous sommes déja entré,
et en meme lemps a les rendre plus symétriques.

Tusqu’a présent nous avons déterminé un rayon par ses deux pro-



PURES ET APPLIQUEES. 351
jections sur les plans XZ, YZ
=1z -+ Gy
=8z + G,
d’ot1 I'on déduit, pour sa projection sur le plan XY,

(5) ry — §¥ = re — sp.

Cette équation fournit le nouveau terme (r¢ — sp) qui dépend linéai-
rement, de méme que p et e, de ret de s aussi bien que de x et 1.
Pareillement, des équations

ir—- ns -+ ¢ =o0,

tp+ us +w= 0,

exprimant que le rayon (r, s, p, o) est situé dans le plan (¢, v, ¢, o
représenté par I'équation
1x -+ uy + vz +w=o0l|"|,
on déduit la relation
(4% ¢

(6) ?-‘s‘—;G:(rG —-— Si’/\,-.

17. Si Von introduit un nouvean terme contenant (sp — 16, I'é~
quation du complexe peat s’écrire ainsi :

(7) Ar+Bs+C+ Do+ Ep + T (sp— ro) =o.

Ensuite éliminant (r¢ — sp) a Paide de I'équation

[*] Désormais nous lerons usage dcs quatre coordonnées planaives ¢, «, v, a1, et par
suite nous représenterons un point par ane équation homogéne. Quelquefois nous

oy R . Eoa . .
écrirons, pour abréger et pour plus de symétrie, A au licu de z, », 2, ct consi~

(uemment un plan sera représenté par une équation homogéne entre les quatre coor-

données ponctuelles &, %, ¢, 6.
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et suivant la marche adoptée au n° 13, on trouve, pour représenter le
plan relatif au point &', y’, 2, 'équation

(8) ; (A—Fy —Lz)(x—x)+(B+Fax' =D} {y— 1)

+(C+Ea'+Dy)(z—z)=o0.

On peut développer cetle équation comme il suit :

o g (A—~Fy —Ez )+ (B+ Fa'— Dz y

E’) A ’ ' ' ! Al !
4+ (C+Ex' + Dy )z=A2"+ By + Cz,

et la ramener ensuite 4 la forme plus symétrique

(A=) +B(r =)+ C(z—=2)+D(y'z—2))
V1o

+ B’z — Zx)y+ Fax'y —yx)=o.

18. Nous allons prouver directement que tous les rayons situés
dans un plan donné concourent en un méme point. Soit

{rr) tax + 'y +vz+w=o0

équation de ce plan. Pour exprimer qu’'un rayon y est contenu, on
peut prendre les trois équations suivantes :

tr+u's+ v =o,
U'p+1/G+ i =o,

w's—v'c—(rg —spjt'=o,

dont chacune est une conséquence des deux autres. Entre ces équa-
tions et celle du complexe, éliminons les quauntités (r¢ — sg), retp.
I équation résultante

(12) (B — At — Fw')s+ (D' —Eu’ +Fo'jo+ Gt — A —HEn'= o0

étant linéaire par rapport aux deux variables restantes s et o, repré-
sente une ligne droite paralléle 2 OX, et coupant le plan YZ en un
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point qui a pour coordonnées

[, _ Bt/—Auw—Fa'

3 s S YLy

Ve ( Ct'— Av — Ea
e YL e

D’ou 'on voit que tous les rayons du complexe qui sont contenus dans
le plan (11) coupent cette ligne droite, et par conséquent se rencontrent
en un méme point. Deux des coordonnées de ce point sont données
par les équations (13); la troisiéme

o = Cu'— Bv'— Do
(14, R Y

s’obtient cn introduisant dans I'éqguation du plan les valeurs précé-~
dentes de 2’ et y’.

Nous pouvons représenter le poiut qui correspond au plan donné
(¢/,u, ¢, w') par son équation

(Co =B —Dw/)t— (Ct'—Av' —Fo \u-+ (Bt — Au' —Tw' o
(15 ' ’

+ (Dt — Ew + F(”)w:o,
qu’on peut écrire ainsi :
6 AVu—ue;+B{t'v—v i)+ Clu't—t'u+D{t'w —w't)
(16) '

{ +Elwu— 2'w)+F (v —a'o) =o.

19. Les équations (10) et (16) sont les plus générales qu'on puisse
employer pour établir une correspondance mutuelle entre un point et
un plan. I’équation (7) est donc I'éguation la plus générale d'un com-
plexe linéaire [ *].

[*] Pour justifier cette assertion, il suffit d’avoir égard 4 la remargue suivante,
L’équation (10) doit réprésenter, si 'on regarde &, », = comme variables, un plan
passant par le point (2, »', z'); reciproquement, si 'on regarde a', »', 2’ comme

variables, un plan passant par le point (x, ¥, 7} ¢t représenté par I'équation (10);

Tome XTI (2% série). — Ocronne 1806, 45
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20. D’apresla propriété caractéristique d’un complexe linéaire quel-
conque, le plan correspondant 4 un point donné est déterminé par
deux des rayons qui passent par ce point, et, de méme, le point cor-
respondant & un plan donné est déterminé par deux quelconques des
rayons situés dans ce plan,

Soient P, P’ deux points gquelconques de espace, p et p’les plans
qui lenr correspondent. Soient Lla droite qui joint les deux points et A
ladroite d'intersection des deux plans. Par la droite I menons un plan
quelconque qui coupe A au point Q, et joignons PQ, P'Q. Ces deux
droites, passant par les points P et P’ et se trouvant dans les plans
Py P> sont des ravons du complexe. Le plan PQP, qui contient les deux
rayons, correspond au point Q; donc tous les plans qui passent par
un point quelconque de A se coupent suivant la droite .. Semblable-
ment, tout plan mené par A coupe L au point qui lui correspond. I)'a-
pres cela, nous dirons que les droites I, A sont dewx droites conju-
;;lw'es par rapport au comple.re lindaire, oun simp]emenl sont deux
droites conjugudes. 1.arelation qui existe eutre deux droites coujuguées
est réciproque; chacune d’elles peut ¢étre regardée comme un axe
antour ducquel un plan tourne, tandis que le point correspondant & ce
plan dderit la seconde, et inversement, chacune de ces droites peut
¢étre regardée comine un rayon déerit par un point mobile, tandis que
le plan correspondant & ce point tourne autour de Pautre,

Toute droite qui rencontre dewx droites conjuguées est un rayon du
complexe.

Toute droite de Pespace a une conjuguée.

5t un point se meut le long d'un rayou du complexe, le plan corres-
pondant tourne autour de ce rayon lui-méme, puisqu’il contient sans
cesse tous les rayons passant par le point, donc en particulier le rayon
meéme que ce point décrit. Et par conséquent chaque rayon du com-
plexe représente deux droites conjugudes coincidentes.

done cetle ¢quation, lincaire par rapport & x, y, z d'une part, ct & 2/, 9", 2’ Laatre
part, ne doit contenir que les termes

r—x r—9', z—1z' vz’ — 'z vz — 2z, ay — 'y
s ) Yy 2 ) PAEFE 2 ) Y,

ce qu'il fallait démontrer.
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21. On peut rattacher ces derniéres propriétés au principe de la réci-
procité polaire. En effet, 'équation générale (10), qui représente le plan
correspondant a un point donné, ne change pas si I’'on y permute entre
elles les lettres ', 37, 2’ et &, y, 2. Donc, si nous adoptons les déno-
minations de péle et de plan polaire pour indiquer un point et le plan
qui lui correspond, nous pouvons dire que les plans polaires de tous
les points d'un plan donné passent par le pole de ce plan, et récipro-
quement, que les poles de tous les plans menés par un point donué
sont situés dans le plan polaire de ce point. Dans le cas particulier qui
nous occupe, un plan contenant son propre péle est déterminé par
les poles de deux plans quelcanques passant par ce pole; et pareille-
ment un point, étant toujours situé dans son plan polaire, est déter-
miné par les plans polaires de deux quelconques des points de ce plan.
La droite qui joint deux points de Vespace est conjugude 4 la droite
suivant laquelle se coupent les plans polaires de ces deux points.
Si 'une des deux droites enveloppe une courbe plane, sa conjuguée
décrit une surface conique, et le sommet du cone est situ¢ dans le plan
de la courbe. En général, si 'une des deux droites décrit une surface
réglée, sa conjuguée décrit aussi une surface réglée, et quand 'une
de ces deux surfaces devient un cone, I'autre dégénére en une courbe

plane [*].

22. UUn point de Uespace étant donnd, construire le plan qui contient
tous les rayons du complexe passant par ce point.

Toute droite qui s’appnie sur deux droites conjnguées est un rayon
du complexe. Le plan cherché est donc déterminé par denx droites
dont chacune, passant par le point donné, sera menée de maniére 2
rencontrer les deux droites de deux systémes conjugués donnés.

Un plan quelconque étant donné, construire le point vers lequel
convergent tous les rayons du complexe situés dans ce plan.

Toute droite qui joint les deux points d’intersection de deux droites

1] La polarité réciproque, de natare particuli¢re, que nous rencontrons ici, a été
remarquée pour la premiére fois pur M. Maebivs, dans le tome X da Jourral de Crelle,
et développée plus tard par M. L.-F. Magnus dans son excellent ouvrage intitulé
Sammlung von Aufgaben und Lelrsatzen. . ..

45..
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conjuguées par un méme plan est un rayon du complexe. Il suffit
donc, pour déterminer le point cherché, de connaitre deux systemes
de droites conjuguées, et de joindre les points d’intersection de chacun
d’eux par le plan proposé. ,

Remarquoos enfin que toute droite, qui joint les deux points de
rencontre de deux droites conjuguées par un plan, est un rayon du
complexe qui converge vers le pole de ce plan. De méme, toute droite
située a la fois dans deux plans menés par un méme point de I'espace,
et respectivement par deux droites conjuguées, est un rayon du com-
plexe situé dans le plan polaire de ce point.

23. Apres cette digression géométrique qui était naturellement
indiquée, reprenons la marche analytique.

Si dans I'équation générale (g), qui représente le plan correspon-
dant a un point donné (x’, y', z’), on fait

" oL
a’=o0, y =o, T=o,
on trouve

(17) Ax+By +Cz=o0

pour I'équation du plan qui correspond i 'origine des coordonnées.
Si I'on y fait ensuite et successivement

I

%,

=
I
8

P
1)
8

la méme équation devient
C+Ex+Dy=o,

(18) «B+ Fxr —Dz=o,
A—Fy—Ez=o.

Ces trois équations représentent donc respectivement les plans corres-
pondants aux points situés a V'infini sur les axes OZ, OY, OX.

En combinant chacune des équations (18) avec (17), on obtient les
rayons conjugués aux axes coordonnés OZ, OY, OX, lesquels for-
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ment un triangle dont les sommets tombent aux points correspon-
dants dans les trois plans coordonnés XY, XZ, YX.

24. Sil'on fait

'équation (15), qui représente le point correspondant a4 un plan
donné (¢, u', v, w'), devient

— Dt +Eu —Fov=o0;
elle indique que le point correspondant au plan situé a 'infini est lui-
méme situé i I'infini sur la droite que représentent les équations
x _ )f . ¥4
(19) P TETF

tandis que
Dxr—Ey+Fz=o0

représente le plan qui lui est perpendiculaire, les axes étant supposés
rectangulaires.

Nous donnerons a la droite (19) le nom de droite caractéristique
du complexe, parce qu'elle a avec lui une relation nécessaire et inva-
riable.

25. Sil’on fait successivement

I—_
' =,
[J—
W =0,
¢ = o

on obtient les trois équations suivantes, qui représentent les points
correspondants aux plans coordonnés YZ, XZ, XY, et situés dans
ces plans respectifs :
Cu— By — Dww=o,
(20) (Gt — Ay —Ew = o,
(Bt—- Aw — Fw = o.



358 JOURNAL DE MATHEMATIQUFS

Les COOl‘(lOI]I]éES de ces pOi!l[S sont done

— C — - B [
X = 0O, ‘)’:_..]3“_‘7” Z:B:;:Zt.
- C —_—— A -
(21) LY O, X =g TEX, 2=,
B A
B=0, X=--pE=L, V=00,
d’ott 'on déduit la relation
L LN
‘Tu,}’vzl )
Sil'on pose C = — 1, laligne droite conjuguée & OZ, étant rvegardée

comme un axe, peut élre déterminée par ses quatre coordonnées
p=4, ¢=8B, m=D, x=L.
Ces coordonnées sont donc quatre des constantes du complexe
Ar+Bs +Do+ Ep+ F(sp — s¢)=1.

La droite MN, conjuguée & OZ, ne change pas quelle que soit la
valeur de F. Donc,si cette derniére équation devient linéaire en fai-
sant I'=o, le complexe est complétement déterminé par la seule
ligne MN, conjuguée de OZ.

26. Le rapport des trois constantes desquelles dépend la direction
caractéristique du complexe (19), savoir :

DL,

ne change pas avec la position de 'origine, ni par conséquent si le
complexe se meut parallelement 4 lui-méme. Mais ce rapport est altéré,
si le complexe subit un mouvement de rotation ct si la direction carac-
téristique change en méme temps. L’une des trois constantes F, E, D
devient nulle, si la caractéristique est situce dans les plans XY, XZ,YZ;
deux d’entre elles s’annulent, savoir : F etE, FetD ou E etD, si celte
caractéristique coincide avec les axes OX, OY ou OZ respectivement.
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Dans cette derniere hypothése, qui présente trois cas distincts, I'équa-
tion générale prend 'une des trois formes suivantes :

$ Ar+Bs+C+Dos=o,
(22) ¢ Ar—+ Bs +-C+ Ep = o,
{Ar—k Bs +-C+ F(sp— re) = o.

27. Le rapport des trois constantes
AIB:C

varie sile complexe se meut parallelement & lui-méme. Quand le plan
correspondant au point O passe par I'un des axes OZ, OY, OX, l'une
des trois constantes C, B, A devient nulle; quand ce plan se confond
avec XY, XZ ou YZ, c’est-a~dire quand O est le point correspondant
de XY, XZ ou YZ, deux des constantes s’annulent, savoir : A et B, ou
A et G, ou enfin B et C, et Péquation générale du complexe devient

De+Ep+TF(sp—~re)+ C =o,
(23) D¢ +Ep+TF(sp —ro)+ Bs= o,
Do +Ep +TF(sp—ro)+Ar=o,

28. Afin de representer un complexe linéaire par les équations les
plus simples possible, prenons 'un des plans coordonnés XY, XZ,YZ
perpendiculaire & la direction caractéristique, et faisous passer les
axes OZ, OY, OX par le point O correspondant a ce plan et qui y est
sitné. Les équations qui résultent de ces trois hypotheses sont

' F(sp—ro)+ C =o,
(23) ' Bs+Ep=o,
Ar+De=o.

Les plans correspondant 4 tous les points d’une droite paralléle a la
caractéristique sorit paralléles entre eux; et réciproquement, le lieu
des points correspondant a des plans paralléles est une droite paralléle
& la caractéristique. D’ou l'on conclut qu’il existe une droite fixe et
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déterminée, dout les points correspondent aux plans qui lui sont per-
pendiculaires. Donc, en supposant les axes rectangulaires, on ne peut
représenter un complexe linéaire que d’'une seule maniére par des
équations ayant la forme des équations (237).

29. Pour obtenir, par excmple, la premiére de ces équations qui
peut s’écrire
sp—sc =k,
en y remplacant

C
— y par A,

il suffit de prendre la droite fixe pour I'axe des z. D'ailleurs, comme
on n’a fait ancune supposition relativement a la position de 'origine O
sur OZ, ni relativement aux directions des axes OX, OY, situés dans
le plan XY perpendiculaire 2 OZ, cette équation demeure invariable,
soit qu'on transporte le systeme des coordonnées parallélement a lui-
méme le long de OZ, soit qu’on le fasse tourner autour de cette droite.
Fn d'autres termes,

Un complexe linéaire de rayons reste invariable, quand on le
transporte parallélement a lui-méme le long d'une certaine droite fixe,
ow qu'on le fait tourner antour de cette droite.

Cette droite fixe peut étre appelée I'axe de rotation ou plus brieve-
ment axe du complexe.

30. On peut denner diverses interprétations géométriques aux trois
¢quations (237), dont chacune exprime une propriété caractéristique
d’un complexe linéaire de rayons.

Deux plans XZ, YZ qui se coupent suivant OZ étant donnés, on
peut déterminer les rayons de P'espace, soit par leurs projections sur
ces plans, soit par les points our les rayons les rencontrent. Dans le pre-
mier cas, si 'on méne un troisieme plan qui coupe & angle droit les
plans XZ, YZ suivant OX et OY, il existe deux plans paralleles entre
eux LMN, IM'N’ qui passent respectivement par les projections
données LN, M'N’ et qui rencontrent les axes OZ, OY, OX aux
points N et N, M et M', L et L. Dans le second cas, soient U et V les
points d’intersection du rayon avec les plans XZlet YZ, et U’, V' les
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projections de ces points sur les plans YZ, XZ. En conséquence, U'V,
UV’ et U'V' sont les projections de UV sur les plans XZ, YZ et sur OZ.
Si, dans le premier cas, ona

LL.MM

B
et si, dans le second cas, on a
uu’. vy’
U/V’ = /“‘l

tous les rayons ainsi déterminés constituent un complexe linéaire
représenté par I’équation
sp —ro==k,
ct dont Vaxe est OZ.
Si £ = o, le complexe linéaire est d’espéce particuliére : tous ses
rayons rencontrent I'axe OZ.

31. On peut parvenir directement aux résultats du n° 29. Soit
x', y', 2" un point de I'espace; d'apres 'équation (10), le plan corres-
pondant a ce point dans le complexe qui a pour équation
(24) sp—ro=#k,
est représenté par

{25) Yo —x'y=k(z—7)

Si 'on fait ' =0, )’ = o, celte équation montre que tous les plans
correspondant aux points de I'axe de rotation OZ sont perpendicu-
laires & cet axe (ou paralléles a XY, si les coordonnées sont obliques).

Si le point est situé dans le plan XY, il faut faire Z’= o, d’on

Yo —x'y = hz;
et conséquemment le plan correspondant passe par le point O. Appe-
lons X I'angle de ce plan avec l'axe de rotation, on a

A.

COS)\ e e ——————,
V/JJL*‘"”IZ—;‘ A2

Tome XI (2% série). — Ocronre 18366, 46
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d’on

(26 4 a = At ang *a.

Et par conséquent :

Des droites paralléles & 'axe du complexe et situées a égale distance
de cet axe sont rencontrées sous le méme angle par les plans qui cor-
respondent & leurs points respectifs.

2. De l'équation (26) découlent les conséquences suivantes.

Le plan p, correspondant & un point P, passe par OP, 0O étant la pro-
jection du point P sur OZ. Faisons tourner de go degrés, autour de
Paxe OZ, le plan p et la perpendiculaire OM abaissée du point O sur ce
plan, et désignons-les par p’ et OM’ dans leur ncuvelle position. La
projection de OP sur OM' est constante, et pareillement la perpendi-
culaire abaissée du point P sur p’.

Ensuite, & étant donné, on peunt déterminer A et par suite construire
le plan correspondant 2 un point donné, et réciproquement on pent
déterminer OP et par conséquent construire le point correspondant i
un plan donné,

Quant a Péquation (25), elle donne lieu & Pinterprétation suivante :
Pur le point P, menez un plan XY perpendiculaire a OZ. Dans le plan p
correspondant i ce poinf, prenez un point R dont la projection sur
le plan XY soit R". T.e double de l'aire dn triangle POR’ divisée par
R'R est constant et égal a 4.

33. Un complexe linéaire dépend de cinq constantes, dont quatre
servent a fixer la position de son axe dans Pespace. Dans le cas des
équations (23'), cet axe se confondant avec I'un des axes coordonnés,
il ne reste plus qu'une seule constante. La position de 'axe du com-
plexe et la valeur de la cinquiéme coustante peuvent étre déterminées
en fonction des cinq paramétres indépendants de Péquation géné-
rale (7).

Pour cela, on peut se servir de la transformation des coordonndes.
Sans entrer ici daus tous les calculs, qu'on trouvera plus développés
dans le Mémoire original, nous ferons simplement connaitre les for-
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mules qui résultent de cette transformation et dont nous aurons a
faire usage ci-apres.

. T = rz -+ 0.
J’:: $Z + <

élant les équations d'un rayon dans un systeme de coordonnées
(x, 7, 2),
.I'IZ ’u/z(_*_Pl

ot
N ot [
J =824
étant ses équations dans un autre systéme (&', 37, ), on a cntre
les variables r, s, p, o et 17, &', p', &, les relations suivantes :

t® Si les axes coordonnés demeurent paralléles, Vorigine se transpor-

tant simplement au point (x°, ¥°, z°), on a

'\ r=r
s =1y,
{26) {
\ / , " o
’ p=p+x"—rz’,
Lo =0'+ )v— 527,
(27) sp—re=(8p — 1’0"} 4+ x%s — yr,

si x°=o el "= o; donc, si Vorigine se déplace le long de OZ, I'ex-
pression (sp — ro) ne change pas (29).

2° 8i OX et OY tournent autour de OZ, faisant dans leurs nouvelles
positions des angles ¢, of avec OX, on a, en posant «' — « = §,

r=r'cos « + s coso,

p=p cosa -+ o' cos«’,

( \

(28] , I
s=r'sina + & sing’,
c=¢p'sina + ¢'sina’,

\ . " — r ! Vo

(29) (sg —ro)=(s§p" — r'c’) sind,

d’ou I'on voit que (sp — ro) ne change pas si § = ;'-.(29).

46..
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3° Si OX et OZ tournent autour de OY, qu’on appelle ' et « les
angles que ces axes, dans lear nouvelle position, font avec OZ, et quion
pose, comme ci-dessus, «' — o = §, on trouve

, sinz — 7 CcoSx

r= —"--—_____"°,
COSz - rsinu
N ,
e cosz <+ rsing
(30)
By
S, = — ————————
COS% ~+ 751N«
, (sp — ro)sinz —- 5 cosx
g = — 0 ]
, COS% - rsina
! el
. . $6— rejeosy — 58Nz
2\ \ .
(31 (¢'p"—i'5") = — A
COS% ~+ rsimx
o’ o
32 ==t
(32)
et inversement
f sing - 7’ cosa
T T 3
cosz — r'sinz
1
- P
0= o
., COS % — r’ SNz
(33) :
ble) p
§= — e,
cosx — 7' sinz
(s'p"— r'5')sinag + ¢ cosx
o cosz — 7' sinz ’
p (56" — r'2")cosa — 5 sinx
(34) Sp-——lf'_—__ —
cosz — 7' sina

35. Cela posé, I'équation générale d’un complexe linéaire (7)

Ar+Bs +C4+De+Epg+F(sp—rc)=o0

devient, quand on transporte Porigine au point (x", y*, z°) (26},

/

(A—=T)°—Ez°)r+(B+Fa*—Dz%s + (C+ Ea®+ Dz}
+Ds + Fp+ F(sp— ro)==0.

/
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Si

xt ]l) zﬂ

I~ - o =

I'équation primitive ne change pas. Donc le complexe reste le méme
s'il se meut paralléelement 4 lui-méme, le long de la direction indiquée
par ces derniéres relations. Si 'on appelle &, v, § les angles que cette
direction fait avec les axes OX, OY, OZ, on a

~ cos ¢ COSy cosé
35 = = T
( ) D E F

36. Pour amener OZ & coincider avec la droite OM, qui a la direc-
tion déterminée ci-dessus, il faut d’abord faire tourner le systéme des
coordonnées auntour de OZ, d’une quantité angulaire égale 4 «, de
maniére 4 amener le plan ZX 2 contenir la droite OM. On a donc

cost
COSY — — 2
sing
\
d’ou
—_ 27 2 v 2 [ 2
tang2 o= 1 — cos*¢ — cos?E _ (,os.:z —_ L
cos’k cos?E D

En vertu des formules ( 28), I'équation du complexe (7) devient

(Acosx -+ Bsing)r'— (Asine —Bcosx)e¢’ + (Ecosa -+ Dsina)g’

— (Esine —Decosa)o’'+ C+ F(s'¢ — r'd') = o,
qu’on peut ¢crire ainsi :
(36) Ar+Bs+0C+Do+F(sp —ro)=o,
en Otant les accents des coordonnées nouvelles et en posant

E cosa + Dsina = o,

I AP _ R S08% v oy OS2
(37) A'={AD — BE)*2%, B'= (AD + BE) 2%,
oS x

D'=(D*+E) T C=C, F=F
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37. 1l s’agit maintenant de faire prendre & OZ, dans le plan ZX, la
direction OM; il faut pour cela faire usage des formules (33), aprés
v avoir remplacé « par £. L'équation (36) devient de la sorte

A" (sing 4+ r'cosg ) — B's"+ C'{cos§ — 1'sin’)
+D[(8'p —r' ¢ )sinl+a cosC|+T'[(s/p — 15" ) cos§ — o' sind | =0,
qu’on peut écrire
39 Ar B + O+ (s — 1o =o0,
en omettant les accents des coordonnées nounvelles et en posant

/ D'cosf = F'sing,

" 7 AV ~y !/ C()g:/‘.
A =(AI' —_ AD/"F—,,
38) b'=—P",
C'=(NF -+ AD )2,
| Fr= (D% 12 %54

38. Enfin il faut transporter U'origine dans le plan XY, au point
dont les coordonnées sont x® et y?. L’équation du complexe, en y
remplacant p et ¢ par p + x° et ¢ + »°, devient donc

(A”*‘F”]’O)"—i— (BN+ F”.Z'O)S 4+ Cu_*_ F”(Sp — I"G) — ”,

qui se réduit a

e CI/
(39) (s —ro)=— = k,
en posant
A// B”
O e 0w 2
7 - F//, a7 = Fu

a9, Par des substitutions successives, on lrouve aisément

. COste
A c CF—+AD CF +(AD — BE)(D* + ) —;
F’ D’? 4 F”2 (D? + E) cos:a 4P



PURES ET APPLIQUEES. 367
et enfin, en observant que

cos? n:
08¥ g == —

D - B
on oblient expression symétrique

(o) | — _ AD—BE - CF

¥ T DB

Pour changer OZ et OX l'un dans Pautre, il faut employer les for-
mules (30) et (31), eny faisant o = g Au moyen de la derniére de

ces deux formules, I'équation (3g) du complexe linéaire se transforme
immédiatement dans la snivante :

(/4[ ) J — /f.",
la constante £ éiant la mémne que ci-dessus,

Puis, en échangeant OY et OX, il vient
(42) p = ks

40. Si £ est nul, le complexe est d’espéce particuliére : tous ses
rayons rencontrent une droite fixe, Le complexc étant représemé par
I'équation générale (7)

Ar+Bs+C4+ Do+ Ep+ I'(sp — r5) = o,
ce cas pariiculier a pour critérium la condition ci-apres
(43) AD — BE 4+ CF = o.

41. En éliminant successivement de 'équation générale (7) ¢, p et
(spg — rsz), a laide des équations

X =15+ p,
Yy =43z-+ 4,

SX —~ry = S§p— 16,
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on obtient la suivante :
(A —Fy— Ez)r+(B+Fa —D3z)s + (C-k Dy 4+ Ea)=o.

S'il existe un point (x, y, z) ou concourent tous les rayons du com-
plexe, ce point sera déterminé par le systeme des trois équations

s A—Fy—Ez=o,
Ky ? B+ Fx — Dz =o,

C+ Ex+Dr=o,

qui ne peuvent coexister qu’autant que la relation (43) est elle-méme
satisfaite.

Quand I'équation (43) a lieu, le lieu des points de concours de tous
les rayons du complexe est une ligne droite, dont les projections sont
représentées par les deux derniéres des équations (44).

42. Tous les rayons qui appartiennent aux deux complexes linéaires

" Q=Ar+Bs+C+Do+Ep+ F(sp —r7) =o0,
(45) ,
Q=Ar+Bs+C+Ds+VEo+T(sp —rec)=0
torment une congruence lindaire representée par le sy stéme de ces dewx
cquations.
Relativement a la détermination de la congruence, chacun des deux

complexes
Q=o0, U=0o0

peut étre remplacé par un autre quelconque de la forme
(46) Q4+ pQ=o,

¢ étant un cocfficient arbitraire.

Dans chacun des deux complexes qui déterminent la congruence,
ily a un plan correspondant & chaque point de U'espace et contenant
les rayons émergeant de ce point. Deux plans correspondant au méme
point se coupent suivant un seul rayon, qui appartient a la fois aux
deux complexes, c’est-i-dire a la congruence. Donc :
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Dans une congruence, chaque rayon correspond & un point de Ues-
pace. Tous les plans qui correspondent 4 un méme point, dans tous
les complexes représentés par (46), se coupent suivant une seule et
méme droite ; c’est le rayon correspondant de la congruence.

Réciproquement, il y a dans chacun des complexes (46) un point
- correspondant 2 un plan donné, ot viennent concourir tous lesrayons
situés dans ce plan. Si on prend deux de ces complexes, on aura
donc deux points; la droite qui les joint est le seul rayon qui soit
situé dans le plan donné, relativement aux deux complexes, donc qui
appartienne a la congruence. Nous dirons que c’est le rayon de la
congruence correspondant au plan donné.

Ainsi, & chaque point comme 4 chaque plan, il ne correspond qu'un
seul rayon. Jamais deux rayons de la congruence ne se rencontrent,
c'est-a-dire ne sont situés dans un méme plan.

43. Soient AB une droite donnée; A’B’, A”B” ses deux conjuguées
par rapport aux complexes @, Q'; G un point pris arbitrairement
sur AB. Chaque rayon émanant du point C appartient & Q, s'il est com-
pris dans le plan A’B'C, et 4 ' s’il est compris dans le plan A"B"C.
Donc intersection des denx plans A’B’'C, A”B”C, c’est-a—dire la droite
qui, partant du point C, s’appuie sur les deux conjuguées de AB, est
le rayon de la congruence correspondant au point C. Faisons mouvoir
le point C le long de AB, tous les rayons de la congruence obtenus
ainsi sont les génératrices d’'un méme mode de génération d'un hyper-
boloide, dont les droites AB, A’B’, A”B” sont des génératrices de
deuxiéme mode de génération. Si 'on remplace Q et Q' par deux
autres complexes pris arbitrairement parmi ceux en nombre infini
que représente la formule (46), les deux droites conjuguées seront
remplacées par d’autres, mais qui seront encore rencontrées par les
rayons de la congruence émanaut de AB. Donc :

Les lignes droites conjuguées a une droite donnce, par rapport a tous
les complexes qui se coupent mutuellement suivant une congruence li-
néaire donnée, sont les génératrices d’un méme mode de génération d’un
hyperboloide, tandis que les génératrices du second mode cle génération
sont les rayons de la congruence qui rencontrent la dioite donnée.

44%. Si un point se meut le long d’une droite dans T'espace, le rayon

Tome XI (2¢ série). — OcroBRE 13G6. 47
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qui lui correspond décrit donc en géuéral un hyperboloide. Nous
pouvons dire que cet hyperboloide est le licu du rayon correspon-
dant 4 un plan mobile autour de la droite donnée comme axe. Sile
rayon est le méme dans les deux cas, le point ou il rencontre la droite
AB est un point de la surface, et le plan qui contient a la fois ce rayon
et la droite AB est le plan tangent en ce point & la surface.

45. L'hyperboloide engendré par un rayon d’une congruence li-
néaire, dont le point correspondant se meut le long de AB, varie quand
cette droite tourne autour d’'un de ses points C. Tous ces hyper-
boloides contiennent le rayon correspondant a C, mais il 0’y a pas
d’autre rayon que celui-la qui soit commun a deux hyperboloides. Si
AB décrit un plan et tourne de 180 degrés autour du point, il passe
par chaque point de P'espace un rayon d’un certain hyperboloide.
Donc une congruence linéaire peut étre engendrée par un hyperboloide
variable qui tourne autour d’'une de ses génératrices.

Et pareillement, un complexe linéaire peut étre engendré par le
mouvement de rotation d’une congruence variable.

6. Tandis que, dans chacun des deux compleses Q, &, il existe
une droite fixe, savoir I'axe du complexe, autour de laquelle ses
rayons sont distribués symétriquement, il existe, dans toute con-
gruence linéaire, un plan caractéristique paralléle aux deux axes des
deux complexes et une direction caractéristique perpendiculaire a ce
plan.

Le plan caractéristique, si on le conduit par 'origine, peut étre re-
présenté par I’équation

ax + by +cz =c.

Les deux droites, menées du point O parallélement aux axes des deux
complexes, sont représentées par les équations

l'-_— y Z
D k¥ F
.Z‘__ ]_Z
P F T F

Ces droites étant comprises dans le plan caractéristique, nous avons,
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pour déterminer les constantes de I’équation du plan, les relations

aD + bE 4 ¢F = o,
aD’ + AE + el = o,
d’ou
(DVE — ED)b + (D'F — F'D)e¢ = o,
(DE — E'D)a + (E'F — F'E)¢ = o

En conséquence, 1'équation du plan dont il s’agit devient
(47) (EF —FE)x —(D'F —FD)y + (DE —ED)z=o,
et les deux équations de la droite qui lui est perpendiculaire sont

(48) S — A : .
EF —_FE DF—FD DE—ED

47. Si 'on donne a OZ la direction caractéristique, les deux com-
plexes (45) seront représentés par des équations linéaires de la forme

=Ar+Bs+ C+ Do+ Ep=o,

(49) e ar , C Ty ,
Q=Ar+Bs+ C+ Do+ Ep=o,

lorigine restant arbitraire, ainsi que les directions de OX et OY
perpendiculaires 4 OZ.

On peut ensuite faire mouvoir OZ parallélement & elle-méme, ce qui
revient a remplacer p et o par (p + x°) et (¢ + ¥°), & et y° étant les
coordonnées de la nouvelle origine. Si en particulier on prend

C + Dy° 4+ Ex® = o,
C+Dyo+ Eat=o,

d’on
o CD-DC
v T T DE—ED’
_UE —FEC

4] ———
Y =vyE—wn’
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C et ¢ disparaissent et les équations des complexes deviennent

5 Q:=z=Ar+Bs+Ds+Lp =o,
S0
(50) | O=Ar+Bs+Dec+ Ep=o0.

Dans cette nouvelle position, OZ est une droite entiécrement déter-
minée qu’on peut appeler I'axe de la congruence. 11 est aisé¢ de voir
qu'elle coupe 4 angle droit les deux axes de rotation des com-
plexes Q, &, et par conséquent aussi les axes de tous les complexes
représentés par I'tquation (46).

48. Les plans qui, dans les deux complexes, correspondent a4 un
point donné (a’, 5, 2'), sont représentés par les équations

" g (A—Ez)x+ (B—Dz)y+ (Ex'+Dy')z=Ax'+ By,
W1 I
\ ) (\A'——E'Z').r—f—(B'——D'Z')]-%—(E'.Z"-i—D")”')z:A'.I"—FB‘}”.

Pour que ces deux plans correspondants se confondent, il faut
qu’on ait les relations

(A —EZ):(B—Dz):(Ex' +Dy'): (Aa’ + By

D
5
SN E'2):(B—D'z): (Ea’ + Dy):(Ax + By).

\

Puisque les deux plans passent par le point donné, il suffit de deux
équations, tirées des relations précédentes, pour déterminer le lien des
points qui ont le méme plan correspondant dans les deux complexes.
On trouve ainsi, en supprimant les accents, les six équations sui-
vantes, qui sont telles que quatre quelconques d’entre elles sont une
conséquence des deux autres :

(DE—ED)z* —[(BE — EB) — (A'D—D'A)]z
(>3) = —(A'B—BA)=o,
] (BD — D'B)y* + [(BE — E'B) + (A'D —DA’)]xy
(54) ’ + (AE —EA)a® = o,

(55) (AD—D'A)y + (A'E — E'A)x + (D'E — E'D)zy = o,
(56) (BD—D'B)y + (BE — EB)x — (D'E — E'D)az = o,
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(57) (A'B—BA)y +(A'E — EA)xz+ (BE — EB)yz=o,
(58) (A'B —- B'A)ax —(A'D—-D'A)az — (B'D — D'B)xz = o.

Remarquons, en passant, qu’une équation qui est, comme les
précédentes, homogeéne par rapport aux quantités (A'B —BA),
(A'C — C'A),..., n’est pas altérée quand les complexes Q, Q' sont rem-
placés par deux quelconques des complexes (Q + pQ').

49. Les deux premieres de ces six équations montrent que le lieu
cherché est le systéme de deux droites qui rencontrent I'axe 0Z, et qui
sont situées dans les deux plans paralleles a XY que détermine
I'équation (53); la direction qu’elles prennent dans ces plans est déter-
minée par1'équation (54). Nous appellerons ces droites les directrices,
et le plan caractéristique qui leur est paralléle et en est équidistant,
prendra le nom de plan central de la congruence linéaire. les deux
directrices coupent a angle droitI’axe de la congruence, comme le font
les axes de tous les complexes.

50. On peut partager les congruences linéaires en deux classes,
selon que leurs directrices sont réelles ou imaginaires. Dans un cas par-
ticulier, les deux directrices se confondent. Enfin, il peut arriver que
P'une d’elles soit a Vinfini.

31. Si les directrices sont réelles, et si le plan XY passe par I'une
d’elles, on a, d’apres (53), la condition

(59) AB — BA =o.

Pour déterminer la direction que cette directrice occupe dans le
plan XY, I'équation (55) donne, en y faisantZ = o,

(60) (AD —D'A)y + (AE—FEA)x =o.

Parmi les complexes, en nombre infini, que contient la congruence,
et qui sont tous représentés par I'équation

Q—I—{J.Q':O,
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il y en a un qui mérite une attention particuliere : c’est celui quon
obtient en faisant

dans les équations (50). On trouve ainsi
(61) (AD—D'A)e +(AE—-EA)p=o0.

Tous les rayons de ce complexe, et par conséquent tous les rayons de
la congruence, rencontrent une droite fixe, située dans le plan XY et
représentée par 'équation (60), en y remplacant ¢ et ¢ par x et y.
Cette droite est donc I'axe du complexe et I'une des deux direc-
trices de la congruence. On prouve de la méme mani¢re que tous
les rayons de la congruence rencontrent I'autre directrice. Donc :

Tous les rayons d’une congruence rencontrent ses deux direc-
trices. Quand les deux directrices sont réelles et données, on peut
mener immédiatement, par un point quelconque, le seul rayon de la
congruence qui y passe.

52. Dans la classe particuliére de congruences, pour lesquelles
on a

(62) D'E — E'D = o,

I'une des deux directrices est située a 'infini. Si 'on fait en méme
temps

A'B — B'A = o,

Pautre directrice, actuellement située dans le plan XY, se détermine
comne ci-dessus par P’équation (60); mais, parmi les complexes

Q+ pQ =o,

outre celui (61) qui a la directrice pour axe, il y en a un autre repré-
senté par

DQ — D'Q=(A'D ~D'A)r+(B'D -~ D'B)s = o,



PURES ET APPLIQUEES. 395

dont les rayons sont paralleles & un méme plan. Son équation peut
étre transformée en celle-ci:

(63) Ar+ Bs = o,
et, par suite, I'é¢quation du plan devient
Ax + BJ" = O.

Donc, dans ce cas particulier, tous les rayons de la congruence ren-
contrent son unique directrice et sont paralléles 4 un méme plan.

53. Des considérations qui précédent, on conclut que, parmi tous
les complexes qui se coupent suivant une congruence linéaire, et qui
out pour équation générale

(64) Q4 p = o,

il y ena généralement deux, d’'une espéce particulicre, dont les rayons
rencontrent leurs axes. Ces axes, directrices de la congruence, sont
deux droites conjuguées par rapport 4 tous les complexes (64).

En général, il n’y a qu’un seul rayon de la congruence qui passe par
un point donné, et il n’y en a qu’un qui soit situé dans un plan denné.
Mais chacune des deux directrices peut étre regardée coamme étant le
lieu des points, de chacun desquels émane une infinité de rayons situés
dans un méme plan passant par I'autre directrice. On peut également
la regarder comme I’enveloppe de plans, dont chacun contient une
infinité de rayons dirigés tous vers un méme point deI'autre directrice.

54. Deux complexes quelconques Q, Q' peuvent toujours étre
représentés par des équations dépendant uniquement de la position
de leursaxes et de la valeur de leurs constantes. Soient Ala plus courte
distance des deux axes et 0 Pangle formé par leurs directions.

Supposons que OZ coupe & angle droit les axes des deux complexes,
et soient OX I'axe du premier complexe et k sa constante. I.’égnation
du complexe sera

c = kr.

Si Pon fait tourner I'axe OY autour du point O jusqu’a ce que, daus
; jusq yue,



376 JOURNAL DE MATHEMATIQUES

la nouvelle position, Fangle Y'OX devienne égal 4 6, le plan ZOY’
passera par 'axe du second complexe, et I'équation précédente devient

& sinf = kr’ + ks’ cos§,
eny faisant
7=2¢sinfd et r=r'+s§ cosb.

1’axe du second complexe @ rencontre OZ en un point ', OO’ étant
A. O peut étre pris pour Porigine des nouvelles coordonnées, OY et OZ
élant remplacés par O'Y”, qui se confond avec l'axe de ', et par
O’X” perpendiculaire &4 ZY"; alors 'équation du second complexe
devient

P” — kl ‘9”’

" et ¢’ étant les nouvelles coordonnées radiales et 4’ la constante du
complexe. Actuellement, pour rendre O'X” paralléle 2 OX', il faut
faire tourner cet axe autour de O’ et I'amener 4 une position O'X”
telle, que I'angle Y"0O'X” soil égal a 5. Donc, en posant

PU — p/ﬂ Si[] 6’

§"=r"cosl + ",
I'é ' 5 formée daus la suivante :
équation du complexe se trouve transformée daus la suivante :

¢ sind = K r"” cosf + A's”.

w

Enfin, si on porte 'origine de O’ en O, p” devient g% + Ar”, d'ou
’ | g 4 £ )

" sinf = (k' cosf + AsinG)r” + k's'.

Supprimant les accents, les deux complexes Q, Q' rapportés aux
mémes axes coordonnés OX, OY, OZ, dont les deux derniers font
entre eux un angle ¢, sont représentés par les équations

gsinf = kr + k cos@.s,

(65
. | psing = (k' cost + Asin6)r + ks.

53. Pour déterminer les directrices de la congruence représentée
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par le systéme des deux équations (65), posons

A==k, B=1kcos§, D= —sing, E=o,
A'=kcosb + Asinf, B =K, D'=o, E'= —sing;

les équations (53) et (54) se transforment dans les suivantes :

(66) 5 0= (zsinf)* — [(k+ &)cosb+ Asinf] zsin g
! ~+ (kk'sin® @ — Aksin 0 cos §),
{67) 0= <£)2 _ (k—A’)co:le—Asine.__)_f _%

. . r . - - 4 [y \"
Désignons les racines de ces équations par 2’ sin 6, 2" sin ¢ et(%) ’ (j—> )
y xZ

nous aurons

(A= 4 )cos 0+ Asing

Z/+ zl/:_ ~
sin 9§

(2 — 2')? = — L EK [ (2k + A')cos 8 — Asing]?
- sin*6

(y_>/+ (Z)”: (h — /.")COSIQ—ASin 9,
x x k

x x k'

?

Les racines de ces équations sont a la fois réelles, ou imaginaires, ou
égales. Dans ce dernier cas, on a

(k—K)cos§ — AsinG = oy— kK,

- -y

Le plan central de la congruence a pour équation

1

d’on

(A4 #)cosh—Asinb
(68) z = 2sin § ’

Tome XI (2¢ série ). — Novemeae 1866. 48
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Cette equation donne, dans deux cas particuliers,

LA,

2

I

. I
savoir, quand § = smet quand £ + K = o.
Donc les axes de denx complexes, choisis parmi cenx qui se coupent
suivant une congruence donnée, sont a égale distance de son plan
central, si leurs directions sont rectangulaires ou si les constantes des

deux complexes sont égales et de signes contraires.

36. Sans entrer dans de plus longs détails au sujet des résultats
obtenus ci-dessus, nous allons nous occuper en dernier lien du pro-
bléme inverse, savoir : une congruence étant donnée par ses deux
directrices, délerminer les complexes dont elle est I'intersection com-
mune. Si les coordonnées sont rectangulaires, les deux directrices
peunvent étre représentées par les systémes d’équations snivants

y—ax=o0, z=_f,

Yy +ax — o, z:—,@.

Ces directrices sont les axes de deux complexes, qui jouent un role a
part parmi tous les autres. Si on les fait mouvoir parallélement a eux-
mémes, de maniére a amener leurs axes dans le plan XY, ces deux
complexes auront pour équations respectives

¢ —ap=o,
¢+ ap=o,
et par conséquent, si on les raméne a leur position primitive, ils ont

pour équations
¢ —ap—+ f3s— ffar=o,

¢+ ap— fis — far=o.

Ajoutant ces équations, aprés avoir multiplié la seconde par un coeffi-
cient indéterminé p, il vient

(14 )e — (1 — p)ap+ (1 — p) fs — (1 + p) far= o,
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et si I'on pose

[—f.l.~

I~-p ’
(69) ¢ —lap+A3s— fBar=o.

Cette équation, si V'on y fait varier ), peut représenter tous les com-
plexes qui se coupent suivant la congruence donnée. Leurs axes sont
paralléles & XY et rencontrent OZ. Les équations (19) et (4o) per-
mettent de déterminer immédiatement la direction de leurs axes et
leurs constantes. Mais on peut atteindre le méme résultat en suivant

la marche suivante, qui fait connaitre en outre la position de ces axes
dans lespace.

Faisons tourner OX et OY d’un angle o autour de OZ. A 'aide de
la formule (34), dans laquelle il suffit de mettre o au lieu de «, I'é-
quation (69) devient

0= (cosw + Aasinw)c’ + (sin v — hacosw) p’

+ (Acosw + asinw) Bs' + (Asinw — acosw) Br/,
et, si 'on fait
(70) tang v = Aa,
il vient
(1 +tang?w)o’ + (Atangw — a) fr'+ (A + atangw) 8s'= o.

Enfin, si 'on déplace le systéme des coordonnées parallélement a lui-
méme, de maniére que Vorigine, glissant le long de OZ, vienne se
placer au point z° on trouve

(1 +tang*w)o’ + (AMtang w — a) Br’
+ (A -+ atangw)fBs — (1 +tang* w)z°r'=o,

qui, en posant

A -+ atang w
(71) " e

48..
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devient

,___ltangw—-a ‘L
(72) = T unge Br =k

Les valeurs de tang w, z° et £ demeurent réelles quand les deux direc-
trices deviennent imaginaires. Dans ce cas, XY étant toujours le plan
central de la congruence et OZ son axe, a, 3 et p. doivent étre rem-

placés par ay — 1, By — 1, py— 1. Si aest réel, on peut poser

a = tang «,

20 étant I'angle formé par les directions des deux directrices et bissecté
par XZ. On a donc les relations ci-apres :

~ tang o

-3 =
\7 ) tang 1’
. 1 -+ tang®« tang o sin @ €Os m sin 2 o
(74) =B e = B =f
tang x 1+ tang*w SIN 2 COS % sin 2 «
/ b AB tang*a — tang?e ﬁ sin2« cos? w — sin?w €os? o
N ‘ T ¥ tanga {1+ tang*w) sin 2 €OS o
D ¢ . .
(79) ( _ﬁsm(a—ﬂr—w)sm(a—w)

5iN % COS «

L’expression de z° montre que ’axe situé dans le plan central est
paralléle a 'une des deux droites qui, dans ce plan, divisent en deux
parties égales I'angle formé par des paralléles aux deux directrices. Ces
deux droites, qui ont une relation particuliére avec la congruence,
peuvent étre appelées son second et son troisieme axe. Ces trois axes
rectangulaires se coupent au centre de la congruence.

On peut exprimer 'angle o en fonction de z°. Pour cela, on a

u

- z .
SN 2w = ESID‘Z(A‘

équation qui donue, pour chaque valeur de z°., deux directions per—
pendiculaires 'une & Pautre.
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57. Si, dans I'expression

o _ B tang e

= - ]
sinacosz 1 + tang’w

on remplace tange par é, on trouve, en supprimant |'affixe de 2°,

(76) z()'z—l-x’):si—m_ios.o:-x_y.

Les axes de tous les complexes qui composent la congruenice sont
donc situés sur la surface représentée par cette équation. Or, cette
équation ne change pas, si 'on fait permuter ensemble les axes
OX, OY. Donc la surface contient les axes de deux séries différentes
de complexes; I'une de ces deux séries forme la congruence donnée,
tandis que 'autre se rapporte 4 une congruence étrangére, qu'on

obtient en faisant tourner la premiére autour de son axe d’un angle
de go degrés.

a8. Soient

Q=Ar +Bs +C +Dc + Ep + F (sp — ro) = o,
(77) Q=Ar+ Bs+C+Do+ Ep+ F(sp— re) = o,
l Q'=Ar+Bs+ C+ Do+ Ep+ F'(sp — ro) = o,

les équations de trois complexes linéaires. L'ensemble de ces équa-
tions représente une surface réglée. Les complexes peuvent étre rem-
placés par trois quelconques de ceux, en nombre infini, que repré-
sente la formnle

Q +pld +vQ" = o,

ou p et v peuvent prendre toutes les valeurs possibles. En associant les
trois complexes deux a deux, on obtient trois congruences et par con-
séquent trois couples de directrices. Chaque rayon de la surface réglée,
appartenant simultanément aux trois congruences, rencontre les deux
directrices de chaque groupe. Donc la surface réglée est généralement
un hyperboloide; les rayons forment les génératrices de l'un des modes
de génération de la surface, et les directrices de toutes les con-
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gruences qui se coupent suivant celte surface forment les génératrices
de I’ autre mode de génération. Trois directrices quelconques suffisent
pour déterminer I’hyperboloide.

39. Soient P, P'; Q, Q'; R, R/, les trois couples de directrices dont
chacun détermine un plan central. Les trois plans centraux II, &, P se
coupent en un point C, centre de la surface réglée. Le segment d’un
rayon de la congruence, terminé i deux directrices, étant bissecté par
le plan central, les trois droites menées par le centre C de la surface,
et qui s’appuient sur les deux directrices de chaque couple, sont
divisées par le centre en deux parties égales; ce sont donc des dia-
metres.

Par exemple, soient 7, 7’ les extrémités du diametre nCn’ qui ren-
contre les deux bissectrices P, P'. Le rayon de la congruence (Q, ')
qui passe par zt est paralléle a P’, et le rayon qui passe par ' est paral-
lele & P. Les deux plans p, p’, menés par les droites P et P’ parallele-
ment au plan central II, contenant chacun deux droites (savoir : une
directrice et le rayon paralléle a I'autre) qui appartiennent aux deux
modes de génération de I'hyperboloide, touchent la surface en un
point qui n’est autre que le point de concours des deux droites
dans chacun de ces plans.

Par les six directrices P, P’'; Q, '; R, R’, faisons passer six
plans p,p’; q,¢'; r, ' parallélesdeux a deux aux plans centraux II, 4, P.
Ces six plans forment un parallélipipéde circonscrit a4 la surface,
dont trois diamétres joignent deux a deux les points de contact situés
dans les plans opposés. Les axes des trois congruences correspon-
dantes (Q, ), (2,Q"), (Q, Q") sont situés a égale distance des plans
opposés de chacun des trois couples, et leurs centres sont faciles &

déterminer.

60. L'hyperboloide ainsi obtenu ne change pas si, au lieu des trois
complexes Q, @', ", on en choisit arbitrairement trois autres parmi
reux que représente I'équation

Q+ pd +vQ" =o0;

mais les congruences varient, ainsi que leurs directrices et les trois
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diameétres de I’hyperboloide. Les directrices peuvent étre réelles ou
imaginaires; par conséquent les trois diamétres coupent 'hyperbo-
loide ou aucun d’eux ne le rencontre. Dans le cas intermédiaire, ou
les denx congruences coincident, le diaméire correspondant se trouve
situé sur le cone asymptote de la surface.

61. Réciproquement, étant donnés I’hyperboloide et trois de ses
diametres, on peut remonter aux congruences d’oti il dérive et méme
aux complexes primitifs. Les génératrices d’'un méme mode de géné-
ration peuvent étre considérées comme étant les rayous, tandis que
celles del’autre mode de génération sont les directrices des congruences
qui passent par la snrface.

62. 11 ne scra pas superflu de montrer comment on peut tirer de
analyse les résultats présentés dans les précédents paragraphes. Pour
cela, choisissons, comme devant déterminer la surface réglée, trois
complexes de telle nature, que leurs rayons rencontrent leurs axes.
Dans ce cas, les axes des trois complexes Q, 9/, Q” sont trois des six
directrices, P, Q, R, par exemple, situées dans les plans p, ¢, r. Prenons
ces plans pour plans coordonnés XY, XZ,YZ, les trois complexes qui
constituent la surface réglée seront représentés par des équations de la
forme

‘ Q=C+ Do+ Ep=o0,
(78) c Q=Bs+Dec+ F(sg — re) =o,
! Q=Ar +E'p + F'(sp — ro) = o.

Pour arriver & représenter par uue seule équation en x, y, z une
surface réglée déterminée an moyen de trois équations exprimées en
coordonnées radiales, ces coordonnées doivent étre éliminées i P'aide
des deux équations snivantes :

- x = 1z + g,

y=rz-+a,
anxquelles il faul joindre 'équation suivante, qui en est Ia conséquence,

S — ILW‘ZSP—T’G'.
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Dans le cas actuel, commencons par éliminer sp — ro; il vient
(B + Fx)s — Fyr+D'e =o,
(A"—F'y)r+ Fas+ L'p = o;

éliminant ensuite p et o, on trouve

Ezr+Dzs = C+ Dy + Eax,
(B +Fa— Dz)s—Fyr+Dy=o,
(A"—Fy —E"z2)r+ Floes + E'x = o.
Enfin, portant dans la premiére de ces équations les valeurs de r et
de s tirées des deux dernieres, il vient
(B + Fa — D'z)E’ — F'D y|Exz
4 [(A"— F'y —E’2)D' — E'F x| Djyz
+ [(A"—F'y — Ez) (B +Fa—D2z)+ FFay](C+ Dy + Ex) =o,
qui donne, par la disparition des termes du troisiéme ordre,
A'BC+ A" (BE + CF)x + B (A"D—CF") y
— C(A'D' + E'B')z + A"I" Ex?
—BFDy'+CEDz+ (AFD—BFE)xy
— (A’D'E + CE'F)xy + (CF'D’ — BE'D)yz = o.

(79)

\

Divisons par A” B C, puis remplacons respectivement les quantités
C i q

D DI FI EII Fll

E
—& T F TR N

G

par & 4, &' &, §”, 4", la derniére équation prend la forme symé-
tl‘lque
1—(E+&)ax—(n+a)y—(E+8)z
(80) gty LG - (B By
+ (B¢ + &) xz + (& + n"E)yz=o.
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Cette équation représente la surface réglée et remplace les trois équa-
tions (78) qu’on peut écrire ainsi :

=

‘ ¢c+E—1=o0,
(81) 2 S'o—E(sp—ro) 41

e —0"(sp — ro)+ 1= o.

0,

Elle montre que la surface est un hyperboloide qui touche les trois
plans XY, XZ, YZ. Les rayons contenus dans ces plans ont pour équa-
tions respectivement

(82)

5 z2=0, fx-+yv'y=r,
'f=m§m+?Mﬂ,

x=o0, uwy+gz=r,
et les trois directrices qui s’y trouvent éga]ement comprises ont pour
équations respectives

=0, fx+uy=1,

0, Ea+ L=,

I

(83)

o —— . ca——
»

8

=0, 'y +{a=1.

On obtient aisément les points de contact, qui, dans chaque plan,
ne sont autre chose que les points d’intersection du rayon et de la
directrice qu’il contient.

63. Telles sont les propriétés principales des complexes du pre-
mier ordre. Pour en montrer I'utilité, nous en ferons 'application ala
théorie du passage des rayons lumineux dans les cristaux & deux
axes; ce sera le sujet de la seconde Partie du présent Mémoire. Mais
avant d’aborder cette question, il nous semble utile de reprendre, &
un point de vue plus général, 'étude du mode de représentation d’une
droite dans 'espace, et celle des complexes, des congruences et des
surfaces réglées, qui en estla conséquence. Nous y consacrerons I’Ap-
pendice suivant, quiservira a éclaircir quelques points principaux de
la théorie générale que nous venons d’exposer.

Tome XI( 2% série). — Wovemsre 1806. 49
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APPENDICE [*].
1. — Coordonndes d’une ligne droite.

I. Une ligne droite, quand on la considere comme un axe autour
duquel pivote un plan mobile, est déterminée par deux positions de
ce plan; analytiquement, par deux groupes de coordonnées planaires.
Cette méme droite, quand on la regarde comme le lieu géométrique
d’un point mobile, est déterminée par deux positions de ce point;
analytiquement, par deux groupes de coordonnéees ponctuelles.

Supposons que les coordonnées planaires et pontuelles

t u v k4

¥
—y —y — b -y =
oo w o ©

gln

soient telles, que la relation

(1) tx +uy +v:+wm=o0

soitsatisfaite, ce qui, géométriquement interprété, signifie que chaque
point (—:;, {—37 1—1) est situé dans chaque plan <£a %,’ £>a ou, ce qui re-

. \ t uw v .
vient au meéme, que chaque plan (‘—V- = ;) passe par chaque point

X . ’ . s\ ’
(—. z, ) JYai donné ailleurs & ces coordonnées le nom de coor-
w w

8w

données ponctuelles et planaires associces, dont je ferai usage dans ce
qui va suivre.

Une droite est déterminée par deux couples de coordonnées as-
sociées

t u v 4 i 4
—y —3 - et —» — >
oW o w oW
on
r ¥y z ¥ 7
-3 =3 = et — 5 =5
T T T w o

Au lieu d’équations ordinaires, on peuat employer des équations

[*] Communicqué i la Société Royale de Londres le 11 décembre 1865.
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homogenes. Chaque groupe de trois coordonnées est alors remplacé
par un groupe de quatre coordonnées, savoir :

14 ! ’ 4
tyu, o, w et i u, 0, W,
ol

t, ¥, 2, @ et a2

2. Les deux plans (¢, u, v, w) et (¢, 4/, ¢/, w'), représentés en coor-
données ponctuelles par les équations

tx + uy + vz + wa = o,

e+ uy +vi+wew=o,

sont pris arbitrairement parmi tous ceux qui passent par une méme
droite, et peuvent étre remplacés par deux antres quelconques, dont
les équations auront la forme

(t+pthax+(u+ptd)y + v+ pvjz+ (w—+ pwjoz = o,

p. étant un coefficient arbitraire. Mais la position de la droite, par
rapport aux axes coordonnés OX, OY, OZ, n’est liée d'une facon ca~-
ractéristique avec un tel plan, que sile plan a lui-méme une relation
particuliere avec les axes. Ceci arrive dans quatre cas distincts, savoir:
guand le plan passe par l'origine, ou quand il est le plan de projec-
tion de la droite sur P'un des trois plans coordonnés. Donc, si'on
pose

wHpw =0, v4+pv=o0, u-p=o0, t+pt'=o0

?

la derniére équation devicnt successivement

(' — t'w)x + (' —w'w)y + (v’ —v'w)z = o,
() (ty" — t'o)ae + (w0’ —wv)y — (o — V)=
2
(t —t'u)oc — (uwv' — /o)y — (uwW' —u'w)s =
—(tw' —t'uyx — (1o — t'e)z — (tw — 'w)s

Deux quelconques des quatre plans représentés par ces équations
49..
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suffisent pour fixer la position de la ligne droite. Ces deux équations
renferment cing constantes, qui, par la division, se réduisenta quatre,
c’est-a~dire au nombre nécessaire pour déterminer une ligne droite.
Outre les cing constantes contenues dans ces deux équations, il s'en
présente une sixiéme dans les deux équations restantes. Mais comme
la ligne droite est cntiérement déterminée par les cing premiéres,
cette sixieme constante doit en étre une fonction déterminée. L'équa-
tion de condition, qui les lic toutes les six ensemble, peut s’obtenir,
par exemple, cn ajoutant les trois derniéres équations, aprés avoir
multiplié la premiere d’entre elles par — (t/ — ¢'u), la seconde
par (&' — #'v) et la troisiéme par — (u’ — u'v), ce qui donne

5 (t' =) (o' — ') — (¢ — o) (' — u'w)

3)

+ (' —u'v) (' — t'w) = o.

Les six constantes suivantes, prises avec le signe qu'on voudra,
savoir : )
(tw’ — t'u),

B (uy —uw'v), = (tv' — t'v),
{

=+
(' —t'w), == —u'w), ==(on —vw),

peuvent étre regardées comme ctant les six coordonnées d’'une ligne
droite.

3. Pareillement, si pour fixer la position d’une ligne droite on
remplace les deux plans ci-dessus par les deux points (x, ¥, z, @),
(¥, »', 2, &'), on obtient les équations suivantes en coordonnées pla-

/

naires :
( law —a'w)t + (e —yw)u+ (2o’ — 2w )v = o,
@) (2’ — a'z)t + (yz'— yE)u+ (33" — 2'5)w= o,
-

()

V— (xy — &'y — (22 — xz') o

1

—x'y)t — (y7 — y'z)v — (¥ —y'®)w=o0,
— (xw' — x'm)w= o,
lesquelles représentent quatre points, dont I'un est situé a l'infini sur

la droite dont il s’agit de déterminer la position, tandis que les trois
autres sont ceux ou la droile vient rencontrer les plans coordonnés.
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En conséquence, par des considérations analogues a celles qui ont été
développées plus haut, on peut regarder les six constantes de ces
quatre équations, prises avec tel signe qu’on voudra, savoir :

(s —a'w), = (o —y=m), =(z5—7s),

= (yz —y's5), ={xz —ax'z), = (xy —xy),

comme étant les six coordonnées de la ligne droite. Ces six coordon-
nées sont lies entre elles par 'équation de condition

(5) ()" = xy) (25" — #'5) — (23’ — a'2)(yo' — y'm)

\ + (y7 — y'z)(xs’ — x'w)=o.

4. Soient : & la distance de la droite & 'origine des coordonnées,
, (3, v les angles qu’elle fait avec les trois axes OX, OY, OZ, et ), p, v
les angles que fait avec les mémes axes la normale au plan mené par
la droite et par 'origine; on trouve aisément les relations

; (uy — w'o):—(tv' — t'v): (tuw' — t'u)
' —tw): (un —w'w) (e — o)
- =(xo'—x'=w). (o' —yw). (25 — ')
Hyd —y'z) —(axd — x'7) (xy'— x'y)

IiIL. ==cos« . cosf3:cosy.dcosk:dcosy : dcosy.

5. De la on conclut que
cosu, cosf3, cosy, dcosk, dcosp, dcosy

peavent aussi étre regardées comme les coordonndes d’'une droite liées
entre elles par V'équation de condition

Cos® COs A -+ €Os 3 CospL + Cosy cosy = 0,
qui, jointe aux deux suivantes,

cos’ @ + cos’f3 + cos?y =1,

cos® X + cos® . + cos’y =1,
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réduit 4 quatre le nombre des constantes desquelles dépend la position
de la ligne droite.

6. Les deux suites de rapports I et IT conservent la méme généralité,
si on y pose
w=w==x1, m=0 ==x1I.
Supposons, en outre, que les deux plans etles deux points par lesquels
la droite est déterminée coincident ou soient infiniment voisins, on
obtient, en choisissant les signes inférieurs, les deux suites de rapports
égaux :

V. = (udv— vdu): —(tdv — vdt): (tdu — wudt) : dt du: do
V. =dxdy:dz:(yds — zdy): (xdzs — zdx): (xcdy — ydx).

Ce sont deux systémes de coordonnées différentielles, du, dy, dz in-
diquant la direction de la droite, dt, du, dv la direction de la normale
au plan qui passe par cette droite et par I'origine des coordonnées.
Les variables &, y, z, ¢, u, v peuvent étre regardées comme élant des
fonctions du temps.

7. On peut représenter la direction d'une force par une droite, et
son intensité par la distance de deux points servant a fixer la position
de cette droite. Appelant X, Y, Z les projections de la force sur les
axes OX, OY, OZ, et désignant par L, M, Nles projections de son mo-
ment relatif 4 Dorigine sur les plans YZ, XZ, XY, on obtient cette
nouvelle suite de rapports égaux :

VI =X:Y:Z:L:M:N.

On peut donc regarder X, Y, Z, L, M, N comme élant les coor-
données d'une droite liées entre elles par I'équation de condition

(6) XL+ YM + ZN = o.

A

8. Les six coordonnées de chacun des systemes précités se parta-
gent en deux groupes de trois, de telle sorte qu'a chaque coordonnée
de 'un des groupes il correspond une coordonnée de l'autre groupe. Si
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Pon changeles axes, les deux groupes restent les mémes ; mais les trois
couples de coordonnées correspondantes varient.

Quand on connait les six coordonnées d’une ligne droite, on obtient
les cing coordonnées absolues, en divisant cinq d’entre elles par la
sixiéme. Il se présente donc deux cas distincts, selon que la coor-
donnée par laquelle on divise les autres appartient au premier ou au
second groupe.

9. Divisons les deux premiers et les trois derniers termes des rap-
ports 1 par le troisiéme (z2/ — t'u), et posons

ue' - u'v ' — w' — t'w

e _——— = ———— X — 7

' —t'u ’ ' —t'u Y o — t'u ?
uw' — ' w oo’ — ol

w— a0
il vient, en vertu de I'équation de condition (3),
n=ro—sp;

r, s, (— @), p et v sont les cing coordonnées absolues de la ligue droite.
Les deux derniéres des quatres équations (2), qui représentent les
plans par lesquels la droite est projetée sur les plans XZ et YZ, aussi
bien que ses projections mémes, peuvent donc s’écrire comme il
suit :

X =15+ p,

¥ =z + 0,

r et s étant les tangentes trigonométriques des angles formés par les
deux projections avec I'axe OZ, p et ¢ et les segments interceptés par
clies sur les axes OX et OY.

De méme, si I'on divise les cinq premiers rapports de la suite II par
le sixieme (&)’ — a’y) et qu’on pose

rg — 2w yo' —y'w z2a' — o
9 Ty — &y 3
ryi— y'z &z—a'z

Jyl_.zly:P’) —.z‘_y'-——.z")’:q7

X

N

xy — &y zy —a'y
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ot

on a, a cause de I'équation (5),
S =pr—gqr

et p, g, (—x), met & sontles cing nouvelles coordonnées. Quatre
d’entre elles se rencontrent dans les deux derniéres des quatre équa-
tions (4), et représentent les deux points d’intersection de la ligne
droite par les plans XZ et YZ. Ces équations prennent la forme sui-
vante :

4

i =qv -+ A,

I

pY -+ m,

et peuvent, en désignant les coordonnées des deux points, dans les
deux plans respectivement, par x,, z, et y,, 2., s'écrire ainsi :

Xyl + B¢+ =0,
LU+ 5,V + W =0,
a cause de
— — = — - (] == — — A= -
P z, w 7 7 >
Ajoutons encore aux séries précédentes de rapports égaux les deux
suivantes :

V. =ris.i.

(
VIIL. =—zinl{=pr—qr)ipiqi1.

10. On obtient ainsi huit systémes différents de coordonnées de la
ligne droite, les coordonnées étant les six termes de chacune des huit
suites de rapports égaux [ & VIII. Ces coordonnées changent avec la
position de Porigine et la direction des axes. I} est inutile de transcrire
ict les formules relatives a cette transformation, et il sulfit de dire
qu’elles se transportent sans difficulté d'un systeme a P'autre.

II. — Complexes. Congruences. Szu_"/h'ces engendrées par une droite
mobile. Surfaces développables et courbes a double courbure.

11. Nous dirons qu’une équation homogéne entre six coordonnées
d’une droite représente un complexe formé par toutes les droites dont
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les coordonnées satisfont 4 I’équation proposee A cause de l'identité
des rapports I 4 VIII, les équations ci-apreés :

Fl(uy —u'v), — (' — t'v), (1 — t'u),
(' — t'w), (ww — u'w), (v — V)] = o,
Fl(axz' — a'5), s’ — y's), (z6'— 2'w),
(yz'—r'z), — (23 — a'z), (2y'— x’f)]=
F[cosa, cosf3, cosy, dcosk, dcosp, dcosv] =
F[( (udv — pdu), — (tdy — odt), (tdu — udt), dt, du dv] = o,
Fldx,dy, dz, (yds — zdy), — (xdz— zdx), (xdy —ydx)]=
F[X,Y,Z, L, M, N]=o,
Flrs, 1, (=a)p,n] =0,
F[(—n)ym&, p,q,1]=o,

représentent le méme complexe, F étant supposé indiquer, dans cha-
cune d'elles, la méme fonction homogeéne des différents groupes de
coordonnées de la droite. Si I'équation est du degré », nous dirons
que le complexe est du degré 7, et nous le représenterons par la
lettre Q,,.

12. Prenons d’abord la premiere équation

o) Q=F[(w'—=u'v), —(t/— t'v), (td — t'1),
|

(2 — t'w), (wv —u'w), (viv' — v w)]=o.

t,u, vywett, u, ¢, w doiventse rapporter a deux plans passant
par une droite quelconque du complexe. Supposons que I'un de ces
deux plans (¢, &, ¢, w') soit donné. Alors I’équation précédente, dans
laquelle on regardera ', ', ¢', ' comme constants et ¢, u, v, w comme
variables, représente, dans le plan donné, une courbe enveloppée par
les plans tangents (¢, u, v, w). Les droites du complexe, contenues
dans ce plan, enveloppent aussi la méme courbe, dont la classe est la
méme que le degré du complexe. Donc :

Un complexe Q, du degré n étant donné, il existe dans un plan

Tome XI (2¢ série). — Novemnre 1866, 50
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quelconque unc courbe de la classe n qui est enveloppée par les dinites
du complexe situdes dans ce plan.

Les équations de ces courbes concordent exactement avec celle du
complexe lui-méme. 1l suffit de regarder dans celle-ci ¢, 1/, ¢/, v/
comme des constantes relatives au plan donné, tandis que ¢, u, v, vy
sont regardées comme les coordonnées d’'un plan variable.

Si n =1, la courbe contenue dans chaque plan devient un point, et
toute droite menée par le point dans ce plan fait partic du complexe
linéaire.

Si n =9, les courbes enveloppées sont des coniques qui peuvent
dégénérer en deux points réels ou imaginaires.

15, Prenons actuellement la seconde équation du complexe,
SaVOoir :

(e s (35 F =)
- z — {rs' — x'z), (a;)"——:r’y)]:n,

ou nous supposons @'=a =1, el ou A désigne' une constante. Si l'on
rapporte x’, y', z a un point fixe de 'espace, et par conséquent si I'on
regarde ces quantités comme des constantes, tandis que x, ¥, z sont
les coordonnées variables des points d’une droite quelconque du com-
plexe, cette équation représentera un céone du 1" ordre, licu géo-
métrique des droites du complexe qui passent par le point donné.
Donc :

Un complexe du degré n ctant donné, chaque point de Uespace est le
sommet d’un céne du n'*™® ordre, ou convergent les droites du com-
plexe.

Dans les complexes linéaires, les droites concourantes en un méme
point forment un plan. Si 7 =12, les cénes sont du second ordre, et
peuvent dégénérer en deux plans réels ou imaginaires.

14. Les droites qui composent un complexe Q, peuvent étre distri-
buées de deux maniéres distinctes, soit en considérant les plans qui
les contiennent, soit en considérant les points ou elles convergent.
Jusqu’ici nous avons regardé Q, comme étant un complexe de lignes
droites, dont le nombre est oo . Mais on peuat tout aussi bien le
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regarder comme étant un complexe de courbes, on comme étant un
complexe de cones,le nombre des courbes et celui des cones étant oo 2.

Nous dirons donc que
QH

représente @ la _fois une courbe de la classe n dans chaque plan de
[’espace, et un céne du degré n ayant son sommet en chaque point de
lespace.

Quand un plan tourne autour d’une droite donnée, ou se meut pa-
rallélement 4 lui-méme, la courbe de la 77" classe située dans ce plan
engendre une surface. De méme, si le sommet du cone décrit unedroite,
ce cone enveloppe une surface. Le nombre des surfaces, ainsi engen-
drées par les courbes et enveloppées par les cones, estoo. A toute
droite dovnée, il correspond une méme surface engendrée de ces deux
maniéres; donc, pour obtenir toutes les surfaces, il suffit de faire
tourner une droite dans tous les sens possibles autour d’un de ses
points. Et par conséquent, on peut regarder Q, comme étant un com-
plexe de surfaces a la fois décrites par une courbe mobile de la classe #,
dont le plan passe par une droite donnée arbitrairement, et envelop-
pées par un cone du degré n, dont le sommet variable est situé sur
cette méme droite.

15. Soit p. un coefficient variable, 'équation

(3) Q, + pQ, = o

représente un nombre infini de complexes. Les droites communes &
deux d’entre eux sont communes a tous. Toutes ces droites forment
une congruence ({,,{y) représentée par le sysiéme des équations des
deux complexes.

Chaque plan de I'espace contient une courbe de chacun des deux
‘complexes; les mn tangentes communes a ces deux courbes appartien-
nent a la congruence. Toutes les courbes appartenant aux différents
complexes (3) et situées dans le méme plan touchent ces mémes mn
droites. De méme, chaque point de espace est le sommet d’un cone
appartenant a I'un des complexes (3). Tous ces cnes se coupent sui-

50..
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vant les mémes mn arétes, qui sont des droites faisant partie dela con-
gruence. Donc :

Une congruence (Q,, Q,,) a toujours mn droites situces dans un
plan quelconque et mn droites passant par un point quelconque.

Le nombre des droites qui forment une congruence est o . Si
m = 1, il existe dans chaque plan n droites de la congruence (Q,, Q)
passant par un méme point, et de méme, parmi les droites qui couo-
courent en un méme point, il y en a n qui sont situées dans un ménie
plan; ce point et ce plan se correspondent {'un a 'autre.

16. Soient p. et v deux coefficients arbitraires.
(4) Q=+ pQ +vQ" =0

représente un nombre infini (« *) de complexes qui se coupent tous
suivant les droites appartenant simultanément 4 trois d’entre eux,
par exemple a ceux-ci

(5) Y=o, =0, =o.

La position d'une de ces droites est déterminée par les équations (5),
pourvu qu’on prenne arbitrairement la valeur d'une des quatre con-
stautes desquelles dépend en général la position d'une droite; en
d’autres termes, trois de ces quatre constantes sont des fonctions de la
quatriéme qui varient infiniment pcu, si les variations de celle-ci sont
elles-mémes infiniment petites. On conclut de la que toute droite,
dont les coordonnées satisfont aux équations (5), engendre une sur-
face en passant successivement par toutes les positions qu’elle peut
prendre. Nous dirons que cette surface (Q', Q”, Q") représente le sys-
teme des trois équations (5).

17. Un point de l'espace étant donné, il y a trois cones formés par
les droites qui passent par ce point et qui appartiennent respective-
ment aux trois complexes (5). En général, ces trois cones ne se cou-
pent pas suivant une méme aréte; mais il y a certaines positions du
point, qui est leur sommet commun, pour lesquelles cette circonstance
se présente. Dans ce cas, 'aréte commune aux trois cnes appartient
a la surface (', 97, @"), et par conséquent le point donné en fait aussi
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~1

partie. Posons

NVU=F"[(x—x), (y =) (2 =27 (7= r'2),
— (w5’ — 2'3), (2 — )] = o,

(o) (FYEFIE—), (y =), (2= #), UF— =),
—(x2 —x'z), (xy' —x'y)] = o,

)\WQH/E Fw [(.%' _ JC'), (-), _]/), (Z . Z,), (le__ylz>’
— (x5 — x'5), (2)'—xy)] = o.

Supposons que x’, y', z' soient les coordonnées d’un point fixe arbi-
traire, x, ¥, z celles d’un point variable. Les équations (6) sont celles
de trois cones, dont les génératrices appartiennent aux trois com-
plexes (5), et qui ont le point x’, ', 2 pour sommet commun. Si
I'on transporte en ce point I'origine des coordonnées, leurs équations
deviennent '

\ F'lx,y,2 (s — y'z), — (22 — x'z), (2" — 2'y)]= o,
(7) ? F'lx, 5,2, (y5— ¥'3), —(x2 — x'z), (xy'— x'y)] = o,
iz, y,2 (77— y'z), — (22— x'z), (xy'— xy)] = o.

Ces équations étant homogenes par rapport a x, 3, z ne sont pas
satisfaites, en général, par les trois variables. Pour exprimer qu’elles
subsistent simultanément, éliminons x, y, z : il vient

(8) o(xy ', 7)= o,

o désignant une fonction dans laquelle se trouvent impliquées les con-
stantes primitives des trois complexes (5). Cette équation peut étre
rendue homogéne en y introduisant la variable @’. Si Von y regarde
les coordonnées comme variables, elle représente, en coordonnées
ponctuelles, la surface qui, dans le méme systeme de coordonnées,
est exprimée par les trois équations (5).

48. Semblablement, dans chaque plan de 'espace se trouvent trois
courbes enveloppées par les droites des complexes Q', Q”, Q”. En
général, ces trois courbes n’ont pas de tangente commune; mais ce
cas se présente pour certaines positions du plan, et la tangente com~
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mune appartient alors & la surface (Q',Q",Q"). Réciproquement, si
si I'on fait passer un plan par 'une des génératrices de cette surface,
les courbes enveloppées par les droites d’'un des complexes touchent
celte génératrice, et continuent a lui étre tangentes quand le plan
tourne autour de la génératrice. Ce plan est tangent & la surface dans
chacune de ses positions. Posons
Q=] — 0'v), —(to'— 0, {ti' — 'u).

(t—t), (w—1'), (v—v)]=o0,
o) P =T (v — '), — {00 — vy, (td — tu,
(9 ; . \ - ,
\‘ ‘ (t—=t), (u—u (v—v)|=o,
Q"=F"[(wv' — u'v), —(W' — ), (lu'— {u),

(t—=1), (u—u'), (v—v)]=o0.

Si ¢, u, v sontles coordonnées planaires variables, et ¢, u’, ¢’ celles
d’un plan fixe, ces équations sont celles des trois courbes enveloppées
dans ce plan par les trois complexes €/, 9", Q”. A cause de cela, elles
peuvent étre réduites & ne contenir que deux variables, et par consé-
quent elles ne sont généralement pas satisfaites par les mémes valeurs
des trois variables ainsi réduites a deux. L’¢limination des variables
entre les équations (g) conduit a une équation telle que

(10) (', u,v') = o,

T

(ui, en regardant ¢, 2/, ¢ comme variables, représente en coordonnées
planaires la surface (Q', Q”, Q).

19. Les équations (g) représentent la méme surface que les équa-

tions (6); montrons comment on peut, en effet, passer des unes aux

autres. On passe d’abord des équations (6) aux trois suivantes :
e —1'a), —(af — '), {2y — &'y,
(€ =), (r —2") (5—4%)]=o,
F'l{ygd —r'3), —(xz —a'z), (xy' — x'y),
(e —a), (y =2"), (3—7)]=o,
F'l{ye —y'z), —{xd — x'z), (xy'—x'y),
(=2 (r—r3) (z—2)]=0.
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On remplace ensuite x, y, z, &', ¥', 2’ par t, u, v, ¢, &, ¢'; ce qui
aboutit au méme résultat que si I'on efit simplement échangé I'un
dans I'autre les coefficients constants dans chacune des trois équa-
tions (6). D’aprés cela, si 'on remarque que l'équation (10) est
dérivée de (g) par des opérations algébriques identiques & celles qui
ont servi a tirer 'équation (8) de (7), on peut en conclure que
I'équation (10) peut étre dérivée de (8) par une simple permutation
des constantes et par la substlitution des coordonnées planaires aux
coordonnées ponctuelles.

20. Dans une congruence (Q,, Q,), il y a mn droites concourantes
en un point donné. Deux, trois, quatre de ces lignes peuvent coinci-
der. Dans ce cas, les cones des deux complexes Q,, Q,, qui ont leur
sommet commun au point donné sont tangents ou osculateurs 'un &
I'autre, le long de la droite double ou multiple dont il s’agit. Pour
obtenir expression analytique de ces nouvelles conditions, transpor-
tons, comme nous I'avons fait plus haut, I’origine au sommet de deux
cones, et posons

¥
:l}, zT:(/’

W

les équations des deux cones peuvent s’écrire ainsi (17 ) :

{Spg g, ) =0,
z f’(l), ¢, x', y,%)=o0,

(11)

Jf et f'représentant deux fonctions des variables p et ¢, par lesquelles
les arétes des deux coOnes sont déterminées, a/, »’, 2’ étant les coor-
données du point donné. Si deux des arétes communes aux deux
cones coincident suivant une droite (p, ¢), on a, pour déterminer
celte droite, non-seulement les deux équations (11), mais encore la
sitivante :

df Ldf__df A

(l_q'—(v) - dy '(fp,
qui, développée, prend la forme

(12) , S g x5 = o,
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J " désignant une nouvelle fonction. Eliminant p et g entre les trois
équations (11) et (12), on parvient a une équation de la forme

(13) y(x',y,2) = o,

qui représente, x', ¥’ et z' étant des variables, une surface deve-
loppable, lien des points par ou passent les lignes donbles de
la congruence, ou, en d’autres termes, lien de ces droites elles-
memes.
Si trois arétes des deux cdnes (11) coincident selon une méme
droite (p, q), on a une nouvelle équation de condition, savoir :
%) _ (&)
dp* \dg dpdg dq dp " de*\dp) __ \dp) __ 7{/)
df (df'\* Afdf A A (AN T AT (A
W(E) T Yapdg g Ay g (7/17) <d7> <_j

()l L ()

dq

/

qu'on peut aussi développer en une équation de la forme

(14) S (py g x5y 2)=o.

Cette équation, combinée avec les trois premiéres (11) et (12), four-
nit une nouvelle équation de condition
(15) ¢ (x, 'y 2)=o.

Le systeme des deux équations (13) et (15) donne, pour le lieu des
points par ou passent les lignes triples de la congruence, une courbe
double courbure.

En continuant de la méme manicre, on obtient une nouvelle équa-
tion de la méme forme que (13) et (15) qui, combinée avec ces deux-
ci, fait connaitre les points, en nombre limité, par lesquels passent les
lignes quadruples de la congruence.

Quant aux droites quintuples, elles ne se rencontrent que dans les
congruences d’une espece particuliére.

21. On peut déterminer d’une maniere analogue la position des
plans dans lesquels deux, trois, quatre des mn lignes de la con-
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gruence (Q,,Q,,) qui s’y trouvent, coincident. Dans ce cas, les deux
courbes contenues dans ce plan, et qui y sont enveloppées par les
droites des complezes Q, et Q,,, se touchent ou s’osculent suivant une
de ces mn droites.

En opérant sur les denx premiéres des équations (g) comme nous
Pavons fait sur les deux premiéres équations (6), nous aurons, pour
représenter en coordonnées planaires le lieu enveloppé par les plans

qui contiennent une ligne double de la congruence, I'équation sui-
vante :

(16} (¢, u,v) = o,

qui, selon les remarques du n° 19 également applicables ici, dérive
de (10) par un simple changement des constantes. Tout plan passant
par une ligne droite double étant un plan tangent de la surface enve-
loppe, cette surface dégénére en une courbe a double courbure.

On peut ensuite, de la inéme maniére, déduire une autre équation
de 'équation (15), que nous désignerons par

(17) ¢ (t, u,v) = o.

Le systéme des deux équations (16) et (17) représente une surface
développable, dont les plans tangents contiennent les droites triples de
la congruence. Enfin, il existe certains plans, en nombre limité, qui
contiennent des droites quadruples. Ces plans, aussi bien que les points
de la courbe & double courbure par lesquels passent les droites qua-
druples, sont déterminés par des coordonnées planaires et ponctuelles
associées, qui sont des fonctions des constantes de la congruence, et
qui dérivent I'une dé I'autre par une simple permutation de ces con-
stantes, ainsi qu’on I’a déja dit plus haut.

22. Les lignes doubles d’une congruence forment une surface,
dégénérée en une surface développable, de méme qu’elles envelop-
pent une surface dégénérée en une courbe & double courbure. La sur-
face développable esi représentée, en coordonnées ponctuelles, par
une seule équation (13); en coordonnées planaires, parle systeme des

Tome X1 (2¢ série). — Novemnre 1866. 51
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deux équations (16) et (17). La courbe a double courbure est repré-
sentée, en coordonnées planaires, par une seule équation (16), et, en
coordonnées pounctuelles, par le systeme des deux équations (13)
et (15). Les plans tangents de la surface qui contiennent les droites
triples de la congruence sont osculateurs de la courbe; les points de
la courbe par ou passent ces droites triples sont des points osculateurs
de la surface, par ot passent trois de ses tangents consécutifs. Aux
points d’inflexion de la courbe, le plan osculateur a quatre points
consécutifs communs avec elle. Par chacun de ces points passent
quatre plans tangents consécutifs de la surface, et I'intersection com-
mune de ces plans est une ligne d’inflexion de la surface dévelop-
pable. Tes droites quadruples de la congruence passent par ces points
et sont contenues dans ces plans

1. — Swur un nouveawn systéme de coordonnées.

23. Jusqu’ici nous avons déterminé la position d'une droite Jans
I'espace en faisant usage du systéme ordinaire des trois axes coor-
donnés OX, OY, OZ qui se coupent mutuellement. Mais on peut se
demander s'il ne serait pas possible de fixer immédiatement la posi-
tion d'une droite dans 'espace, sans recourir a Uintermédiaire des
points et des plans.

Dans le systeme ordinaire des coordonnées : 1° la position d’un
point est déterminéeaumoyen de trois plans paralléles aux plans coor-
donnés et qui se coupent en ce point; 2° la position d'un plan est
donnée par une équation linéaire entre les trois coordonnées d’un
point regardé comme variable; le point et le plan dépendent 'un ot
I’autre de trois constantes.

D'une maniére analogue, une droite est déterminée par l'intersec-
‘tion de quatre complexes linéaires. Un complexe linéaire dépend de -
la position de son axe, et, en outre, d’une constante. Une droite, con-
sidérée comme étant une force, appartient au complexe, si le moment
de rotation de la force par rapport a Vaxe, divisé par sa projec—
tion sur I’axe, est ¢gal & une constante. Donc, étant donnés quatre
axes dans 'espace, la position d’une droite est fixée par quatre con-
stantes qu'on obtient en divisant ses quatre moments de rotation
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relatifs uux quatre axes par ses quatre projections sur ces axes respec-
tivement.

Les quatre axes des complexes constituent un nouveau systéme de
coordonnées, et les quatre constantes dont il vient d’étre question
sont les quatre coordonnées d’une ligne droite. La droite qui coupe
les quatre axes est l'origine des coordonnées, puisque ses quatre
coordonnées sont nulles.

Dans ce nouveau systéme, une ligne droite est déterminée de la
maniére la plus générale par ses quatre coordonnées ; mais une équa-
tion entre les quatre coordonnées n’est généralement pas suffisante
pour représenter un complexe linéaire, puisqu’il dépend de cing
constantes.

On peut augmenter ad libitum le nombre des coordonnées d’une
ligne droite.

24. Soient P,Q,R,S,T,U,... les axes de plusieurs complexes, et
Py ¢, Ty 8, ty ... les coordonnées correspondantes d’une ligne
droite (23). Soient aussi

QPEUP_P=O1 Q’qE g — ¢ = 0, Q,Z—-Ur—-l':: 0,

Q=U,~s=0, Q=U,—~t=0, Q=U,—u=o,...,

les équations des complexes. Pour exprimer que ces complexes se
coupent suivant une méme ligne droite, nous aurons les équations de
condition suivantes :

Q=2Q, + AQ, + p0, + vQ,

(.' 8) [ Q,=%'Q, + N Q, + nQ, + v,

ou nous pouvons supposer que P, Q, R, S sont les quatre premiers
axes coordonnés ; x,»’, L, X, ., 1, v,V étant des coefficients constants.

Si I'on fait les coordonnées p,q,r, s, ¢, u,... égales a zéro, les
équations générales des complexes deviennent

U,=o0, U,=o0, U=o0, U=0, U=090, U,=o0.

51..
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Ces nouvelles équations représentent des complexes d'une espece
particulicre telle, que leurs axes sont rencontrés par les droites qui
les composent; on peut dire qu’ils représentent ces axes eux—mémes.

Pour satisfaire aux équations (18), posons

( s U,=«U,+ A0, + pU, + v,
1
9 | Uy=wU, + U, -+ U, + v,

d’ou Von conclut

(20)

t=unp+ hg + pur—+ vs.

u=xp+Nqg+ur+vs.

Les équations (19) exigent que lorigine, rencontrée par les axes
P, Q, R, S, le soit aussi par les nouveaux axes T, U,.. ..

Donc p,q, r, s, ¢, u,... peuvent étre regardées comme étant les
coordonnées d'une droite suivant laquelle tous les complexes se ren-
contrent, les axes de ces complexes qui coupent une méme droite
étant les axes coordonnés. Une droite est complétement déterminée
par les quatre premieres de ces coordonnées; les autres ont avec ces
quatre-lia des dépendances cxprimées par les équations linéaires { 20).

Le systeme de quatre axes coordonnés dépend de 16 constantes,
celui de cinq axes dépend de 19 constantes, celui de six axes dépend
de 22 constantes.

Avec un tel systéme de coordonnées, qui permet de fixer la posi-
tion d’'une droite dans ['espace indépendamment des points et des
plans, on peut, en regardant les lignes droites comme les éléments
constitutifs de 'espace, refaire toute la Géométrie sans avoir besoin
de recourir au systéme ordinaire. L’analogie nous porte & croire que
cette tache serait féconde; mais on ne peut se dissimuler qu’elle serait
aussi trés-laborieuse.



