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MEMOIRE

I.A REFLEXION ET LA REFRACTION DE LA LUMIERE;

Par M. Cuaries BRIOT.

1. La méthode qu’a suivie Fresnel pour traiter le probleme de la
réflexion et de la réfraction de la lumiére a été 'objet de nombreuses
controverses. Cette méthode repose sur deux principes : le principe
des forces vives et celui de continuité. Le premier consiste en ce que
la force vive ou l'intensité de 'onde incidente est égale 4 la somme
des intensités de Vonde réfléchie et de onde réfractée. Pour Pappli-
quer, Fresnel suppose que la densité de I’éther qui pénctre les corps
transparents est plus grande que la densité de P'éther libre, et que la
vitesse de propagation de la lumiére varie en raison inverse de la racine
carrée de cette densité. Le principe de continuité signifie que l'état
vibratoire de I'éther n’éprouve pas de changement brusque quand on
passe du premier milieu au second, et qu'a une distance infiniment
petite de part et d’autre de la surface de séparation, le mouvement
vibratoire est le méme dans les deux milieux.

Toutefois Fresnel n’établit cette concordance des vibrations que
pour la composante parallele 4 la surface de séparation; ceite condi-
tion, jointe & I'équation des forces vives, suffit pour déterminer com-
plétement le rayon réfléchi et le rayon réfracté. Mais alors 'accord n'a
pas lieu entre les composantes perpendiculaires & la surface de sépa-
ration, et Fresnel est forcé d’admettre que cette composante varie
brusquement d’un c6té a lautre de la surface.

2. Clestla un grave défaut dans la théorie de Fresnel. Muc-Cullagh

Tome X1/ %€ série). — SepreverE 1806, 59
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et M. Neumann ont imaginé une antre méthode qui conduit aux
mémes formules, et qui offre 'avantage d’établir la concordance par-
faite des vibrations, aussi bien pour la composante perpendiculaire
que pour la composante paralléle A la surface de séparation des deux
milieux. Mais alors il faut admetire que la direction de la vibration
dans la lumiére polarisée est, non pas perpendiculaire au plan de po-
larisation comme le supposait Fresnel, mais située dans ce plan; il faut
admettre, en outre, quedans les corps pondérables la densité de I'éther
est la méme que dans le vide. Cette derniére hypothése est contredite
par les expériences de M. Fizeau, qui démontrent d’une manicre for-
melle que la densité de 1'éther est plus grande dans les corps pondé-
rables que dans le vide, et que, lorsque le corps se ment, il emporte
avec lui lexces d’éther qu’il contient.

3. 1l faut donc revenir aux idées de Fresnel. Il m’a semblé que l'on
pouvait faire disparaitre I'imperfection que présente sa méthode, et
etablir la concordance parfaite des vibrations, en tenant compte de
tous les mouvements vibratoires qu existent dans I'éther, soit que
ces mouvements se propagent loin de la surface de séparation, soit
qu'ils restent concentrés dans le voisinage de cette surface, de maniere
a devenir insensibles 4 une petite distance de ce plan. La méthode que
J'emploie est basée sur une extension du principe de continuité, dont
la premiére idée se trouve dans les travaux de Cauchy. Voici en quoi
consiste cette extension. Supposons que la surtace de séparation soit
plane; prenons pour origine des coordonnées un point O da plan de
s¢paration; pour axe des a une perpendiculaire a ce plan, et pour axe
des y et des z deux droites rectangulaires situées daus ce plan. Appe-
lots &, 3, z les coordonnées d’une molécule d'éther de 'un ou I’autre
milien dans Pétar d’équilibre; a0 + &, Y -+, 2+ & les coordonnées
de cette méme molécule pendant le mouvement. Admettons que le
mouvement vibratoire dans I'un et autre milieu soit représenté par
une somme de mouvewents simples, tels que

E = A euE W s — st

p— p UX ~= Py -+ g ~— st
= b¢e y

N
l

Cyuﬂ—uj —+ Wz — sz’
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caractérisés chacun par une exponenticlle de la forme | *]

(Jzt ro-p sy g — st

On exprimera P'accord des vibrations de part et d’autre du plan en
écrivant que pour x = o les valeurs de £, », £ dans I'un et P'autre
milien sont respectivement égales; ces relations devant étre satisfaites
pour tous les points du plan et & un instant quelconque, c’est-a-dire
quelles que soient les valeurs de ¥, z, ¢, il faudra que tous les termes
contiennent la méme exponentielle e”+»7—s Les exponentielles ca-
ractéristiques des différents mouvements simples coexistants ne pour-
ront donc différer que par la valeur de la constante «. De 14 résultent,
ainsi que P'a remarqué Cauchy, les lois géomeétriques de la réflexion
et de laréfraction, savoir, que les normales aux plans des ondes planes
coexistantes sont situées dans un méme plan perpendiculaire au plan
de séparation, et que les sinus des angles que font ces normales avec
la perpendiculaire au plan de séparation sont proportionnels a leurs
vitesses de propagation.

4. Je rappelle ici en quelques mots la démonstration de Cauchy.
Supposons que les constantes u, ¢, w, s soient de la forme

u=ui, v=vi, wW=wi, §=5si,
la lettre i désignant lesigne y — 1, et posons
A=ac’, B=Dbe!, C=ce '’

les parties réelles et les parties imaginaires des intégrales simples véri-
fiant séparé¢ment les équations différentielles, ces parties réelles

WY
I

= a cos (ux + Vy -~ wz — st + ¢),
= bcos(ux + vy + wz — st + ),
ccos(ux + vy + wz — st + ¢”)

5
|

X
(

[*] Exercices d’Analyse et de Physique mathématique, par Caveny; t.1, p. 7.
— Essais sur la Théorie mathématique de la lumicére, par C. Brior; p. 4.

39..
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représentent un mouvement vibratoire se propageant par ondes planes
paralléles au plan
ux + vy + wz = o.

, . . N 2w . T
L.a durée de la vibration est T = —- Si Pon pose k = yu?+ v+ w#,

la longueur de l'onde est ) = :—"{-, et la vitesse de propagation
—2=2.P lan d 1 erpendiculaire a
w = 5 =1 Prenons pour plan des xy un plan perpendi

P'onde incidente, nous aurons w = o pour Vonde incidente, et par
conséquent pour toutes les ondes coexistantes ; les normales a toutes
ces ondes sont donc situées dans le plan xoy, c’est-a-dire dans un
méme plan perpendiculaire au plan de séparation. La constante v est
aussi la méme pour toutes les ondes. Si 'on appelle «, «, «’,... les
angles que font ces normales avec I'axe ox; k, k', kK., o, o', o",...
les valeurs correspondantes de k et w, on a

v=ksina =ksina/=k’sing”" —=...,
d’ou
sin o k' o sinu o
- Nl T e — R
sine’ k w' osinz” w”

5. Jarrive maintenant au principe de continuité. Remarquons que
les équations du mouvement vibratoire, quand on néglige la disper-
sion, sont des équations linéaires et homogénes aux dérivées partielles
du second ordre des trois fonctions &, v, § des quatre variables indé-
pendantes x, ¥, z, t [*].

Si I'on pose

&j: .&.46"]4—“4_“1 N =, ertwiT, ; = C‘BV)'—Q—H'Z s,

., .,y €, étant des fonctions de la seule variable x, ces équations se

d¥ dxn, di '

réduisent a4 des équati ineaires entre & oy s —y — ;
duisent a des équations liné ve &y N1y Sus gm0 o0 T
din, d?E,

I On peut les remplacer par un systéme de six équations

[*] Essais, p. 10.
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du premier ordre de la forme

dE. ., dn, , i
T i =00 =60

f/:: =p £ 4+ + NE, + RE, 4+ 20, + &/ E,
:[/i' = &+ o, + '+ TE 9+ &L
[/—C,q = "E, 4+ Mn, + WL, + CE 42" 4+ AL,

Les coefficients ¢, oK, 9¢,... sont des constantes dans I'un et Vautre
milieu ; mais ils changent rapidement, tout en conservant des valeurs
finies, quand on passe d’un milieu 4 autre, c’est-a-dire quand x varie
de — x' 4 + &', 2’ étant une quantité tres-petite. Si I'on admet que
&, 01, Sy By 1y, §'y conservent des valeurs finies dans le voisinage du

s

, R . o , . dE,
plan de séparation [*], les trois derniéres équations montrent que —,
riLr
dy.  d’ . a . . N
Ti—" —(i—' conservent aussi des valeurs finies quand x varie de — &' a
X

-+ &/, tout en éprouvant des changements rapides; il en résulte que
leurs intégrales ', v, £, n'éprouvent que des variations trés-petites ;
il en est de méme a plus forte raison de &,, n,, §, en vertu des trois
premiéres équations. Ainsi, non-seulement les composantes &, v, ¢ du
mouvement vibratoire dans 'un et 'autre milieu doivent étre respec-
tivement égales pour x = o, mais encore leurs dérivées premiéres
di dn di
dz’ dz’ dr
séparation. Il en résulte six équations de condition qui suffisent pour
traiter le probléme de la réflexion et de la réfraction a la surface de
séparation de deux milieux quelconques, monoréfringents ou biré-
fringents.

par rapport a la coordonnée a perpendiculaire au plan de

[*] 1 est évident, d’aprés la nature des choses, que &, »n, { ou &, 0, ¢, conservent

des valeurs finies dans le voisinage du plan de séparation. Si les quantités £, ', ¢/,

. , .o, dE da dY . .

devenaient trés-grandes, leurs dérivées %, —d—‘q -J—‘— seraient des quantités trés-
x  dx  dz

grandes d’un ordre supérieur; ce qui n’a pas lieu, en vertu des trois derniéres équa-

tions, puisque les coefficients £ , I, ... ont des valeurs finies.
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1I.

6. Nous allons appliquer cette méthode d’abord au cas de deux
milieux isotropes séparés par une surface plane. Mais auparavant nous
rappellerons les principales propriétés des vibrations dans un sem-
blable milieu.

Les équations différentielles du mouvement vibratoire dans un mi-
licu isotrope, quand on néglige la dispersion, sont de la forme | *]

(({E dy th_')

i (A diE | dE N T dy T 4z
| ) - z PR— z — N =
bodee (8 + h) (\ dx? + dy*? + dz?> 2k dx o
$
) (dE g de

o o QUL

[ ! g (7' " ,1\‘ oy diy N d?y ]" ¢ »\(/J: 4 (/.). dz / _
é de? e !\ da? y? dz* 2 oy =
; ez 1) 1744
f 784 , b dy 2t dz ;Z{l ((_[; - (Z + :/;}

b R L

g et & étant deux constantes qui dépendent de la densité du milieu et

de la loi des forces moléculaires.
Les constantes qui entrent dans l’expression d’ane intégl‘alc simplc

P UL - vy + wg —st
E=Ac )
UL~ 1) 4~ W — sl
n=DBe X
UX ~p-§F -t Avy — st
{=2Ce ,

doivent étre assujetties a vérifier les relations
]
| [s*— (g +M){w*+ v+ a*)]A — 2hu (A + vB+ wC) =o,
(2)  [*=(g+ h)(if+0*+ u?)|B —2hw{uA + B+ wC)= o,
(. [s*— (g +R) (1 + ¢+ 0?)]C — 2hw (A 4 ¢B 4 wC) ==
On en déduit

(3) [s*—(g+3h) (P +*+u?)| (A + ¢B+ wC) =o.

[} Execrcices, 1. 1, p. 115. — Essais, p. 43.
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Ces équations peuvent étre vérifies de deux maniéres : on doit avoir

y 2 ¢ . 2 2 9y A _ B __C
(4) =g+ 3h) (W + 0t + W), S =—=
ou bien

(5) uA +~oB+wC=o0, s$*=(g+5h)(1®+ 0>+ w?).

Le premier mode donne les vibrations longitudinales, le second les
vibrations transversales.

Supposons, en effet, que les constantes u, v, w, s soient de la forme
ui, vi, wi, si; par le premier mode, on a

;- 3

Iy

g = =4d 52125—7 w? ==
’ u v w
la vibration est rectiligne et perpendiculaire au plan de Ponde; c¢'est
une vibration longitudinale. Par le second mode, on a

w'=g-+h, ubk+vn+wi=o;

la vibration est située dans le plan de l'onde ; c’estune vibration trans-

versale; deux des coefficients A, B, C restant arbitraires, la courbe

décrite par chaque molécule d’éther pendant son mouvement est une
_ellipse quelconque dans le plan de 'onde.

7. Prenons Vaxe ox dans le second milieu, et supposons le plar:
xoy perpendiculaire & l'onde plane incidente; cette onde plane &
pour exponentielle caractéristique une exponentielle de la forme
o0l dans laquelle u, v, s sont des quantités positives. Dans
les exponentielles relatives aux mouvements simples coexistants, il
faudra faire v = vi, w =0, s=si. En vertu de ce qui précede, a
un méme systeme de valeurs de ¢, w, s correspondent dans le premier
milieu quatre valeurs de u, données par les équations (4) et (5),

) = =+ L é:E —
(6) == \/v iy A C=o,

\/v’-—g_i/l, Au+ Bvi=o.

4

(7) u=
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Nous supposons que I'onde incidente est une onde transversale;
cette vibration satisfait & I'équation (7) qui se réduit a u = = ui; la
solution u = ui reproduit I’onde incidente qui se rapproche de la sur-
face de séparation ; la solution ¥ = — ui donne une onde transversale
réfléchie qui s'éloigne de cette surface. Si les valeurs de u fournies par
I'équation (6) sont imaginaires et de la forme = u, i, elles donneront
deux ondes longitudiuales, I’une se rapprochant du plan de séparation,
'autre s'en éloignant. La seconde solution u = — u, i est seule admissi-
ble; car, en vertu de ’ébranlement communiqué par l'onde incidente a
Ia surface de séparation, il ne peut se produire évidemment dans I'un et
Iautre milieu que des ondes qui se propagent en s’éloignant de cette
surface, Si ces valeurs de u sont réelles, on a deux exponentielles de
la forme eV (7 =301 oy o Vim0 =500 g |4 premiére correspond la
vibration
['.l

- A\ i T~
Z=uac " cos(vy —st+d), n=a —eL"’co.s(V)'—st—i-o“—s— 7);

U,

¢=o,

paralléle au plan d’incidence et de forme elliptique; elle se propage
par ondes planes paralléles au plan y = o, avec une vitesse égale a

~ (4] 1 - A M
T ou —— dans le sens 0); c’est la vitesse méme avec laquelle onde in-
A2 5 a =

cidente communique I'ébranlement au plan de séparation. Mais, a

cause de I'exponentielle "%, puisque la coordonnée x est négative
dans le premier milieu, Pamplitude de la vibration diminue 2 mesure
qr’on s’éloigne du plan de séparation; cette vibration reste donc con-
centrée dans le voisinage de ce plan.

I’autre exponentielle donnerait au contraire une vibration dont
Famplitude croitrait indéfiniment a mesure qu’on s'éloigne du plan de
séparation; cette solution n’est pas admissible.

Ainsi, dans tous les cas, trois vibrations peuvent coexister dans le
premier milieu : la vibration transversale incidente, la vibration trans-
versale réfléchie, et une troisieme vibration qui se propage loin de la
surface de séparation sous forme de vibration longitudinale, ou qui
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reste concentrée dans le voisinage de cette surface sous forme elliptique.
Nous dirons avec Cauchy que la vibration est persistante dans le pre-
mier cas, évanescente dans le second cas. De sorte que I'état vibratoire
du premier milieu est représenté par les formules

E= Ae(uI+VJ‘~Sl)i_+_ A, eTuEHr sl o=y —s 4
= , ,
. (U~ ¥y —s51)i (—ux—+vy—st)i (—u,x+vy—-st)i
(8) n = Be + B, € + be )
{ux+vy—st)i (—ux—vy—st)i
»g::cezw )‘+C43 ux 1,
auxquelles on joindra les relations
a b
(9) Au+Bv=o0, —Au+Bv=o, =Y

et que l'on réduira a leurs parties réelles. Les premiers termes se rap-
portent a 'onde incidente, les deuxiémes 4 'onde transversale réflé—
chie, les troisiemes i I'onde longitudinale réfléchie que I'on a supposée
persistante; si elle était évanescente, il suffirait de remplacer u, par
U,i, U, étant une quantité positive.

8. Pour passer du premier milien au second, il suffit, dans les équa-
tions (6) et (), de remplacer les deux constantes g et & par g’ et &', Si
les racines de Péquation (7) sont imaginaires et de la forme u = == u'J,
elles fourniront deux ondes transversales persistantes; on ne prendra

?
que la solution z=nu’i qui donne une ondec s’éloignant de la surface
de séparation; 'autre, se rapprochant, n’est pas admissible. Si ces ra-
I ) ’ ’

— Ul e+(vy —stla

cines sont réelles, on a deux exponentielles de la forme e ,

Uz (vy—st)i,
’

ou e a la premiére correspond une vibration

£t =ae " cos (vy —st+d),

’

a— e~V "cos (vy — s+ o“—§>a

[l

n
¢ =ce Y *cos (vy —st+0"),

de forme elliptique, se propageant par ondes paralléles au plan y = o,
A . S - -
dans le sens oy, avec la méme vitesse - que dans le premier milieu;

Pamplitude de fa vibration diminue 4 mesure qu'on s'éloigne du plan

Tome X1 {2* série), — SEpTEMBRE 1866. 40
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de séparation. L'autre exponentielle, donnant une vibration dont I'am-
plitude augmente indéfiniment 4 mesure qu'on s’éloigne de ce plan,
doit étre rejetée. Il en est de méme des racines de I'équation (6 ). Ainsi,
dans le second milieu, deux vibrations seulement pourront exister,
'une transversale, I'autre longitudinale, persistantes ou évanescentes.
De sorte que 1'état vibratoire du second milieu sera représenté par les
formules
E= A,e(u’x+v_7——sl)i+ a;e(u" t—i—vf—st)i’

(10)

wz4vy—st)i W x4 vy —st)i
n=Reé N b i

v (WA vy —si)i
E=Ce ,

auxquelles on joindra les relations

! bl
(11) A'u+Bv=o, E,— =—

1 v

et que 'on réduira encore a leurs parties réelles. Les premiers termes
se rapportent 4 I'onde transversale réfractée, les seconds a I'onde lon-
gitudinale. On a supposé ces deux vibrations persistantes : si elles
étaient évanescentes, il suffirait de remplacer v’ et v’ par U'iet U’ 7,
U’ et U', étant des quantités positives.

9. Posons
w=g+h 0'=g+h, ol=g+ 3k ol=g+3k.
k= yu?+ v2,
et appelons ¢ I'angle d’incidence, on a
v=Lksing, s*®= w?k3,

et les équations (6) et (7) donnent
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Les lettres o et o’ représentent les vitesses de propagation des vibra—
tions transversales dans les deux milieux, w, et o, celles des vibra-
tions longitudinales. Nous supposons les deux milieux transparents,
c'est-a-dire les deux quantités w® et w'® positives. L.a vibration trans-
versale réfractée sera persistante ou évanescente, suivant que sing

. [M] . . sy r
sera plus petit ou plus grand que =+ Si les quantités w? o'? sont

négalives, les vibrations longitudinales seront toujours évanescentes;

mais si ces quantités sont positives, elles seront persistantes ou évanes-
centes suivant la grandeur de I’angle d’incidence o.

I11.

10. Pour avoir les conditions relatives & la surface de séparation,
il faut, comme nous I'avons dit, égaler entre elles les valeurs anxquelles
se réduisent pour x = o les composantes £, », { du mouvement vibra-
toire considéré dans Pun et I'autre milieu, et égaler aussi leurs pre-

miéres dérivées d—j, z—;, Z—i- On obtient ainsi les six équations de con-
dition
[A+A +a=A+a,
B4+B,+b=04+10b,
(13) C+C, =0,
(A—A)u—au,=Avu+a'd,
(B—B,)u—bu,=Bu +b'd,,
(C—Cu=Cu,

auxquelles il faut joindre les relations (g) et (11).

11. De la troisieme et de la sixieme des équations (13), on déduit
immeédiatement les deux formules

7
. u—u 20

-, C=C 2
u-+u u-+u

(14) C,=

qui suffisent pour résoudre la question, quand le rayon incident est
polarisé en ligne droite et a sa vibration paralléle 4 oz.
Les quatre autres équations se rapportent au cas ou le rayon inci-

dent est polaris¢ en ligne droite et a sa vibration située dans le plan
fho .
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d’incidence. En remplacant A, A,, a, A’, a' par leurs valeurs tirées des
relations (g) et (11), on obtient les quatre équations

(B—B,)&—kb"—‘ B’ﬁ-,-b’%:

vi

B+ B, +b=D~+10,

u/’.’

B+ B, —bx =81,
v A\
(B—B,)Ju—bu,=~Fu + bu,,
entre les quatre inconnues B,, B, 4, &'.
De la premiére et de la quatrieme on déduit

w{ui—+ vty
u(n?+ vy’

B'=(B—-1B,)

de la seconde et de la troisiéme on déduit de méme

u? ~+ v?
b’:bu”l—i—v:'
1

En portant ces valeurs dans la quatriéme équation, on «

vi(u?—u'?) (u  + v¥)
u {u -+ u) (e v (uu, + v?)

b= (B —B,)

En substituant les valeurs de B', #’, b dans la seconde équation, on &
enfin

2u (u'? =+ vi) (u,u, + v?)

B—B = B(u +u" ) [{un’ 4+ V) (0, + v+ v (0 — o (- 0

On déduit de 1a les valeurs des inconnues

u—uf (v’ — v¥) (w0, -+ v?) + v (u -+ ') (u,— u)
BI:B 7 7 7 Y] T
u-u (ut’ + v (u | +v?) + v (u— v ){u,— )
, 2u’ w4 v (ou, + v?
B —_ B ' < - ( . )( L] ) - - —
(16) u-+u (un’ + v?) (00, + v?)+vi(u — o) (0, — 1))
2(u—u’) v {u 7+ v?)
b =B ; - . ; r )
u, 4+ (un’ - v3) (0, + v )+ vin — ') (u,— u|}
b,sz(u——u’) vi(u? + v?)

! U, + u (o’ + v?) (u v 4+ vi) + vi(u—u ) (u— o)
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—
1

Iv.

12. Lorsque le rayon incident a sa vibration perpendiculaire au
plan d'incidence, les vibrations longitudinales w’interviennent pas dans
le phiénomeéne ; comine on a

13

u u
coto = -, cota = —,
v v

les formules (14) se mettent sous la forme

sin (¢ — o 2 sina’ coss
([7) C':—C%‘L—,)7 C' = ——;l'
sin (o =+ o ) sin (« + 2')

Ce sont les formules trouvées par Fresnel.

Mais lorsque le rayon incident a sa vibration située daus le pian
d’incidence, il est nécessaire d’avoir égard aux vibrations longitudi~
nales. Dans P'incertitude ot 'on est encore en ce qui concerne leur
existence, on doit examiner successivement les différents cas qui peu-
vent se présenter. Considérons d’abord le cas ot les deux vibrations
longitudinales sont persistantes ainsi que la vibration transversale ré-
fractée, et appelons «, et «, les angles aigus que font les normalies
ces deux ondes avec la perpendiculaire au plan de séparation; on aura
de méme

|

u
cota, = —» cota| = -,

et les équations (16) deviennent

sin (& — &' )eos (a + o'+ o — &)

Bi=— sin (@ =+ ') cos (2 — &' — a,+ o)
B — B - zsino’:’ cosa’cos(:f.— ) .
(18) Sln‘(a-*—’/.)CO?(x—‘:z—-al.{_a”\
h— —B 2sin’z,; sin (z — o) -
sin (o, + «,) c0s (a — o' — a, - )
b — 2sin’a, sin (« — «’)

sin (& -+ ac',) cos{z— o — o+ a'l.}
Comme on a

v=ksina =k'sine =k, sing, =K, sine,,
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ou en déduit
sinz _ sing’ sinz, _ sina,

= - = 5

w w w, ),

Le cas que nons examinons se présentera si, les quantités w] et o
‘. P . - - 12}
étant positives, sine est plus petit que chacun des trois rapports =

) (0]
—_— ——

’
AT

15. Etudions en particulier le rayon transversal réfléchi et le rayon
trausversal réfracté, et supposons que le rayon incident ait sa vibra-
tion située dans le plan d'incidence. 1l cn sera de méme du rayon
réflechi et du rayon réfracté. Appelons og, 0g,, 0¢’ des perpendicu-
laires 4 ces rayons dans le plan d’incidence, et faisant avec oy des
angles aigus. Les vibrations des trois ravons transversaux pourront
élre représentées par

o = Dcos (ux + vy — st),
o,=D,cos(—ux + vy — st),
o' =D cos (' + vy —st),

D, D,, I étant des quantités positives ou négatives. On aura
B=Dcosaz, B,=D,cosz, B =Dcose;

et par suite, en posaut o, — a" = =,

gl,) _ Dsin(a~a’)cos(z+a'+m)_
. v sin (e + a')cos (% — o' — @)’
[« 4 .
( 9) ' . 2sina’ cosz cos o
B=D "
\ sin{z 4+« )cos(x— 2’ — @)

Ces formules se réduiraient a celles de Fresuel si 'on avait & = o, ou
u, = «,, c'est-d-dire si la vitesse de propagation des vibrations longi-
turinales était la méme dans les deux milieux.

14. Supposons maintenant que le rayon incident soit polarisé dans
un azimut quelconque. Nous pouvons décomposer cette vibration en



PURES ET APPLIQUEKES. 319

deux, l'une § = Ccos(ux + vy —s¢) dirigée suivant oz, l'autre
¢ = D cos (ux + vy — st) suivant og. Les formules (17) et (19) ne
donnant pas de différence de phate, le rayon réfléchi et le rayon ré-
fracté seront aussi polarisés en ligne droite. Appelons 9, 6,, ¢’ les angles
que font avec oz les trois vibrations, angles comptés de oz vers og,
0¢,,0%.0On aura

!

D D, D
tangfd ==, tangf, = o tang ¥’ = 7

c
et par suite

cos (x + &' + @)

cos (& — o’ — m),

‘ tangl, = tangl x
(20)
( tangd’ = tang§ x — 2% .

© = cos (& — o' — )

Les formules {20) déterminent la direction de la vibration transver-
sale réfléchic et celle de la vibration transversale réfractée. Les for-
mules (17) donvent les amplitndss. Ces formules (20) sont suscep-
tibles d’une interprétation géométrique analogue a celle qui a été
remarquée il y a longtemps par Mac-Cullagh sur les formules de
Fresnel, et qui a été le point de départ de ses propres recherches sur
ce sujet. Si 'on appelle plan de vibration le plan mené par la normale
an plan de 'onde et la direction de la vibration, les formules (20) si-
gnifient que les trois plans de vibration du rayon incident, du rayon
réfléchi et durayon réfracté se coupent suivant une méme droite située
dans un plan perpendiculaire au plan d’incidence et faisant un angle
¢gal 4 = avec l'onde réfractée. Lorsque = = o, cette droite coincide
avec la direction de la vibration réfractée.

V.

15. Supposons mainter:ant que, le rayon transversal réfracté étant
toujours persistant, les deux vibrations longitudinales soient évanes-
centes, ce qui aura lieu si les quantités w} et w2 sont négatives, ou
bien si, ces quantités étant positives, sin o est plus grand que chacun

w w . [
des rapports —» 5+ tout en étant plus petit que ~. 1l suffira, comme
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nous avons dit, de remplacer u, et u, par U, iet U i. Des relations (12}
on déduit

A , ——
‘ 1 il . i e
= —_——————y — = _——_—
: o?sin’a v o’ sin*«

Les formules (17) ne changent pas. Si, pour abréger, on pose

u U
v v w?sin? z— 'ZSln o
- u,U’ wt
o '—\/< )(._,. )
m? sin? w2 sinz

les équations (16) deviennent

afc

1)

0
N

sin (z —a')  cos{a—+a') 4 iesin (a—+ =)

CB=— -
B sin {« + ') cos(a— o) — rzsin(z — o'}
o 2 sina’ cos 1
= - —~ X " 7 —— ot
sin{« -+ «') cos{a—a')—iesin{xz— ')
U?
o T 27sin (z — 2')
‘29 =B — - — - -
) | U, lw)( U, UI>><cns(a—~a’)—--iesm 2 — o)
(——+—- 1— =t
v v v v
U2
P — — aisin ( -
v? isin (a0 — 2’}
b':B 7 >< 3 ; :
_ U U U, U, cos (@ — a') — Jesin (& — o'}
N ,_+_ —_—— ’
' v v v v)

On en déduit, pour la vibration transversale réfléchie et la vibration
transversale réfractée,

1 5 tang (¢ — &' 1+ istang (a + '
D,=—D g 1) ‘e g( .,
3) tang (2 + «') 1 —iztapy (o —a')
[ ‘ :
[ . X
2 SIna COSz 1

'D':D - y — < - , =
A sin (« + «' ) cos (z — a') 1—igtang (z — ')

16. Ces formules se réduiraient aux formules de Fresuel, si la quan-
tité ¢ était nulle. Mais si cette quantité n’est pas nulle, les deux rayons
transversaux, I'un réfléchi, I'autre réfracté, qui proviennent d’un méme
rayon incident polarisé en ligne droite dans un azimut quelconque,
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seront polarisés elliptiquement 4 cause de la différence de phase de
leurs composantes. Soit E cos (ux -+ vy — st) la vibration incidente
faisant avec oz I'angle ¢ compté de 0z vers 0¢; on a

C=FEcosf, D=Esin§.

Si P'on pose
(24) tang 0" = ¢ tang (a + '), tangd” = ¢tang (a — a'),

les formules (23) deviennent

sind” (34 gm)i
‘D':~D5i118’e !
25 .
(23) e D' — 2 sina’ cosa cosd” o"i
T T osin{a -+ o) cos (& — o )

Si l'on fait & = ¢’ + ¢”, la vibration transversale réfléchie a pour com-
posantes les parties réelles des formules

C — —F COS@ S?ﬂ(&— a’) e(._llx+v_7—sl)i’
sin (& -+ ')
_ . singd” (—ux vy —st+4-d)i
994 —_— E S 6 m »
c'est-a-dire
( , sin (z — o)
(a6 ) g:—hcos@mcos(—ux—}—Vf—st),
26
- . M 8// .
' %y = — Esinf Sslilrlla‘, cos(—ux+ vy —st+0).

De méme la vibration transversale réfractée a pour composantes

6 2sina’ cosa

— Ll ! —_—
- ¢ =Ecos Y — cos{u'x + vy —st),
27 .
. . 2 8”
¢’= Esinf O - cos (WX + vy — st + 0.

sin (@ + o jeos (a — o)

La différence de phase est & = ¢" + ¢” pour le rayon réfléchi, ¢ pour
le rayon réfracté.

Tome XI (2¢ série). — SerrEmsRE 1866, 4 I
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17. Nous avons 4 étudier des vibrations de la forme
{=Pcosst, ¢=0Qcos(st~d).
I/élimination de £ donne I'ellipse

2 2
¢ Lr_,

= sin®d.
s cosd =s

i
PQ
Les angles 9, que font les axes de l'ellipse avec oz, angles compteés de
oz vers o ¢, seront donnés par la formule

2PQ

tang 20, = e > cosd.

Si Fon pose

tang® —

?

i)

on a
tang 20, = tang 20 < cos d.

On peut reconnaitre le sens du mouvement sur Uellipse, a I'aide de la

loi des aires,
d dr .
¢ d_:’ -9 = PQs.sind = =+ abs,

a et b étant les longueurs des demi-axes.
L’ellipse sera décrite de oz vers og ou en sens inverse, snivant que
la quantité PQ sin ¢ sera positive ou négative.

18. Pour le rayon réfléchi, on a

sin (e« -+ ') sind”

pery P ey T tang26, = tang 20 < cosd,

‘ tang® = tangd <
(28)

sin2« tang® (¢ — o') cos?d "
sin? (z + a') ’

? “+ ab = ¢E?sinf cosf

pour le rayon réfracté,

3”
tangO= tangd X —r———, tang26, = tang 20 < cosd”,
g & cos (x — o) 8 g
(29) 4 sin*a’ cos’a cos?d” sin {a — &)

+ ab=—¢E?sinf cosf

sin® (& + «' )cos? (a — z')
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Ces ellipses se réduisent & des lignes droites pour 6 —=oet § = Z; le
2

sens du mouvement sur chacune d’elles change quand 6 passe par ces
T . ’ . . . .

valeurs o ou =3 ildépend aussidu signe dec. Si w > w’, les deux ellipses

sont décrites dans le méme sens; mais, pour deux observateurs placés
sur le rayon réfléchi et sur le rayon réfracté, de maniére que le rayon
entre par les pieds et sorte par la téte, les mouvements vibratoires
paraitront s’effectuer en sens contraires.

19. Les formules de Fresnel étant trés-approchées, il est probable que
le coefficient d’ellipticité ¢ a une valeur absolue trés—petite; c’est ce
qui aura lieu si la vitesse de propagation des vibrations longitudinales
est a peu prés la méme dans les deux milienx. Si I’en néglige le carré
de ¢, les formules (25) se réduisent a

tang (¢ — &'} 3
| D= — D ZEE— e,
(30) g o
: , 2 sina’ cosa 8"
D = - 7 7 € ;
. sin (« 4 «’) cos (« — &')

ce sont les formules de Fresnel, a part la différence de phase.

Outre ces deux ondes planes transversales qui se propagent en
s'éloignant du plan de séparation, il existe, comme nous 'avons dit,
dans le voisinage de ce plan, et de part et d’autre, des vibrations ellip-
tiques qui se propagent parallélement au plan. Quoiqu’elles deviennent
insensibles & une petite distance, elles ne jouent pas moins un role
essentiel dans la transformation du mouvement.

Les formules (23) sont les mémes que celles qui ont été données par
Cauchy (Fxercices, t. I*, p. 176) et vérifiées par M. Jamin dans les
circonstances les plus favorables a la manifestation de la polarisation
elliptique.

VI.

20. Examinons enfin le cas ot la vibration transversale réfractée
devient évanescente ainsi que les deux vibrations longitudinales.
Il faut remplacer u’ par U7,

Ul w‘)
—_—— I - —>
v w'? sin’a

41..
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etl’on a
v« _ pu—U"
Ci=C g
u’ .u
u—Ui (‘“7)“ v
u
v

u+U'i< U') .
I+ET +'l

B,=—B

¢ ayant toujours la valeur (21). Sil’on pose

U’ ©?
4 — ——
tangd’ = ~— = tanga \/[ — —rama’

Ul
T -+ ¢
tangd” = cota —
I+ 5 —
il vient
\ —24'i
C,=Ce ,
B — Be—2(6’+5’l)i
= .

Si le rayon incident est polarisé en ligne droite dans P'azimut §, la
vibration transversale réfléchie est polarisée elliptiquement et a pour
composantes,

¢ = Ecosfcos(—ux + vy — st — 27d"),

(31)

¢,=Esinfcos(—ux+ vy —st— 20" — 20"+ 7).
La différence de phase est® — 26", et I'on a

tang20, = tang26 < cos (7 — 2d"),

. *+ ab = E?sinf cosd < sin2d".

Quand on néglige ¢, la différence de phase est donnée par la formule

" w’ R
tangd” = cote \/1 — =)

on retombe sur celle de Fresnel qui donne I'angle double.
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La vibration transversale réfractée s’est changée, comuie les vibra-
tious longitudinales, en une vibration elliptique n’existant que daus le
voisinage du plan de séparation, mais seulement dans le second milieu,

N . [ .
et se propageant avec la meme vitesse —- LOI‘S({IIG le rayon incident
sin &

a sa vibration paralléle a 0z, les vibrations longitudinales ne se pro-
duisent pas, etla vibration transversale évanescente rectiligne

¢ =2Ccosd’ eV *cos (vy —st —d")

existe seule dans le second milieu. Une expérience bien connue de
Fresnel a mis en évidence I'existence de cette vibration.

21. 1l est & remarquer que tous les cas de la question sont compris
dans les formules (17) et (19) du § IV, Tl suffit d'y considérer certains
angles comme devenant imaginaires. Supposons, par exemple, que la
vibration transversale réfractée soit persistante et les deux vibrations
longitudinales évanescentes. Les angles «, et ¢, sont imaginaires, et
I'on a

coS$ I 0’ . e
cot oy == — = —— — [ == o — 1 =1 I o~ —r—s
s1n 2, sin’a, @ sin’« ®sin‘a
cot o A/t il
=1 ——
1 w'?sin’x
coto, — (‘()ta" .
tang s — — == — &1,

1+ cota, cote,

Les ¢quations (19) deviennent

D, — sin (o — o) cos (& 4+ o' ) — lange sin (« -+ 2"
T sin (o + o) cos (o« — &' ) + tangwsin{a — ')
2sina’ cosa 1
D, =D= - ;
t sin(a -+ o) = €0s (& — «') 4 tanga sin (« — «')’

en remplacant tangs par — e7, on obtient les formules (23).

22. 1l semble que I'expérience puisse décider la question en ce qui
concerne I’existence des vibrations longitudinales. 1°Si ces vibrations ne
peuvent pas se propager dans I'éther, ¢’est-a-dire si w? et «’? sont des
quantités négatives, il faudra prendre les formules de la section V.
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Quel que soit 'angle d’incidence, un rayon incident polarisé en ligne
droite dans un azimut différent de o et de go degrés donnera naissance
a4 un rayon réfléchi et & un rayon réfracté polarisés elliptiquement.
2° Siles vibrations longitudinales peuvent se propager dans V'éther,
et si leur vitesse de propagation est moindre que celle des vibrations
transversales, on prendra les formules de la section IV; le rayon
réfléchi et le rayon réfracté seront toujours polarisés en ligne droite
comme le rayon incident. 3° Si la vitesse de propagation des vibrations
longitudinales est réelle et plus grande que celle des vibrations trans-
versales, il faudra prendre les formules de la section 1V ou celles de
la section V, suivant la grandeur de 'angle d’incidence. Tant que
sina scra inférieur & chacun des rapports Z, 2, on prendra les pre-
©;
miéres formules; mais quand sine sera plus grand que ces rapports,
on prendra les secondes. Jusqu’a une certaine limite de I’angle d'inci-
dence, on aura la polarisation rectiligne, au dela la polarisation ellip-
tique.

VL

23. Nous avons supposé dans tout ce qui précéde que I'onde incidente
est une onde transversale; la méme méthode peut étre appliquée a la
réflexion et 4 la réfraction d’une onde longitudinale. Cette onde don-
nerait naissance 4 deux ondes réfléchies, 'une longitudinale, 'autre
transversale, et aussi & deux ondes réfractées. Les rayons transversaux
auraient leurs vibrations rectilignes et situées dans le plan d’incidence.
En appelant «, 'angle d’incidence, o, o/, &, les angles de la normale
au plan de séparation avec le rayon transversal réfléchi, le rayon ré-
fracté transversal et le rayon réfracté longitudinal, on obtient les for-
mules
sin (&, — o) cos (2, + «, + a — a’)
sin (@, -+ o, )cos (2, — o, — o + <)’

=

b= 2 sin?e, cosa, cos (« + a')

- sina.sin(u.—i—a’,)cos(a,—a’l-—a+z’)’
B = 2 sinz cosacos e, sin{ «,— o)

- sin (o« + o’} €08 (@ — &, — & + &)
B— 2 sina’ cos«’ cose, sin {a, — o)

sin (& -+ 2')cos (&, — o, — 2 + &')
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analogues aux formules (18). Les lettres 4, b,, 6, B, B’ désignent les
amplitudes des projections sur oy de la vibration incidente, des vibra-
tions longitudinales réfléchie et réfractée, des vibrations transversales
réfléchie et réfractée. On en déduit cette conséquence remarquable :
c’est que si les vibrations longitudinales se propagent réellement dans
Péther, il serait possible par la réflexion ou la réfraction de les trans-
former particllement en vibrations transversales, et de les rendre ainsi
lumineuses.

La méthode qui précede ne repose sur aucune hypothése concernant
la densité de ’éther dans les milieux pondérables. On n’a fait usage
que du principe de continuité, ou de 'accord des vibrations a la sur-
face de séparation des deux milieux. Si I'on applique le théoréme des
forces vives aux résullats obtenus, on arrive a des conséquences con-
formes a I’hypothése de Fresnel.

Dans un second Mémoire, nous appliquerons la méme méthode aux
milieux biréfringents.



