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Sur le Déplacement d’un corps solide; nouvelle Méthode pour
déterminer les normales aux lignes ou surfaces décrites pen~

dant ce déplacement;

Par M. MANNHEIM [*].

1. Tout déplacement infiniment petit d’une figure plane dans son
plan est une rotation autour dy centre instantané de rotation.

2. De cette proposition on déduit immédiatement que : Les nor-
males aux trajectoires des différents points d’une figure que l'on de-
place d’une maniére continue dans son plan passent toutes, a un instant
quelconque du déplacement, par un méme point.

De la résulte une méthode que M. Chasles a fait connaitre, pour
déterminer les normales aux courbes décrites pendant le déplacement
continu d’une figure de forme invariable.

3. Je me suis proposé de faire, pour le cas du déplacement continu
d’un corps solide, ce que M. Chasles a fait pour le déplacement d’une
figure plane.

C’est le résultat d’une partie de mes recherches sur cet objet que j’ai
I’honneur de présenter aujourd’hui a I’Académie.

4. On sait que : Tout déplacement infiniment petit d’un corps solide
est un déplacement hélicoidal autour de I'axe instantané de rotation
glissant; et le probléme consiste a trouver la dépendance entre cet
axe et les trajectoires des points du solide. Pour arriver a formuler

[*] Extrait des Comptes rendus des séances de 1’ deadémie des Sciences (séance du

25 juin 1866).
Tome XI (2% série). — Aour 1866. 35
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cette dépendance, qui ne s'apergoit pas immédiatement, il suffit de
combiner la propriété qui vient d’étre rappelée avec la suivante :

Les plans normausx aux trajectoires de tous les points d’un plan que
l'on déplace d’une maniére continue passent, a un instant quelconque
du déplacement, par un point de ce plan [*]. ‘ ]

3. On arrive ainsi & cet énoncé :

THEOREME FONDAMENTAL. — S8il’on méne, parallélement a un plan
Jixe arbitraire, les normales aux trajectoires des différents points d’un
corps solide que lon déplace d'une maniére continue, ces normales
sappuient, @ un instant quelconque du déplacement, sur une méme
droite paralléle a Uaxe du déplacement.

Cette droite passe par le foyer du plan arbitraire snupposé entrainé :
Je I'appellerai I'adjointe de ce plan.

On remarquera que, dans cette maniére d’exprimer la liaison entre
les norinales aux courbes décrites pendant le déplacement d’un solide,
'axe du déplacement n’intervient que par sa direction.

6. Ce théoréme a des conséquences nombreuses ; quelques-unes
suffiront, je Iespére, pour en montrer I'importance.

Considérons dans un corps solide les points qui sont situés sur des
droites paralléles entre elles, et appliquons le théoreme fondamental
en prenant pour plan fixe un plan (P) perpendiculaire 4 toutes ces
droites. Par suite de cette position particuliere de (P), les normales,
paralleles a ce plan, aux trajectoires des points de cette droite sont per-
pendiculaires aux droites mémes; elles sont donc aussi les normales

[*] Cest par I'énoncé de cette propriété que M. Chasles commence son beau Mé-
moire sur les Propriéiés géometriques relatives au mouvement infiniment petit d’un
corps solide libre "dans Uespace (Comptes rendus, 26 juin 1843). Il donne le nom de
Soyer au point du plan mobile par lequel passent les plans normaux des trajectoires
des points de ce plan. Il désigne sous le nom de caractéristique la droite suivant la-
quelle le plan mobile touche son enveloppe. Cette cnveloppe est une développable que
M. Chasles appelle développable trajectoire. J'adopterai, dans ce qui va suivre, toutes
ces expressions, et, pour faciliter le langage, je dirai simplement 'aze du déplacement,
au lieu de 'axe instantané de rotation glissant.
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aux surfaces gauches engendrées par ces lignes. Nous pouvons donc
dire :

Des droites A, B, C, ..., paralléles entre elles, lides d’une maniére
invariable et entrainées dans le méme déplacement continu, engendrent
des surfaces gauches qui jouissent de cette propriété : a un instant
quelcongue du deplacement, les normales a ces surfaces issues des points
de A, B, C,... Sappuient sur une méme droite, Uadjointe du plan per-
pendiculaire a A, B, C,....

7. On sait que les normales issues de tous les points d’une géuéra-
trice d’une surface gauche appartiennent 4 un paraboloide hyperbo-
lique. D’aprés cela, le théoréme précédent peut s’énoncer ainsi :

Des droites A, B, C,... paralléles entre elles, lides d'une maniére
invariable et entrainées dans le méme déplacement continu, engendrent
des surfaces gauches qui jouissent de cette propricté : & un instant
quelconque du déplacement, les paraboloides des normales de toutes ces
surfaces ont une génératrice commune.

8. Considérons maintenant une surface cylindrique; pendant son
déplacement continu elle enveloppe une surface qui la touche suivant
une certaine courbe : les trajectoires de chacun des points de cetle
courbe sont tangentes 4 la surface cylindrique. Par suite :

Une surface cylindrique, déplacée d’une maniére continue, est, a un
instant quelconque du déplacement, touchée par son enveloppe, suivant
une ligne qui jouit de cette propriété : les normales & la surface cylin-
drique issues de tous les points de cette ligne s’ appuient sur une méme
droite, qui est Uadjointe du plan perpendiculaire aux génératrices du

cylindre.

9. Eo particulier : Des plans paralléles & une droite et lics entre
eux d’une maniére invariable sont entrainés dans le méme déplace-
ment; a un instant quelconque de ce déplacement, les plans normaux
aux développables trajectoires de ces plans, menés respectivement par
les caractéristiques de ceux-ci, passent par une méme droite, ['ajointe
du plan perpendiculaire & tous les plans entrainés.

10. Ce théoréme, appliqné & des plans passant par une méme
35..
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droite R, montre que réciproquement les caractéristiques de ces plans
sont les projections d’une méme ligne L, adjointe du plan perpendi-
culaire & R. On peut donc dire que ces caractéristiques appartiennent
a la surface lieu de 'aréte du diédre droit mobile dont les faces passent
constamment par les deux droites R et L. Ce lieu est un hyperboloide;
nous retrouvons ainsi ce théoréme de M. Chasles :

Quand plusieurs plans passent par une méme droite, leurs caracte-
ristiques forment un hyperboloide a une nappe.

Mais nous voyons de plus, par la génération méme de cet hyperbo-
loide, qu'il est particulier, puisqu’il en résulte que ses sections circu-
laires sont respectivement perpendiculaires 4 deux de ses génératrices.
Nous pouvons dire aussi : Lorsque des faisceaux de plans sont entrai-
nés dans le méme déplacement, chacun d’eux donne liew & un hyperbo-
loide ; I'un des systémes de sections circulaires de tous ces hyperboloides
est perpendiculaire a I'axe du déplacement.

11. Nous avons considéré d’abord des droites paralléles entre elles,
puis des plans paralléles & une méme droite. Si 'on prend simultané-
ment dans un corps solide des droites et des plans paralléles a une
méme droite, on aura, en vertu du théoreme fondamental, une seule
droite, adjointe du plan 4 la fois perpendiculaire 4 toutes les lignes et
a tous les plans entrainés. Cette remarque est tres—utile, comme nous
allons le voir dans I'application que je vais faire des théoremes précé-
dents.

A2. Un tritdre de grandeur invariable se déplace suivant des condi-
tions données ; on demande de construire : 1° les caractéristiques de ses
Jaces; 2° le plan tangent en un point quelconque de la surface liewd’ une
de ses arétes; 3° la tangente a la trajectoire d’un point quelconque.

Désignons par (A), (B), (C) les trois faces du triedre. Pour définir
son déplacement, nous dirons, par exemple, que ces faces touchent
trois surfaces dounées, deux de ces surfaces étant touchées respective-
ment par (A), (B) en des points situés sur deux courbes (a), (b) données.

Appelons a, b, ¢ les points de contact de (A), (B), (C), a un instant
quelconque du déplacement, avec les trois surfaces données, a et b
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appartenant aux courbes (a), (b). La caractéristique de (A) est la tan-
gente coujuguée en @ A la tangente de (a); de méme pour (B). Appe-
lons « et 8 ces deux caractéristiques, et construisons la caractéristique
de (C).

Les plans normaux a (A) et (B) menés par o et § se coupent suivant
une droite L, paraliéle 4 Vaxe du déplacement. Menons la normale
en ¢ a la surface qui contient ce point, et prenons la trace de cette
droite sur le plan normal & (B) qui contient 8. En menant de cette
trace une droite M paralléle & L, on a une ligne qu'il soffit de projeter
sur (C) pour avoir la caractéristique 7y de cette face. La tangente en c,
au lieu (c) des points de contact analogues a celui-ci, n’est autre que
la tangente conjuguée de la ligne que nous venons de déterminer.

Cherchons le plan tangent en un point quelconque d de intersec-
tion D des faces (A), (B) & la surface engendrée par cette ligne. La
droite L, étant ’adjointe du plan perpendiculaire 4 D, est rencontrée
par les normales 4 la surface gauche considérée. Pour avoir le plan
tangent en , il suffit donc de mener par D un plan perpendiculaire
au plan de d et de L.

Enfin, pour construire la tangente & la trajectoire d’un point quel-
conque s entrainé dans le déplacement du triédre, on méne par ce
point un plan perpendiculaire a Vintersection D des faces (A), (B) : ce
plan rencontre L en un certain point, la ligne qui le joint au point s
est normale 2 la trajectoire de s. On opére ensuite de méme au moyen
de la droite M. On a ainsi denx norwmales qui définissent le plan nor-
mal, et par suite on a la tangente cherchée.

13. On voit, par cette application, que dans la méthode des nor-
males qui résulte de mon théoréme fondamental, il n’est pas question
de I'axe du déplacement. Cet axe ne joue donc pas dans I'espace un
role analogue au centre instantané sur le plan,

14. Si néanmoins on veut construire cet axe de déplacement, il
suffit de remarquer qu’il est l'adjointe du plan perpendiculaire 4 sa
direction. Nous avons dit que I'adjointe L. d’un plan (P) passe par le
foyer de ce plan. Par ce point, on ménera un plan perpendicnlaire
a L : la trace de ce plan sur (P) rencontrera 'axe du déplacement a
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angle droit. Si I'on a les adjointes de deux plans, on obtiendra ainsi
denx droites dont la perpendiculaire commune est Yaxe du déplace-
ment [*].

EXTRAIT DU JOURNAL L'INSTITUT.

Dans cettc'scance [**], M. Mannheim développe la communication qu'il a faite le
25 juin & I'Académie des Sciences, puis il ajoute :

Le théoréme fondamental de cette communication a surtout pour objet de moa-
trer la liaison qui existe entre les normales aux trajectoires des points d’un corps
solide que I'on déplace d’une maniére continue et lu direction de P'axe de ce déplace-
ment,

SiPon n’a en vue que la détermination des normales aux lignes ou surfaces décrites
pendant le déplacement du corps solide, il est avantageux de I'employer concurrem-
ment avec le théoréme suivant dont il n’est qu'un cas particulier :

Unr corps solide se déplace d’une maniére continue, les normales auz trajectoires des
points de ce corps qui s’appuient, & un instant quelconque du déplacement, sur une
droite arbitraire, rencontrent une deurieme droite.

Ces deux droites, suivant une ancienne dénomination de M. Chasles, sont des
droites conjuguées [***].

A proprement parler, ce théoréme ne différe que par la forme de celui-ci, qui est
di A M. Chasles :

Quand plusicurs plans passent par une méme droite, leurs Soyers sont sur une
denxiéme droite.

Il conduit 4 une solution trés-simple du probléme suivant :

Construire le plan normal & la trajectoire décrite par un point d’un corps solide assu-
Jettiy en se déplagant, & remplir cing conditions données.

Examinons, comme exemple, le cas ot le corps doit toucher cing surfaces données.

[*] M. Poncelet a construit Paxe du déplacement, connaissant les vitesses de trois
points d’un corps solide en mouvement. M. Chasles a construit laxe du déplacement,
connaissant les trajectoires de trois points du corps solide que I'on déplace. Dans les
conditions qui définissent le déplacement du triedre de notre application, on ne donne
la trajectoire d’aucun point.

|**] Séance du 14 juillet 1866 (Société Philomathique).

[***] Foir le Mémoire présenté i ’Académie des Sciences par M. Chasles dans la
seance du 26 juin 1843. Dans une communication faite & PAcadémie le 3 juin 1861,
M. Chasles désigne ces mémes droites sous le nom d’axes de rotation conjugués.
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Considérons & un instant quelconque les points ol la surface du corps mobile touche
ces surfaces. Menons en ces points les normales aux surfaces qui les contiennent.
Prenons, parmi ces cinq normales, deux groupes de quatre droites; construisons les
deux droites rencontrant i la fois les quatre lignes de chacun de ces groupes. On ob-
tient ainsi deux couples de droites conjuguées.

Les deux droites issues d’un point quelconque du corps solide, qui s’appuient sur
les droites de chacun de ces couples, déterminent en ce point le plan normal cherché.

Lorsqu'un corps solide n’est assujetti qu’e quatre conditions, ses points se deplacent
sur des surfaces; & un instant quelconque, les normales & toutes ces surfaces s’appuient
sur deux droites.

Appliquées & Pétude du déplacement continu d’une droite dans I'espace, ces théo-
rémes permettent de déterminer facilement le plan tangent 4 certaines surfaces réglées.

On arrive ainsi, par exemple, & déterminer le plan tangent en un point quelconque
de la surface gauche engendrée par une droite tangente & une surface donnée et oscu-
latrice & une deuxiéme surface.

Cette surface gauche est circonscrite aux deux surfaces directrices ; comme consé—
quence de ce qui précéde, on construit aussi la tangente a la courbe suivant laquelle
elle touche I'une de ces surlaces directrices.




