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EXTRAIT D'UNE LETTRE ADRESSEE A M. BESGE
PAR M. J. LIOUVILLE.

« ... Jaurai & vous parler de formes quadratiques, primitives ou
non, dont un au moins des coefficients extrémes devra étre impair.
Il s’agit de formes binaires et celles que j'indique sont les seules qui
puissent représenter des nombres impairs. Permettez-moi donc, pour
abréger, de les appeler tout simplement formes impaires.

» Sous le bénéfice de cette convention, soit & un entier donné,
positif et =3 (mod. 8); et désignons par F(£) le nombre des classes
de formes impaires, primitives ou non, dont le déterminant est égal
a4 — k. On trouvera sans peine F(3) = 1, puis

Fn)=3, F(ig)=3, Fla7)=4, F(35)=6, F{43)=3, etc;

la valeur de F(27) résulte, par exemple, de ce que l'on a pour le
déterminant — 27 les quatre formes impaires distinctes

x07y% 32749yt 3T +oxy 47yt 32 —axy 4 5y,

dont la seconde doit étre comptée ici, quoique non primitive. Pour
aller plus loin dans le calcul de F (k), on possede aujourd’hui des
procédés commodes.

» Maintenant considérons la suite décroissante de nombres positifs

ky k=4, k—hoot, k—4.3%,. k— 4o,

« étant le plus grand entier, pair ou impair, qu’on puisse prendre en
laissant _
k—4w®>o.

Les nombres dont il s’agit sont tous =3 (mod. 4), mais alternati-
vement = 3, puis =7 (mod. 8); le premier & étant = 3 (mod. 8),
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comme on P’a dit plus haut. Soit 2 un quelconque de ces nombres A,
k — 4.1%, cte., et considérons non plus toutes les classes de formes
quadratiques impaires de déterminant — %, mais senlement parmi ces
classes celles qui sont ambigués. Elles se rangeront en deux catégories
bien distinctes, suivant que le plus petit entier qu’elles peuvent repré-
senter, et qui est tonjours impair, sera ==1 (mod. 4) ou au contraire
=3 (mod. 4). Supposons qu'il y ait 2, classes appartenant & la pre-
miere catégoric et n, appartenant a la seconde catégorie quand 7 = £,
c’est-a-dire quand il s’agit da déterminant — 4. Supposons ensuite
que, pour U'ensemble des autres valeurs de £, savoir

/'1'—[(],]2, /1'*-4.22,..., /1‘—-/[(1)2,

auxquelles répondent des déterminants toujours négatifs, mais numé-
riquement plus petits que &, on obtienne p, classes rentrant dans la
premiere catégorie et p, rentrant dans la seconde. Enfin, soit

e=n, — 1y +2(p, —p,).

Vous voyez que les classes de formes appartenant au déterminant
— k& dans I'une ou dans Pautre des deux catégories indiquées ci-des-
sus ne sont comptées qu’une fois, tandis que celles qui se rapportent
aux déterminants suivants sont comptées deux fois dans le calcul de .

» Cela pasé, J’ai reconnu qu’il existe une relation bien simple entre
le nombre ¢, ainsi déduit de la considération de nos deux catégories’
de formes ambigués, et le nowmbre F (k) des classes de formes quadra-
tiques impaires de déterminant — k. J’ai trouvé, en effet, que 'on a
toujours

(A e=F(k.

Il me semble que le théoréeme exprimé par cette équation n’est pas in-
digne d’intérét. On le conclut, du reste, aisément, d’une formule (que
jai donunée (cahier de février 1862, p. 44, lig. 2) dans une lettre
adressée a M. Hermite. La formule 4 laquelle je fais allusion conduit
en outre & d’autres conséquences curicuses dont je n'ai pas a parler
pour le moment.

» Revenant a nos classes de formes ambigués impaires et anx deux
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calcgories entre lesquelles elles se partagent, représentons par N, le
nombre complet de celles qui appartiennent a la premiére catégoric
et par N, le nombre complet de celles qui appartiennent 4 la seconde
catégorie. Nous aurons évidemment

Ny=un,+p, Ny=un, P,

d’'ou Fon conclura sans peine que Péquation (A) pourrait étre rem-
placée par celle-ci

No = Ny == [F(k)+n, —n,)

Mais la manieére la plus nette d’exprimer notre théoréme serait pent-
étre d’écrire
1
Pr—pP2=3 [F (k) + ny — n, I
alors le second membre ne dépendrait que du déterminant — £, ot le
premier de déterminants négalifs & valeur numérique moindre,
» Quoi qi’il en soit, vérifions I'équation

e=F(k)

sur quelques exemples, en laissant de ¢616¢ celui de & = 3 porir lequel
la vérification est immédiate.
» Quand &k =11, comme on a

n—4a%=-,
les formes ambigués 4 considérer sont
x4+t x4 -yt

De Ia premiére, on conclut que

n, =1, i,=0;
de la scconde, que
Pi=1, py=o.

Donc e =3, partant e = F(11), comme le veut notre théoreme,
» Pour £=19, comme on a

19— 4.1 =10, 19— 4.2*=3

»
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les formes ambigués 4 considérer sont
x*+19y*, x4+ 1by?, 3a? + 5y, At + 37°.
De la premiere, on conclut que

ny=1, Ny=0;

des trois autres, que

pi=2 p=r

Donc ¢ = 3, partant ¢ = F (19): c'est le résultat annonce.
» Pour k = 27, quatre formes ambigués a considérer; d'abord

x® +27%, 3x* 49y
d’ou 1, =1, n, =13 puis
X% 423y, a4yt

d’ou p, = 2, p,=o0. Donc e= 4, partant ¢ = F(27).
Pour k£ = 35, quatre formes ambigués 4 considérer; d’abord

x4+ 35717, Sx*+ 7y
d'ou n, =2, n, = o; puis
a4 31y, a2 +19)°,

d’ou p, =12, p,=o0. Donc e= 6, partant ¢ = F (35).
» Enfin, pour & = 43, six formes ambigués a considérer; d’abord

x*+ 43 7°,
d'ol n, =1, ny;=o; puis
1‘2+ 39]“” 3‘%.2_*_ 13]2’ ‘,L.'..’_l_ 27)42’ 3‘12_*_ 9)!.', 1.2_+_ 7).2,

dot p,=3, p, = 2. Donce= 3, partant ¢ = ['(43). Vous voyez que
cette fois encore la vérification cherchée a lieu. »



