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Rapport fait a I dcadémie des Sciences sur un Mémoire de
M. C. Jorvaw intitulé : Recherches sur les polyédres;
Par M. BERTRAND.

{ Commissaires : MM. Chasles, Serret, Bertrand.— Comptes rendus, t. LXII, p. 1268.)

Le Mémoire de M. Jordan est relatif & une question intéressante et
nouvelle qu'il a eu a la fois le mérite de poser le premier et de résoudre
d’une facon trés-heureuse.

Si 'on cherche, sans le secours d'un modéle en relief, 4 faire la
description d’un polyédre en mentionnant la forme et 'ordre de suc-
cession de ses diverses faces, arétes ou sommets, il arrivera en géné-
ral que chacun de ces éléments jouera un réle distinct et spécial, sans
pouvoir étre confondu avec aucun autre, et cela indépendamment de
toute mesure numeérique et en raison seulement de I'ordre dans lequc!
se succedent les faces, arétes et somme!s enchainés autour de lui. 11
y a cependant de nombreuses exceptions, et il peut arriver de bien
des maniéres que la description verbale d’un polyédre reste la méme
quand on change le premier sommet autour duquel touns les autres
sont considérés comme groupés. C'est I'étude de ce nouveau genre de
symétrie que M. Jordan s’est proposée dans le Mémoire dont nous
avons & rendre compte & I'Académie, et qu'il a su faire avec beancoup
de bonheur et d’habileté. 1l convient, avant tout, de préciser, comme
I'auteur le fait au début de son Mémoire, le mode de description dont
il estici question.

Soit M, dit-il, un sommet de polyédre, MN une de ses arétes. Un
observateur placé en M, sur la surface extérieure du polyédre, et re-
gardant dans la direction MN, verra les arétes, faces et sommets divers
s’enchainer les uns aux autres suivant un certain ordre que j"appellerai,
pour abréger, laspect du polyédre relativement & I'aréte MN et au
sommet M.

Cette définition un peu vague, ajoute M. Jordan, peut étre précisée

Tome XI (2° séric). — Juiv 1866. 28
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de la maniére suivante. Supposons I'observateur situé sur I'aréte MN
en un point trés-voisin de M extérieurement au polyédre; supposons
qu’il se mette & tourner dans le sens direct antour du point M, en res-
tant tonjours sur la surface extérieure du polyédre. 1l traversera suc-
cessivement une série de faces p., v, 7, etc., auxquelles il donnera la
série des numéros successifs 1, 2, 3, etc. 1l numérotera de méme les
arétes MN, MP,.... dans I'ordre ou il les rencontre; quant aux som-
mets, l'origine M portera le n° 1, et les extrémités des arétes MN,
MP,... recevront successivement les n® 2, 3, etc.

Cela fait, observateur se transportera sur I'aréte MN dans les envi-
rons du point N, et se mettra & décrire sur la surface extéricure du
polyédre un petit contour autour de N; les faces qu’il traverse et qui
ne sont pas encore numérotées recevront des numeéros a la suite des
précédents. De méme pour les arétes nouvelles, dans I'ordre ot on les
traverse. A mesure qu'on numérote une aréte nouvelle, on numérote
également son extrémité.

On se transportera ensunite an point P, ot I'on opérera de méme, et
I'on continuera en se transportant successivement aux divers sommets
dans Pordre ou ils sont inscrits, sur celle des arétes déja numérotées et
passant par le sommet dont le numéro d’ordre est le moindre. A me-
sure qu'on traverse une face ou une aréte nouvelle, on la numérote a
la suite; on numérote aussi les sommets qui sont a extrémité de ces
arétes nouvelles lorsqu’ils n’ont pas été déja enregistrés.

En opérant de la sorle, on évite toute ambiguité, et I'aspect du po-
lyedre pourra étre ainsi défini : la relation entre le numéro d’ordre de
chaque aréte, ceux de ses deux extrémités et ceux des deux faces qu’elle
borde, telle qu’elle est donnée par le tableau comparatif ¢ue 'on peut
dresser aisément,

Soit A le nombre des arétes du polyeédre, 'observateur peut se pla-
cer sur I'une quelconque d’entre elles, en une de ses deux extrémités
choisie a volonté. Le polyédre peut donc étre envisagé sous 2 A aspects
en général différents, mais plusieurs peuvent étre semblables entre eux,
et la classification des diverses maniéres possibles est le but da travail
de M. Jordan,

Les définitions suivantes sont nécessaires pour l'intelligence de I'é-
noncé des résultats obtenus.
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Les faces et sommets du polyedre sont réunis sous le nom généri-
que d’éléments par opposition aux arétes,

Deux polyédres sont dits pareils si, en choisissant convenablement
dans chacun d’eux un premier sommet et une premiére aréte, on peut
faire en sorte qu’ils présentent un aspectsemblable ; si plusieurs aspects
d’nn méme polyédre sont semblables entre eux, les éléments ou arétes
qui.portent les mémes numéros sous les divers aspects sont dits pareils.

Un élément ou aréte sera dit n fois répété si le nombre des élémeunts
ou arétes pareils est égal a n.

Si les deux aspects relatifs 2 une méme aréte sout semblables,
le polyédre sera dit symétrique par retournement autour de cette aréte.
Si un élément présente le méme numéro par rapport 4 A aspects sem-
blables entre eux, on dira qu’il y a symétrie par rotation d’ordre & au-
tour de cet élément.

Ces définitions établies, les principaux résuitats obtenus par M. Jor-
dan se résument dans les propositions suivantes:

Les diverses sortes de symétrie que peut présenter un polyédre P
sont au nombre de cing.

1° Symétrie par rotation. — Solides présentant deux éléments sin-
guliers, dont chacun est unique de son espece et doué d’une symétrie de
rotation d’ordre £; les autres éléments ou arétes sont tous 4 fois répétés.

L’entier & peut étre quelconque. S'il se réduit a deux, un des élé-
ments singuliers ou tous les deux peuvent étre remplacés par des arétes
a retournement.

2° Symétrie par rotation et renversement. — Solides présentant :
1° un systeme de deux éléments pareils E et E', seuls de leur espéce et
doués d’une symétrie de rotation d'ordre A; 2° deux autres systémes
d’éléments ou d’arétes remarquables composés chacun, soit de £ élé-
ments pareils doués de symétrie de rotation binaire, soit de % arétes
pareilles, douées de la symétrie de retournement dont les autres élé-
ments ou arétes sont 2 k fois répétés.

L’entier k peut étre quelconque. §'il se réduit a denx, les éléments L
et E' peuvent étre remplacés par des arétes a retournement,

Les trois aulres classes dérivent des polyedres réguliers par le pro-
cédé suivant : '

Prenons un polyédre pareil a 'un des polyedres régu]ierssz rempla-

28..
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cons les arétes par des lignes polygonales, ou plus généralement par
des fuseaux 4 facettes polyédriques pareils entre eux et présentant une
symétrie de rotation binaire autour d’'nn de leurs éléments, ou une
symétrie de retournement antour d’une de leurs arétes; remplacons de
méme les faces par des calottes polyédriques pareilles entre elles et
présentant autour d'un de leurs éléments une symétrie par rotation
dont I'ordre soit égal an nombre des cotés de la face (ces calottes peu-
vent se réduire & de simples points) ; nous aurons reconstitué ainsi on
les polyedres cherchés oun leurs polaires. ’

Cette construction donne trois types différents, dont le premier se
rattache au tétraédre, le second au cube ou a I'octaédre, le troisieme
enfin au dodécaédre ou a I'icosaédre, la substitution de Yun de ces so-
lides 4 'autre revenant a substituer des sommets aux faces, et récipro-
(uement,

M. Jordan prouve enfin que ce mode de symétrie relatif au nombre
et & Pordre est corrélatif d’une symétrie parfaite et toujours possible,
et qu'étantdonnéun polyedre P pareil alui-méme sous plusieurs aspects,
on pourra toujours trouver une infinité de polyédres a faces planes ou
gauches, pareils 4 P et exactement superposables & eux-mémes sous les
mémes aspecls.

Les polyedres superposables & eux-mémes, auxquels ceux que con-
sidére M. Jordan se trouvent aiusi rattachés par lui, ont été considérés
déja par Bravais sous le nom de polyedres sphéroédriques, dans ses trés-
belles ct trés—importantes Recherches sur la théorie des polyeédres. Ce
rapprochement, loin de rien enlever 4 I'intérét de la théorie nouvelle,
doit étre considéré plutot comme lui donnant un nouveau prix. Le
Mémoire de M. Jordan, trés-intéressant par ses résultats, montre chez
son auteur, en méme temps qu'une grande perspicacité, unerare habi-
leté dans I'emploi des considérations géométriques les plus délicates,
et '’Académie ne saurait trop encourager 'auteur a persévérer dans
cette voie ou il a su, dans une question tout élémentaire et placée en
quelque sorte au seuil de la science, déployer un véritable talent de
géometre. .

Le Mémoire de M. Jordan nous semble trés-digne d’étre approuvé
par 'Académie et inséré dans le Recueil des Savants éirangers.



