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SUR LA FORME
%+ 39 + az® + 3at?;

Paz M. J. LIOUVILLE.

1. Je veux communiguer dans cette Note un théoréme au sujet de
la forme
x® + 3y + az* 4+ Jat?,

ou 'entier constant & est un nombre premier de I'une ou de I'autre
des deux formes 61+ 1, 6/ — 1. Ce théoréme consiste en ce que, si
I'on s’est procuré par un moyen quelconque la valeur du nombre

N(g=x* +3)y* + az’ + 3as?)
des représentations d'un entier ¢, non multiple de @, par la forme
x* 4+ 3% + az® + Jar’,
il sera toujours facile d’en conclure le nombre
- N(a"g=a®+ 3y + az* + 3at?)
des représentations (par cette méme forme) de 'entier
| a’q,

qui résulte du produit de g et d'une puissance de a. Nous parlons ici
du nombre total des représentations tant propres qu’impropres, en
sorte que

k N(a”g= a*+ 3" + az* + 3as?)

exprime le nombre des solutions que I'équation

a”g=a®+ 3%+ az* + Jas’
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comporte quand on admet pour valeurs de x, 7, z, ¢ tous les enticrs
possibles, positifs, nuls ou négatifs, cussent-ils un diviscur com-
mun > 1.

2. Lecas de @ premier 6/ —1, c’est-a-dire non diviseur de x*+3 y2,
est trés-facile. Alors en effet ’équation

a’q=ux*+3y* + az* + 3ar’

ne peat avoir lien, avec un exposant « > o, qu’autant que x et y
sont tous les deux divisibles par a. On pourra donc faire x = ax,,
Y =ay,, x, et y, étant des entiers, d’otr I'on conclura que I'équa~
tion proposée se raméne a celle-ci

sg—1

a” g =1+ 2 + ax? + 3ay?,

qui est de méme forme, mais ot 'exposant de a dans le premier
membre est moindre d’une unité. Ayant ainsi reconnu que la va-
leur de

N (a"g=x*+3y® + az* + 3at*)
est égale a celle de
N (a"7'g= a* + 3y% + az® + 3as*),

on en conclura, en continuant, qu’elle ne dépend pas de I'exposant
et qu’elle ne différe pas de ceile de

N(g=x*+ 3y* + az* + 3ar?)
qu’on suppose donnée.

3. Désormais donc nous ne considérerons plus qu'un nombre
premier a de la forme

6l+1.

Cela étant, je dis que I'on peut sans inconvénient supposer ¢ non
divisible par 3. En effet I'équation

39 =x*+3y* + az® + Jas’
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ne peut avoir lieu, vu la forme indiquée de a, qu'en prenant x et z
multiples de 3; dés lors, en posant & = 3x’, z = 32, on se débarras-
sera du facteur 3 par la division sans que le second membre change
de forme, et il suffirait de répéter cette opération plusieurs fois, si 3
se présentail avec un exposant plus élevé.

Ce qui précéde compris, a étant premier 67+ 1, q €tant premier
a 3a, je nc m’occupe du nombre

N (a*q = a* + 3* + az® + 3a?)
quen tant qu'il dépend de «, et je le désigne par

$(2);

en particulier je fais

N{g=a®+3y*+ az® + 3at*) = ¢ (o).
La valeur de

¢ (o)
est supposée connue, et il s'agit d’en déduire celle de
¢ («).
Soit
q = 2"m,

m étant un entier impair naturellement premier 4 3a comme Pétait g
lui-méme; nous distinguerons deux cas, suivant que l'on aura . = o,
partant q = m, ou bien au contraire w > o.

4. Qu'il s’agisse d’abord d’un entier impair q = m. Je trouve qu'’il
existe alors entre les deux fonctions consécutives

$(a), ¢({z+1)
la relation suivante
S(a“‘*'——‘l)

a—1

$lo+1)+¢(«)= & (m),

&y (m)
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désigne comme d’ordinaire la somme des diviseurs de m. Celte rela-

tion n’est autre chose qu’'une équation aux différences finies trés-facile

a intégrer, et I'on en tire
f(oa”+" —a—u)

y(ay= 22 goim) =+ (=1 [900) = = g

a*— 1 a1

Telle est donc la valeur de
N (a*m = a* + 3y* + az* + 3at?),
celle de ¢ (o) étant
N (m=wax?*+ 3y*+ az® + Jar®).
Soit, comme exemple, m = 1; on aura alors
Simy=1, 4lo)=2,
et notre formule donnera
a1 2a—2

!
p (7> _ 4l2a

a’— 1 + 41 (_I)
T.a valeur de
N (0" = x* + 3p* + az® + 3at*)

s’expriwe donc par

.4’('),:1“’*_'

—a—1) 1)..'1—2( v

a?—1 a —+1 ’

quel que soit Pexposant a. Pour a2 =1, on trouve, comue il était
aisé de le prévoir,

N(a=x*~+ 3y* + a2’ + 3a®) = 6.
Pour o = 2, on obticnt
N(a&*=x" 4 3" + az® + 3a®) = 8a + 2.

Et ainsi de suite.
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5. Considérons maintenant un entier pair, ¢ = 2"m. L'exposant p
étant > o, la relation qu’on trouve encore entre deux fonctions con-
sécutives

$la)y ¢la+a)

devient

-—8(2/L+1_3)(a«+|_]" .

Y(a—+1)+ ¢ («) = - =&y (m).

a — 1

Cette équation aux différences finies est plus compliquée que la pre-
cédente, mais dans son second membre seulement, et si I'on pose

(2" "' = 3) &, (m) = &, (m),

elle n'en differe plus que par le changement de

g (m)
en
@, (m).
En I'intégrant, on aura donc
_4(2”a+'*a—]> N al ) 4 y
Y(a)= — w,(m)+ (— 1) ¥ o) — 7 (m/»
Dans le cas de
p >0,
la valeur générale de
N (2a*m = x* + 3y* + az* + 3az?)
s'exprime done par
4(2”00-!—!_”_'\ . - " 4 oo
—— @, )+ (— 1) ’\;(0)-—-0_#; z:r,u(m)A .

Prenons, par exemple,
=T,

en sorte qu’il ne s’agisse que d’entiers impairement pairs. Nous anrons
dans ce cas :
wa(m)=2&, (m).
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1l faut en conclure que la valeur de

N [2(1,’/'172 — x? + 3]/') +a (z-z -+ 3[2)]
est

Py (= [y = S n )

Cette valeur, semblable en apparence a celle que nous avons donnée
pour
N (a*m = 2* + 3y* + az* + 3at*)

au n° 4, fournira néanmoins des résultats trées-différents parce qne la
valeur de ¢ (o) n’est pas la méme de part et d’autre. Au n° 4, ou l'on
s’occupait d’entiers impairs, on avait

$(0)=N(m=ux*+ 3y + az®> + 3at*),
tandis qu’ici, traitant d’entiers impairement pairs, on doit prendre
q ’ P P I
(o) = N(2m=a*+ 3y*+ az®+ 3a®).

Ainsi, en particulier, pour m = 1, on avait tout a 'heure £, (m) =1
? s P 1 =1

et ¢ (o) = 2. Lci on aura encore &, (m) = 1, mais ¢ (0) = 0; d’ou 'on
pourra conclure pour

N [2(1” =a?+ 3y + az® + 3(1[”]
I'expression que voici :

4(2a“+'—n~l)_ 4

.
- al—1 (l+l(—~l)‘

Je ne crois pas avoir besoin d’insister davantage sur ces détails qui
ne peuvent offrir au lectcur aucune difficulte.



