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TRANSFORMATION
par polaires réciproques des propriétés relatives aux rayons

de courbure;

Par M. MANNHEIM.

1. Dans une brochure sur la Transformation des propriétés me-
trigues des figures a 'aide de la thiéorie des polaires réciproques, que
jai publiée en 1857 [*], y’ai résolu deux problémes énoncés ainsi:

1° Transformer a Uaide de la théorie des polaires réciproques une
relation métrique quelconque, sans lui faire subir aucune préparation.

2° Déterminer immédiatement les différentes formes sous lesquelles
se serait présenté le résultat de la transformation, si 'on avait opéré
sur différentes formes de la relation donnde.

Pour résoudre le premier probléme, j’ai donné I'expression d’un
segment de droite au moyen des éléments de sa figure polaire réci-
proque. Cette expression conduit a la solution compléte de la trans-
formation des relations métriques de longueurs.

Présentée sous des formes trés-diverses, en vue de la solution du
second probléme, cette expression permet d'arriver rapidement a des
résultats simples, et par cela méme intéressants; néanmoins, il est
toujours utile d’examiner si Vintroduction d’éléments spéciaux ne
couduirait pas 2 des simplifications inattendues. Ce travail est un
exemple a I'appui de cette observation. L’expression du rayon de
courbure d’une courbe plane, devient, en effet, trés-simple lorsqu'on
y introduit le rayon de courbure de la polaire réciproque de cette
courbe.

[*] Mallet-Bachelier, quai des Augustins 55, Paris.
Tome XI (2€ série), — Juin 1866. 25
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On peut arriver a cette ¢légante expression en partant des formules
démontrées dans ma brochure, mais afin de ne rien emprunter d’étran-
ger & ce Journal, je la recherche directement.

Je considére ensuite les courbes gauches, isolées ou tracées sur une
surface. Le probléme a résoudre, quant aux rayons de courbure, est
toujours la détermination d’une formule ou n’entrent que des éléments
de la figure polaire réciproque. Dans tous les cas, ces formules une
fois obtenues, la transformation d’une propriété relative aux rayons
de courbure se réduit 4 de simples substitutions.

N. B. — Pour les questions de Géométrie plane, je prends toujours
une circonférence de cercle pour courbe directrice. Les points sont dé-
signés par une lettre italique, leurs polaires par la méme lettre majus-
cule romaine.

Pour la Géométrie de I'espace, la surface directrice est une sphere.
Les points sont toujours désignés par une lettre italique et leurs
polaires par la méme lettre majuscule romaine, placée entre paren-
theses.

Les droites sont désignées par une lettre majuscule romaine, sans
parenthéses , et leurs polaires par la méme lettre majuscule de
ronde.

FORMULE DE TRANSFORMATION RELATIVE AU RAYON DE COURBURE
D’UNE COURBE PLANE,.

2. Désignons par p, le rayon de courbure correspondant au point a
d'une courbe plane { fig. 1).

La polaire dut point a est la droite A qui touche la polaire réci-
proque de la courbe donnée en un point b; je désigne par p, le rayon
de courbure de cette polaire au point de contact & de la tangente A.

Le cercle osculateur de la courbe en a a pour polaire réciproque une
conique, ayant pour foyer le centre O du cercle directeur et oscula-
trice en b & la polaire réciproque de la courbe donnée (115 et 73) [*].

Le rayon de ce cercle osculateur est égal a I'inverse du paramétre

["] Les numéros de renvoi se rapportent au Mémoire sur la théorie générale des
polaires réciroques de M. Poncelet.
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de cette conique [*], et comme on connait la relation qui existe entre
ce paraméltre et le rayon de courbure en un point quelconque de cette

Fig. 1.

conique, on a tout de suite la formule de transformation cherchée.

Désignons par p le parametre de la conique osculatrice, de foyer O,
par p, le rayon de courbure de cette courbe en b et par a l'angle
que fait ce rayon avec bOj; on a, par une relation établie dans la
plupart des Traités de calcul différentiel,

p = p,cos’a;

. . | .
el comme, d’apres ce que nous venons de dire, p, = 5’ il vient

I

Pa= pAcosw'

Telle est la formule qui lie le rayon de courbure d’une courbe et le
rayon de courbure de sa transformée polaire.

[*] Cette propriété, que j'ai indiquée au bas de la page 34 de ma brochure, est
presque ¢vidente lorsque Pon considére la tangente au cercle osculateur, qui est paral-
léle & Paxe focal de la transformée de ce cercle.

La distance du centre du cercle directenr au péle de cette tangente, n’est antre dans
la conique que I'ordonnée correspondant au foyer, c'est-a-dire le paramétre de cette

courhe.

%5..
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Comume nous aurons constamment a nous servir d’angles, tels que «,
compris entre le rayon de courbure p, et la droite 5O qui joint le
pointd, auquel correspond p,, au centre O du cercle directeur, je les
désignerai par les rayons de courbure auxquels ils se rapportent.

Avec cette convention, la formule de transformation du rayon de
courbure s'écrit

(1 Pe= g

3. Pour appliquer cette expression, nous allons transformer le
théoréme suivant, démontré a la page 165 du deuxiéme volume des
Applications d’ Analyse et de Géométrie de M. Poncelet.

TrEoriME I. — Lorsqu’une courbe du troisieme ordre est a la fois
inscrite et circonscrite a un triangle abe, le produit des rayons de
courbure correspondant aux: sommets a, b, ¢ est égal au cube du rayon
du cercle circonscrit au triangle abc.

Soiit ABC (ﬁg. 2) le triangle polaire réciproque du triangle abe par

rapport a une circonférence dont le centre est O [*]. La courbe du
troisiéme ordre a pour transformée une courbe de troisiéme classe a la
fois inscrite et circonscrite au triangle ABC. Le cercle circonscrit au
triangle abc se transforme en une conique inscrite au triangle ABC,
ayant pour foyer le poiut O centre du cercle directeur.

En désignant par p, le rayon de courbure au point a de la courbe

[*] Je n’ai indiqué sur cette figure que le centre de la circonférence directrice; ju-
girai toujours ainsi pour les figures qui suivront.
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donnée du troisieme ordre, on a, par la formule (1),

1 1
Pa= PaCOS'py ot f;;-s_i"‘i (4, ¢0)

Les rayons de courbure p;, p, sont exprimés par des formules ana-
logues. Quant au rayon du cercle qui passe par les sommets a, &, ¢ du
. . y 1 ;e . .
triangle, il est égal a 5 P désignant le parameétre de la conique trans-

formée de ce cercle.
La relation qui exprime le théoreme I se transforme done, en appli-

quant ces formules, dans la relation suivante :
) 1 o
2, 8I0° (A, ¢0) X< pysin® (B, g0) < rsin*(C, £O) — p*’

d’ou
p3
PalrbPc= sin® (A, €0) sin* (B, gO)sin* (C, 40)

De cette relation, je vais déduire deux propositions :

1° L’une exprime le produit des rayons de courbure d’une courbe
de troisiéme classe, a la fois inscrite et circonscrite au triangle ABC.

2° L'autre est relative a toutes les sections coniques tangentes aux
trois cotés du triangle ABC.

Je commence par cetle derniére; cela me permettra d’énoncer en-
suite sous une forme élégante la premiére proposition, qui est le résul-
tat proprement dit de la transformation.

Le triangle ABC et la courbe de troisieme classe étant donnés, la
relation que nous venons de trouver est vraie, quelle que soit la co-
nique tangente aux coOtés du triangle ABC. Or le premier membre de
cette relation est constant, nous voyons donc que pour une conigue
quelconque inscrite au triangle ABC, on a

- p —— ==
sin (A, ¢0)sin (B, g0)sin(C, 40) const.

Afin de préciser, cherchons cette constante. Pour cela, consi-
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dérons le cas ot la conique se confond avec le cercle inscrit au
triangle ABC.

Le foyer de la conique et son paramétre sont maintenant le centre
et le rayon de ce cercle inscrit. Quant aux angles (A, eO), (B, gO),
(C.%0) ils deviennent les demi-angles des angles A, B, C du trian-
gle ABC.

La constante de la relation précédente est donc, en désignant par r
le rayon du cercle inscrit au triangle ABC,

r

. 1 R . 1
sin — A sin—Bsin-C
2 2 2

Mais on sait que cette expression est égale a quatre fois le ravon R
du cercle circonscrit au triangle ABC, on peut donc dire :

Lemur. — Quelle que soit la conique inscrite au triangle ABC.{ fig. 2),
on a toujours

. Sk ___43

sin (A, ¢0) sin (B, g0)sin (C, 40 ?
p etant le paramétre de la conique, O Uun de ses foyers et R le rayon
du cercle circonscrit au triangle ABC.

Il est clair qu'on pourrait laisser la conique fixe et supposer va-
riables les triangles qui lui sont circonscrits.
Je reviens maintenant 4 I'objet méme de notre recherche. Nous
avons trouve
p:i
Pafolfce= sin*{ A, cO) sihAarr(AB:ér()) Siﬂ“((:-,/l()).

Mais le deuxieme membre, d’aprés le lemme précédent, est égal
64R?; nous voyous donc que :

Taiorime II. — Lorsqu'une courbe de troisieme classe est a la
Jois inscrite et circonscrite a un triangle, le produit des rayons de cour~
hure, correspondant aux trois sommets, est égal a 64 fois le cube du
rayon du cercle circonscrit au triangle.
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En rapprochant ce théoréme du théoréme I, on reconnait que :
Une courbe de troisiéme ordre et de troisiéme classe ne peut pas

étre a la ﬁ)is inscrite et circonscrite a un triangle.

FORMULE DE TRANSFORMATION DU RAYON DE COURBURE D UNE COURRBE
DE L’'ESPACE.

4. Soit r le rayon de courbure au point a d’une courbe gauche
donnée | *].

Fig, 3.

La polaire réciproque de cette courbe est une surface développable,
le plan polaire du point a touche cette surface snivant la droite D,
polaire de la tangente ®.

Le point de contact de D et de Paréte de rebroussement de la déve-
loppable est le pole du plan osculateur (P) de la courbe gauche au
pomnt a. '

[*] Les résultats auxquels nous arriverons ne scront pas plus généraux que si
nous considérions simplement une courbe plane dans I'espace, puisqu’il ne s’agit ici
que de propriétés relatives au rayon de courbure.
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Par le centre O de la spheére directrice [*], menons un plan quel-
conque (S); projetons la courbe donnée sur ce plan; désignons par a’
la projection du point « et par r’ le rayon de courbure en ce point de
la projection de la courbe donnée.

On sait que
. rcos’[@, (s)].
cos[(P), (S)]

Le plan sécant (S) coupe la développable suivant uune courbe, po-
laire réciproque de la projection de la courbe donnée sur ce plan, par
rapport au grand cercle de la sphére directrice qui est sur (S)-

C étant le point de rencontre de D et de (S), désignous par p le
rayon de courbure en C de cette courbe d’intersection ; en appliquant
la formule (1), on a

’ I

T peosip

Substituant pour r’ sa valeur en fonction de r, on obtient

cos’[®, (8)] 1
I os (P),(S)] pcos*p’

d’ou
_ cos[(B)(S)]
" pcosp.cos® [®, (S)]

La droite Op étant perpendiculaire au plan (P), ’angle de Op et
de (S) est complémentaire de l'angle de (P) et de (S); la droite D
étant la polaire de ®, le plan issu de O et qui contient D est perpen-
diculaire 4 ®, et par suite 'angle du plan (O, D) et du plan (8S) est
complémentaire de I'angle de ® et de (S); la formule précédente peut
donc s’écrire
(2) r= Ceovpain((0,0), (811

Cette formule exprime r au moyen du rayon de courbure d’une sec-
tion quelconque, faite dans la surface développable transformée de la

courbe donnée.

[*] Nous ne figurons pas la sphére directrice.
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3. On peut lui donuer différentes formes.
Désignons par ¢ 'angle de Oc et de O p, on a

sin[0p, (S)]

sin ({0, D), (8} ~ *1n;
par suile,
| _ sin ¢
(2") = poosp.sin’[(0, D), (S]]

Dans le cas particulier ou l'angle ¢ est droit, quel que soit le
plan (S) mené par OC,

(2") r= o '
p cos’p.sin’{ (0, D), (8)]

Enfin quand le plan sécant (S) est perpendiculaire 4 Op, on a sim-
plement

" — 1 A
(27) r= p cos*p

Cette formule est évidente, si 'on remarque que dans P'hypothése
ou elle a é1é établie le plan sécant est parallele a (P).

6. Désignons par € 'angle que la tangente E fait avec la droite OC :
cet angle est complémentaire de I'angle «; appelons = 'angle que le
plan tangent i la surface développable le long de D fait avec le plan
(0, D), ety I'angle de D et de E.

On a

___siny __ sine
sin[(0,D),(S)] ~_ sint

et, par suite, la formule (2) peut s’écrire

(2) o Sin(0p, (S)]
psin’y. sin’t

Ces différentes formules (2), (2’), (2") expriment sous des formes
diverses un théoreme relatif aux rayons de courbure des sections faites
dans une développable par des plans passant par un point fize.

Tome XI (2% série). — Juiy 1866. 26
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Si nous considérons en particulier la formule (2'), nous voyons que:

Tuiorime 111, — Lorsqu'on coupe une surface développable (fig. 3)
parun plan passant par un point fixe O, on a, quel que soit le plan sc-

cant (S
(8) sin[Op, (S)]

: = const.
psin®y

p est le point de I'aréte de rebroussement situé sur la génératrice D
de 1a développable, p le rayon de courbure de la courbe de section au
point de rencontre du plan (8) et de (D), enfin y est Vangle que fait
cette courbe avec D.

On peut déduire de ce théoréme la relation qui existe entre le rayon
de courbure d’une courbe et le rayon de courbure de sa perspective.
1l suffit pour cela de Vappliquer au cone perspectif de la courbe
donnée, et de considérer, comme plans sécants de ce cone, le plan
osculateur de la courbe donnée et le plan du tableau de la per-
spective. En opérant ainsi, on retrouve une élégante formule, qui a été
donnée dans les Nouvelles Annales de Mathématiques, t. XX, p. 428,
par M. Peaucellier, capitaine du Génie.

En se servant des formules (2), (2'), etc., comme nous avons fait de
la formule (1) dans notre premier exemple, les théorémes relatifs aux
rayons de courbure des courbes gauches conduiront a des théorémes
relatifs aux surfaces développables.

Je vais, comme application de ces formules, considérer les courbes
tracées sur une surface.

FORMULE DE TRANSFORMATION DU RAYON DE COURBURE D'UNE SECTION
PLANE NORMALE EN UN POINT D UNE SURFACE ET DES RAYONS DE
COURBURE PRINCIPAUX AU MEME POINT.

7. Soient a (fig. 4) le point ou le plan (B) touche une surface don-
née, € la trace sur (B) du plan d’une section normale. Nous nous pro-
posons de trouver, pour le rayon de courbure de cette section, la for-
mule de transformation polaire.

Soient O le centre de la sphére directrice, b le pole de (B), (A) le
plan polaire de a et P la droite polaire de la droite .
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Le plan de la section normale, qui a pour trace &, a pour pble le

point p de la droite P, tel que Op est perpendiculaire 2 Ob, puisque
le plan de cette section est perpendiculaire a (B).

I.a section normale elle-méme a pour polaire réciproque un cone,
circonscrit 4 la transformée de la surface donnée, dont le sommet est
au point p. La courbe de contact de ce cone a pour tangente en b la
droite Q, conjuguée de P.

Le rayon de courbure de la section normale s’exprime, d’:prés ce
qui précede, au moyen du rayon de courbure d'une section faite
dans le cobne qui lui correspond par un plan issu de O.

Désignons par r le rayon de courbure de la section normale, et
par p le rayon de courbure de la section faite dans le cone par le plan
qui contient la droite Q.

En appliquant la formule (2"}, Ob étant perpendiculaire a Op, on a

(3) r= ’

T peospsin?[ (0, P), (0,Q)]

Remarquons que p est aussi le rayon de courbure de la section faite
par le plan (O, Q) dans la surface polaire de la surface donnée [*], et
si nous appelons plans conjugués deux plans tels que (O, P), (0, Q),
issus de O et passant par deux tangentes conjuguées, nous voyons en
définitive que : le rayon de courbure d’une section normale s’exprime

[*] On sait en effet que toutes les sections faites a la fois dans deux surfaces cir-
conscrites 'une a I'autre par un plan tangent i la ligne de contact, sont mutuellement
osculatrices. ( Développements de Géométrie de M. Dupin, p. 36.)

26..
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au moyen du rayon de courbure de la section faite dans la surface
polaire par le plan (O, Q), issu du centre O de la sphére directrice et
conjugué du plan (O, P), qui contient la polaire réciproque P de la
tangente € a la section normale.

8. Dans le cas particulier ot I’on considére une section principale
en désignant par R/, le rayon de courbure principal correspondant, Ia
formule (3) se réduit a

1

(4) th = .

- ]
P cos“p,

p, étant ce que devient le rayon de courbure p; Uangle {(O, P), (O, Q)]
est égal a un droit, puisque les plans conjugués sont ici rectangu-
laires [*].

Les rayons de courbure principaux au point ou le plan (B) touche
une surface donnée, sont donc exprimés au moyen des rayons de cour-
bure des sections, faites dans la transformée par les deux plans con-
jugués rectangulaires qui contiennent le péle du plan (B).

9. Je reviens au rayon de courbure d’une section normale quel-
conque menée par a¢ ( fig. 4), et je vais montrer qu'on peut I'exprimer
au moyen du rayon de courbure de la section déterminée dans la sur-
face polaire par le plan (O, P).

Pour cela, il est nécessaire d’établir un théoréme, auquel nous allons
arriver en appliquant les formules (3) et (4) a la transformation du
théoréme suivant :

Takorime 1V. — Deux plans conjugués normaux en un point d’une
surface donnée, déterminent deux sections, dont les rayons de cour-
bure r, r' sont liés aux rayons de courbure principaux en ce point par

la relation ,
rr'sin?*d = R R';;

[*] Deux tangentes conjuguées &, $, ont pour polaires réciproques deux tangentes
conjuguées T, S (96). Les plans conjugués qui contiennent les droites T, S sont per-
pendiculaires aux premiéres &, $, et par conséquent comprennent entre eux 'angle de
ces droites. Par suite, & deux tangentes conjuguées reclangulaires correspondent des
tangentes conjuguées situées dans des plans conjugués rectangulaires.
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ou 8 est U’angle des plans conjugués et R',, R, les rayons de courbure
principaua [*].

Désignons par (B) le plan tangent au point considéré sur la surface
donnée. Les traces des plans conjugués sur ce plan tangent sont des
tangentes conjuguées comprenant entre elles I'angle §. Les polaires
de ces droites sont des tangentes conjuguées, qui déterminent avec le
centre O de la sphére directrice des plans conjugués, passant par le
pole b de (B) et comprenant aussi entre eux PPangle 6.

Soient p et p’ les rayons de courbure des sections déterminées par
ces plans conjugués dans la surface polaire, et Pis P2 les rayons de
courbure des sections déterminées dans la méme surface par les plans
conjugués passant par b et rectangulaires entre eux.

En appliquant les formules (3) et (4) 4 la transformation de la re-
lation

rr’'sin?§ = R R,
il vient
sin? 1
pcos®p.sin?Bp .cos® o .sin?0 = p1€0Sp, .0, €087,

d’ou
pp' cos®p. cos®p'. sin* = const.

Nous avons donc le théoréeme suivant :

Tatorime V. — Lorsque deux plans conjugués tournent autour
de leur intersection , on a toujours

pp’ cos®p.cos®p’. sin%f == const.

Ce théoreme, qui est une généralisation du théoréme IV, condait
tout de suite &4 une nouvelle formule de transformation du rayon de
courbure d’une section normale.

La relation qui Pexprime peut s’écrire

1 _ p'cos’y’

peostp.sin?g ~ p, cossp,.pzcosﬁp2

[*] Ce théoréme résulte de ce que pour lindicatrice an point considéré,

Faire du
parallélogramme construit sur deux diamétres conjugués est constante.
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Mais le premier membre de cette relation est I'expression de r telle
que la donne la formule (3); on a donc aussi

i a7
(3,) - __ plcos’p

4 cos® p..p,cosﬁp,'

Dans cette formule p' est le rayon de courbure de la section faite
dans la surface polaire par le plan qui contient la polaire réciproque
de la tangente menée a la section normale donnée par I'extrémité du
rayon de courbure r. Appliquons cette formule 4 la transformation de
la relation d’Euler.

TRANSFORMATION DE LA RELATION D EULLR.
10. FEcrivons ainsi cette relation

(a) _l_:(i?if _xﬂﬂnvz?.
/ 7 R, R,

R, et R, sont les rayons de courbure principaux en a ( fig. 5); R est

I'ie.
ST T
Pk S {B)
// @ (‘D /
i
N
.;\ S . C \"’_n
Tl :P )
—

duns le plan principal, qui a pour trace ® sur le plan (B) tangent en a
a la surface dounée; R, est dans le plan principal, qui passe par ¢;
r, est le rayon de courbure de la section normale qui contient €.

Soit (A) le plan polaire de a, ce plan touche la surface polaire réci-
proque de la surface donnée au point b, pole de (B).

Les droites P, C, D contenues dans le plan (A) sont les polaires des
droites @, ¢, ®; les plans (O, C), (O, D) sont des plans conjugués rec-
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tangulaires; le plan (O, P) fait avec le plan (O, D) un angle ¢, égal a
I'angle compris entre les droites @ et &.

Transformons la relation (a), en appliquant les formules (3') et (4);
il vient

~a

p1 COS® py. 02 €O py

— . 3 -2 3 12
oecosi == 02 €08% py.C08* @ -+ p, cOs® g, .5In" @,

d’ou

po €OS% 1 COS® o, p2CO8*p,

(5) I __ cos’y sin’o

Cette relation est tout a fait analogue & la relation d’Euler, elle lie
le rayon de courbure d’une section oblique quelconque, déterminée
dans la surface polaire par le plan (O, P) aux rayons de courbure des
sections faites par les plans conjugués rectangulaires (0, C), (0, D) [*].

Les trois plans (O, P), (O, C), (O, D) passent par la méme droite Ob;
dans le cas particulier ou cette droite est une normale 4 la surface po-
laire, la relation (&) se réduit a la relation (a).

11. On peut écrire cette relation (4) sous une autre forme.

Considérons les coniques ayant pour foyer le point O, et qui sont
osculatrices en & a la surface polaire.

La conique qui est dans le plan (O, P) a pour parameétre p,, qui est
égal & p, cos®p,; en désignant par p, et p, les paramétres des coniques
qui sont dans les plans conjugués rectangulaires, on a aussi

Py == 0,C08% 0y, py=pycosip,.
La relation (h) devient alors

(e) 1o cos’y | sinty

Po g P

Les parametres p, et p, sont, l'un le paramétre maximum ,
I'autre le paramétre minimum parmi les paramétres de toutes les sec-

[*] Les angles p,, p, et p; de la relation (&) sont liés entre eux de la maniére sui-
vante :
1 cosg sing
e I e e ————

(‘U(Pu cotg, Cot gy
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tions coniques osculatrices que nous considérons; p, et p, jouent donc
ici le méme role que les rayons de courbure principaux dans la rela-
tion d’Euler.

Les coniques qui ont pour paramétres p, et p, sont dans les plans
conjugués rectangulaires, qu’on pourrait appeler plans conjugués prin-
cipaux 4 cause de leur compléte analogie avec les plans principaux.

On peut écrire la relation (¢), en prenant pour foyer commun des
coniques osculatrices, un poiut guelconque de la droite autour de
laquelle on fait tourner les plans sécants; si le point choisi est 4 I'in-
fini, ces coniques deviennent les paraboles osculatrices, dont les axes
sont paralléles 4 la droite donnée, et la relation (c) conserve toujours
la méme forme.

12. On peut appliquer les formules (3') et (4) a la transformation
de la relation (b), et généraliser ainsi la relation d’Euler; mais je vais
simplement transformer la relation (c) en replagant le centre de la
sphére directrice au foyer commun de toutes les coniques osculatrices.

Ces coniques ont pour transformées des cylindres de révolution os-
culateurs de cylindres circonscrits a la surface polaire, qui, par suite
de la position donnée au centre de la sphére directrice, n’est autre que
la surface primitive ( fig. 5).

L’osculation a lieu le long de génératrices situées dans le plan (B)
tangent a cette surface primitive.

Les plans conjugués rectangulaires, qui couatiennent les coniques
dont les parametres sont p, et p,, sont respectivement perpendiculaires
aux axes de l'indicatrice en a: € et ®. Ces parameétres p, et p, sont
égaux aux inverses des rayons de courbure des sections normales aux
cylindres circonscrits a la surface primitive, ayant pour génératrices des
droites paralleles a ¢ et ®, rayons de courbure correspondant aux points
de ces sections qui sont dans (B). De méme p, est égal & 'inverse du
rayon de courbure de la section droite du cylindre, circonscrit a la
surface primitive, et dont les génératrices sont paralléles a @, pour le
point de cette section qui est dans (B).

On a donc, pour Pexpression du rayon de courbure de la section
droite de ce dernier cylindre, la relation transformée de (c), c'est-a-
dire, en appelant ), R, R}, les rayons de courbure des sections per-
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pendiculaires 4 ¢, ¢, ®@,
(d) r'y = R,cos* ¢ + R, sin®¢.

Cette relation donne le rayon de courbure en un point du contour
apparent d’une surface projetée sur un plan, en fonction des rayons
de courbure principaux au point de la surface, dont celui-ci est la
projection, et de I'angle de la projetante avec I'un des axes de l'indi-
catrice au méme point de la surface.

453. Nous allons déduire de cette relation un théoreme utile.

Projetons une surface sur deux plans perpendiculaires entre eux, et
perpendiculaires au plan (B), tangent en a a la surfacc donnée. Nous
obtiendrons sur chacun de ces plans le contour apparent de la surface.
Désignons par r et les rayons de courbure qui correspondent anx
projections du point @; on a

r=R,cos’¢ + R, sin*o,
r'=R,sin*p + R,cos’p,
d’ou, en ajoutant,
r+r" =R,+ Ry;
d’apres cela :

Tatorime VI. — La somme des rayons de courbure des contours
apparents d’une surface sur deux plans, rectangulaires entre eux et
perpendiculaires & un plan tangent fixe de celte surface, est constante,
quels que soient les plans rectangulaires sur lesquels on cffectue les
projections.

Au moyen de ce théoréme on étend facilement au cas de Pespace
certains théorémes démontrés pour les courbes planes [*]

14. Au moyen de la relation (4), on arrive au théoréme sutvant,

[*] On démontre directement le théoréme VI & Vaide de la remarque suivante :
Pour un point quelconque de la courbe de contact d’un cylindre circonserit & une sur-
Jace, le produit du rayon de courbure de la section droite du cylindre par le rayon de
courbure de la section normale de la surface, mence par la génératrice du cylindre, est
égal au produit des rayons de courbure principaux relatifs au point considére.

Tome XI( 2° série). — Juix 1866. 27
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(ir’on peut obtenir aussi en transformant par pol:lires réciproques le

tlicoreme VI.

Turorime VII. — Dewax plans l'ﬂcmngu[aires se coupent suivant une
droite fixe qui rencontre en a une suiface donndée ; ils déterminent dans
cette surface deux sections ayant pour rayons de courbure en a : p,
et py; Pexpression ‘

1 1

o COS o, -+ ¢, costg,

est constante, quelle que soit Uorientation des plans sécants rectangu-
laires | |.

Ces quelques excmples me paraissent suffire pour donuer une idée
de Pemploi qu’'on peut faire des formules de transformation établies
dans ce travail.

[*1 Les angles que nous désignons par p, et ¢, sont lics entre eux de telle maniére
fjue
lang’p, + tang?p, = const.




