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DEMONSTRATIONS DE QUELQUES THEOREMES

CONCERNANT

LA RESOLUTION EN NOMBRES ENTIERS DE L’EQUATION a2t — Nyl = —
(Suite [*1);

Par M. Casmmizr RICHAUD.

42. Recherchons les conclusions auxquelles on peut arriver sur la
possibilité en valeurs entiéres de I'équation

(2) x* — 2A Ay Ay BB, By [ PQyr=—1

lorsque les quantités <%9), (i—Q>,---, (BPhQ> considérées (n°41) sont

toutes négatives, et lorsque les facteurs premiers 8n+5 qui entrent
dans le déterminant de I’équation

(1) x* — 2A,A;.. Ay BB,...By, yP= —1

se partagent en deux groupes A,,..., A,,_, et B,,..., By,_, composés
chacun d’un nombre impair de termes satisfaisant aux conditions sui-
vantes (a), dans lesquelles les signes supérieurs des seconds membres
marchent ensemble, ainsi que les signes inférieurs

| ()=(%)==(5)=@)= (&) == (%)
(5)=@)==5)=G)=F)== )

Imaginons 4 cet effet que les équations de condition (a,) relatives a
I’équation (2) soient divisées en trois séries analogues a celles des théo-

I
I+

(a)

I
H

{*] Poir au volume précédent, page 235.
Tome XI (2¢ série).— AvaiL 1866, Iq
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remes (n° 36 et 38), et représentées par les types suivants :

1" série...... (32) Ag...AfB.. . B® — 2A,. .B,PQU" = =1,
2¢ série...... (4a) Ap. AgBp . BPA* — 2A.. B,QU*= * 1,
37 série...... (5,) As. AB....BPQA*—2A, . A, B,..BH"==1.

On reconnait de suite, en vertu des conditions (a), que toutes les
relations de la deuxiéme série sont impossibles en valeurs entiéres de £
et de H'. Le nombre total de facteurs premiers 87 + 5 qui entrent dans
les coefficients de A* et de H'? est en effet pair (n° 15); les facteurs de
de I'un des deux groupes, du groupe A,,..., A,,_, par exemple, entrent
donc en nombre impair au coefficient de 22, tandis que le méme coeffi-
cient contient un nombre pair de facteurs premiers de P'autre groupe.
Dans cette hypothese, le coefficient de H'* contiendra au contraire un
nombre pair de facteurs premiers du premier groupe A,,..., Ay, €t
un nombre impair de facteurs premiers de 'autre groupe. Nous aurons
par suite les relations

)=/ ()
)= (=)=

/P . . L, .,
en ohservant que K-) = <§>, ces relations fournissent les égalités

Q

<A,. . .Akgf. . .B,@’) — <A(,2P>_’ <2Af.]-?‘Bd'Q‘> _ (_AI_QP>,

en vertu desquelles on reconnait que les équations de condition de la
deuxiéme série représentées par le type (4,) sontimpossibles en valeurs
entieres de ket de H'.

Les équations de condition de la premiére série, dans lesquelles les
facteurs premiers des deux groupes entrent en nombre Impair au coef-
ficient de %2, sont aussi impossibles en valeurs entiéres de & et de H'.
Dans cette hypothése, les conditions (a) donnent en effet les relations

"Ad...Af‘ _(Ad\). (Bg...Bk _ Bg)
) = (3 () =(3%)
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7
d’onr

Ag.:-ABg.. By (AdBg\ .
P ) —\"p /)T T

égalité qui prouve, pour le cas considéré, I'impossibilité en valears en-

ticres des équations de condition représentées par le type (3;). Celte

conséquence est évidemment applicable 4 I'équation de condition par-

ticuliére |

(62) Ay oAy By By A* — 2PQH? = 21,
3

En ce qui concerne les équations de condition de la troisieme série,
'impossibilité en valeurs entiéres se constaterait d’une maniére analoguc
pour toutes celles qui contiendraient au coefficient de A* un nombre
impair de facteurs premiers de chacun des deux groupes. Dans ces
conditions en effet les facteurs des groupes A,,..., Ay, et B,,..., By,
entreront en nombre pair au coefficient de H?. Nous aurons donc les
relations’

Ag-. . Au\ _ [Bg...BA\ 284...AxBy. . B

dont la derniére prouve, dans le cas particulier, I'impossibilité des
équations de condition du type (5,) en valeurs entiéres de % et de H'.
L'équation particuliére de cette série

(72) PQA* — 2A,... Ay, B,...B,,_H® = %

. \ . P
est dans le méme cas, a cause de la relation <T> == — 1.

.

Ainsi, en résumé, lorsqu’on aura a rechercher la possibilite de
I'équation (2) en valeurs entiéres de x et de y, dans les conditions qui
ont ¢té définies, il suffira de se préoccuper des équations de condition
des premiére et troisiéme séries qui contiendraient au coefficient de Ii*
un nombre pair de facteurs premiers de chacun des groupes A,,..., A, _,
et B,..., By, On pourra méme négliger I'équation particuliére (7,) qui
contient au coefficient de H'? un nombre impair de facteurs premiers de
chacun des mémes groupes.

1g..
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En représentant par 7 et ' les nombres impairs de facteurs premiers
qui entrent respectivement dans chacun des groupes A, A,,... et
B,, B,,..., on reconnaitra de suite que le nombre total des équations
de condition dont on aura encore a se préoccuper, sera représenté par

a (2n+n’-2___ [) — 2m-—3 — 2,

m désignant le nombre de facteurs premiers qui entrent dans le déter-
minant de I’équation (2).

En ce qui concerne ces dernieres équations des premiére et troisiéme
séries, leur impossibilité en valeurs entiéres ne pourra s'établir que dans
les cas ot I’on préciserait certaines conditions auxquelles devraient satis-
faire les facteurs premiers qui entrent dans le déterminant de V’'équa-
tion (1). Tl est toutefois facile de reconnaitre que, sil’équation (2) admet

o . . e (A
desvaleurs entiéres pour certains assemblages de signe des quantités <l_3> s
C
tion (1), la méme équation (2) sera également possible en entiers pour
les assemblages qu’on obtiendrait en changeant le signe des mémes

A . , . )
<—>,--- provenant des facteurs premiers du délerminant de I'équa-

a A A ’ . oy )
quantités (—]—3), (E)"“' Les seules équations de condition qu’'on au~

rait a considérer, d’apres ce qui précéde, contiendraient en effet aux
coclticients de #* et de H'* un nombre pair de facteurs premiers du dé-
terminant de I'équation (1). Il est évident dés lors que si ces équa-
tions (z,) n’admettent pas de valeurs entieres de / et de H’ pour cer-
tains assemblages de signe des quantités précitées <é), <é),---, on ar-
B C

rivera & la méme conséquence lorsque le signe de toutes ces quantités
sera changé.

Cela posé, nous allons procéder a la recherche de conditions spé-
ciales de possibilité de I'équation (2), en commencant par quelques
cas particuliers.

493, Partons de I'équation

(1) x? — 2ABy?e= .,
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et, en supposant que les conditions

o @B G-

dans lesquelles les signes des deuxiémes membres peuvent étre per-
mutés, soient remplies, recherchons les conclusions auxquelles on
pourra arriver sur la possibilité en valeurs entiéres de 1'équation

(2) x*— 2ABCD y* = — 1,

qui contient quatre facteurs premiers = 5 (mod. 8) dans son détermi-
nant.

1l ressort de ce qui a été établi (n°42) que les six équations de condi-
tion (2,) sont impossibles en valeurs entiéres de & et de H'. Cette con-
séquence est en effet évidente pour les équations («,) qui contien-
nent C et D & des coefficients différents. De plus les deux équations de
condition ’

(3.) ABA* — 2CDH? = =1,
(42) CD/® — 2 ABH? = = 1

sont dans le méme cas, puisque la premiére renferme au coefficient
de 2% un nombre impair de facteurs premiers de chacun des groupes A
et B, et puisque la deuxi¢me correspond a I’équation (7,) consi-
dérée (n° 42). On peut remarquer d’ailleurs que, pour m=4, le
nombre des équations de condition 2”—* — 2 est égal a zéro.

Par suite, en observant que les égalités (a) équivalent aux conditions

W =)= ()= ()=

nous arrivons a la proposition suivante : 8i ces derniéres conditions (a,)
sont satisfaites, équation x* — 2ABCD y* = — 1 admet toujours des

solutions entieres.

44. Le théoréme précédent rapproché de ceux qui ont été démon-
trés (n° 30 et 36) permet de déterminer des a présent tous les arran-

ts de si des six uantités(é> AN our lesquel t
gements de signe des six g 5 \¢) ) esquels on peu



50 JOURNAIL, DE MATHEMATIQUES

aftirmer que I'équation
(v x?— 2ABCD y* = —1,

qui contient quatre facteurs premiers 87 -+ 5 dans son déterminant.
admet des solutions entiéres.

On a vu (n°35) que le nombre total de ces arrangements de signe est
4.3 A
égal A 2 * = 64. Or, si (n°30) (]—3> restant arbitraire, les cing quantités

analogues sont égales & + 1, I'équation (1) admet toujours des solutions
. . ., (A A .
entiéres. Ainsi, comme la quantite B peut etre successivement per-

mutée avec les cinq quantités analogues, nous aurous six ou platot

sept assemblages pour lesquels on pourra affirmer la possibilité de

I'équation considérée en valeurs entiéres. Ces assemblages sont pour

I'un les six quantités positives, et, pour les six suivants, cinq quantités

positives jointes 4 une sixiéme négative. En général (n°31) sile détermi-

nant renfermait m facteurs premiers =:5 (mod. 8) combinés avec le
m(m—1)

facteur 2, on aurait — assemblages de signe des quantités
A (é ..« pour lesquels on pourrait affirmer que I'équation cor-
B ’ \C ) p q S p 1t a 1 qu q nc

respondante admet des solutions entiéres. Dans le cas de m pair, ce
nombre d’assemblages pourrait méme étre doublé (n°34) par le change-
ment de signe de toutes les quantités qui entrent dans chacun d’eux.
Pour I'équation (1) on est donc déja certain que quatorze assemblages
assurent la possibilité en valeurs entiéres.

Pour déterminer I'ensemble de ceux qui sont dans ce cas, rappe-

lons (n° 36) que, quels que soient les signes de (%) et de (%) » I'équa-

tion (1) est toujours possible en valeurs entiéres, lorsque

)= (2)=(5)- ()=

ou, ce quirevient au inéme, lorsque

e @=E)-
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mais, comme dans ces égalités (a) les facteurs premiers A, B, G, D peu-
vent étre permutés, P'équation (1) sera aussi possible en entiers dans
chacun des deux cas suivants :

oo E-E-E)-)-
o ==

Les égalités (a) comprennent huit assemblages de signe des six

o (A A .
quantltes (ﬁ)’ E)v"a savolir

B=B)-()-()-=

De méme, chacune des égalités (&) et (c) fournirait huit assem-
blages; mais les deux suivants

8= (B)=(2)= (&) = () = (3) = =
B/ \D/—\C/7\b/\¢/ T \p/T T 7
qui dérivent de ces égalités (b) et (¢), sont déja compris dans ceux qui
provenaient des égalités (a), de telle sorte que, en réalité, les condi-
tions (a), (6) et (c) ne produisent que vingt assemblages de signe des

: . A g
six quantités <%>, (E)’ <+« pour lesquels on peut affirmer la possibilité

de I’équation (1) en valeurs entiéres.
Cela posé, rappelons aussi (n° 43) que, quels que soient les signes de
c

A ), . . .
(E) t de (D)’ I'équation (1) est possible en nombres entiers, lorsque

0 o )=()=(2)=(@)=
et subsidiairement dans chacun des cas suivants,

===
o E=()=()=) =
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Ces trois séries d’égalités produiraient comme ci-dessus vingt-quatre
. . e (A A
assemblages de signe des six quantités <§>, (E)" ++5 pour lesquels on

pourra affirmer la possibilité de I'équation (1) en valeurs entieres. Mais
on constaterait facilement d’une part que ces vingt-quatre assemblages
se réduisent & dix-huit réellement distincts entre eux, et d’autre part
que, parmi ces dix-huit derniers, six rentrent dans ceux qui prove-
naient des conditions (a), (&), (¢). Les douze assemblages a éliminer

sont :
/C
1] Y Bl W
1° Les quatre provenant de (a,) pour lesquels ) = (D> =,

2° Les quatre provenant de (&,) pour lesquels

——

TS T
Oir ols Wi

3° Les quatre provenant de (c,) pour lesquels

Ainsi en résumé les égalités (a), (&), (¢) et(a,), (&), (c,) fournis~
sent trente-denx assemblages de signe distincts entre eux, pour lesquels
la méthode suivie permet d’affirmer que I'équation (1) admet des solu-
tions entieres.

Nous arrivons ainsi a la proposition suivante :

Turonime. — L'dquation x* — 2ABCD y* = — 1, dans laquelle A,
B, C, D représentent des facteurs premiers 8n + 5, admet toujours des
solutions entiéres dans chacun des cas suivants :

)

o5 (2)=(2)=(2)=
s (5)=()=(2)=(2).
vs (2)=(2)-(9- (%)

45. Remarque. — Les équations de condition inscrites (n° 30) per-
mettraient de constater a posteriori que I'équation

<

oE o

(1) x? —2ABCD y* = —1

admet des solutions entieres dans chacun des trois cas qui viennent
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d’étre spécifiés. Mais, sans nous arréter a ce détail, nous allons établir
que ces trois séries d’égalités comprennent bien tous les cas pour les-

I3

quels la méthode suivie permet d’affirmer que I’équation (1) admet des
valeurs entiéres. :

On sait en effet (n° 41) que, dans chacun des deux cas
W =@ (=)=
R R
qhi sont compris 'un et I'autre dans les égalités
o))

on ne peut rien affirmer sur la possibilité de I'équation (1) en valeurs
entieres.

On sait aussi (n°39) qu'il en est de méme dans les cas
(p) (é_:‘})__l B (B ..
P ¢)—\p)™ " ¢/~ \p)” "
(4) ) =G)=-1 G)=(3)=
1 ¢)7\p)=~" \¢)™\p
qui sont compris tous deux dans les égalités
AB\ _ (AB\ _ (2CD\ _ (2CD\ _
() (©)=(5)=(2)=(F)=-+
Or, il est évident que, dans les égalités («) et (a,), les facteurs pre-
miers A, B, C, D peuvent étre permutés. Par suite, en vertu de la mé-

thode suivie, on ne peut rien affirmer sur la possibilité de I'équation (1)
en valeurs entiéres dans chacun des trois cas suivants :

T S (D))
f a5

s s )

Tome XI (2° série). — AvriL 1866. 20

I

fl
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On constaterait,comme ci-dessus (n° 44 ), que ces égalités correspon-

s . - ..o (A
dent a trente-deux assemblages de signe des six quantités (§>, (—),---,

de telle sorte que, sur un nombre total de soixante-quatre assemblages,
I'équation (1) admet toujours des valeurs entiéres pour trente-deux
d’entre eux, tandis que, par la méthode suivie, on n’arrive 4 aucune
conclusion précise pour les trente-deux autres. On se rappelle (n° 29)
qu’un partage analogue par moitié a été déterminé pour I'équation

x? —2ABCy*= —1.

Les conditions inscrites dans I’énoncé du théoréme (n°44) compren-
nent donc tous les cas pour lesquels la méthode permet d’affirmer la
possibilité de I’équation (1) en valeurs entiéres. Ces conditions peuvent
étre remplacées par les suivantes qui, conformément & ce qui sera ul-
térieurement démontré, sont susceptibles d’étre étendues aux équations
analogues dans lesquelles le déterminant contiendrait m facteurs pre-
miers =5 (mod. 8) combinés avec le facteur 2. L'équation (1) admet
en effet des solutions entieres dans chacun des sept cas suivants :

Nombre d’assemblages

de signe pour

— -~

m quelconque,
. oo /I .
1™ Si les quantites (ﬁ s+« SODNLtoutes positaves. .. .. ..o L. 1
LA . . .. m(m—1)
2" Si 30 les quantités analogues étant toutes positives. .. ... .. ——
2

mim—1)(m— 2)(m— 3)
1.2

(A C) s -
3 8 (E) = = <5) — — 1, les autres quantités étant positives. . . .

m(m—1) (m—2)(m— 3}

1.2.4

cy (DN [0\ _ }
D) \a) \a) ' [ les autres quantités
\ b .. m{m—1) (n —2)(m— 3)
C D D \ étant positives. .
— ==} |=) =1 |'.4
D) A (B )

6 Si A ___(B‘ _/C\_ (D M»(C (DY _ o { les autres quantités 3
" g)T c)— p)=\a)~\x)" B) T dtant positives . Mt 2) )

, PN
(A C . .. mim—i){m—2)(m—3

2% St =) z= ( — | == — 1, les autres quantités étant positives.. ... . ... ,L-__),_(__,, )—( - —3)

/ 1.2.4

Totalpourm =4 . ....... .......

m =4

6

6
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De méme on peut substituer aux conditions (a), (8) et () inscrites
ci-dessus, relativement anx trente-deux assemblages pour lesquels la
méthode ne permet pas d’affirmer que I'équation (1) admet des solu-
tions entiéres, les conditions suivantes qui sont aussi applicables 4 une
équation qui contiendrait m facteurs premiers =5 (mod. 8) dans son
déterminant. On ne peut rien affirmer sur la possibilité de Véqua-
tion (1) en valeurs entiéres dans chacun des quatre cas suivants :

Nombre d’assemblages
de signe pour

. m quelconque.

B . ; . m(m—1){m— )

== c = —1, les quantitcs analogues étant toutes positives. . . >
1.

B C s . m(m—1){m—>2)
=\ =)= 1) ==—1, les autres quantités étant positives. ..... S Sa—

C A 1 2.0

A’ A s " m(m—1){(m-—2){(m-—3)
== | =] == {5} == —1, les autres quantités étant positives. ... .. 5

G D _ 1.2.0
— éj —(8)=(3)= 1, les autres quantités ¢lant positivi mlim—1)(m—2j{m-—3)
,,,,, ¢)-\p)7\g)™ y q ant positives.

P2

Total pour m — 4.

46. D'apres la forme des conditions relatives a la possibilité en va-
leurs entiéres de I'équation x*— 2 ABCD y*=— 1, inscrites (n°44), on
voit que si cette équation est possible pour certains assemblages de
signe des six quantités (%), <%),--~, elle admettra aussi des solutions
entiéres pour les assemblages qu’on obtiendrait en changeant le signe
des six quantités précitées. Cetle propriété n’est pas particuliere a
I'équation considérée; elle s'étend & foutes les équations analogues qui
renferment un nombre pair de facteurs premiers =5 (mod. 8) com-
binés avec le facteur 2 dans leur déterminant. Les équations de condi-
tion relatives 4 ces équations contiennent en effet (n°* 135 et 31) un
nombre pair de facteurs premier & chacun des coefficients de A* et

3

de H'?, ce qui suffit pour conduire 4 la proposition énoncée.
47. Apres cette digression sur I'équation
a% — 2ABCD 3? = — 1,

considérons encore un cas particulier de l'équation générale exa-
. . 20..

m= /.

L

RN

12

52
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minée (n° 42). En partant de I’équation
(1) x* —2ABCDy® = —1,

recherchons les conclusions auxquelles on pourra arriver pour la pos-
sibilité en valeurs entiéres de I'équation

(2) x? — 2ABCDEF y? = — 1,

en supposant remplies les conditions suivantes

@ (8= 2)= (=B B)=@)=(E)=(2-

dans lesquelles les signes des seconds membres peuvent étre permutés.
L’équation (2) renfermant six facteurs premiers = 5 (mod. 8) dans
son déterminant, le nombre total des équations de condition («,) sera
égal 4 2°' — 2 = 30 (n°31). Mais il suffira (n°42) de se preoccuper
de 2°°* — 2 = 6 équations, savoir :
| ABA® - 2CDEFH"? = = 1,
AGH® — 2BDEFH”? = = 1,
BCA? — 2ADEFH" = + 1,
| ABEFA* — 2CDH"™ =
ACEFA* — 2BDH”? =
. BCEFA®> — 2ADH"”? = = 1.

I+

H

Or, si nous bornant & considérer les quatre facteurs premiers du
déterminant de I'équation (1), nous joignons aux conditions (a) 'une
quelconque des conditions suivantes :

w B
W B-0-0
W B0
8- (8- ()-@) -

‘e . . B , .
[les quantités analogues complémentaires <ﬁ) -+« élant positives dans

i

_..-l’

o l ,
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chacun des quatre cas], conditions en vertu desquelles (n° 43) on ne
peut pas atfirmer la possibilité de cette équation (1) en valeurs en-
tieres, il sera facile de reconnaitre que les équations («,) sont impos-
sibles en valeurs entiéres de % et de H'.

Nous aurons en effet les six relations

2CDEF\ _ [2BDEF\ _ (2ADEF\ ABEF\  (ACEF\  /BCEF\
B “\"¢ /7 \s )\ )\ )T \p ) Y

d’apreés lesquelles les premiére, deuxiéme,..., sixiéme équations de
condition (e,) ne peuvent pas admettre de valeurs entiéres pour %
et H’, dans le cas ou les égalités (a) sont satisfaites, soit en méme
temps que les conditions (a,), soit avec les conditions (a,).

On arrivera a la méme conséquence lorsque les conditions (a) se~
ront ajoutées soit aux égalités (a;), soit aux égalités (a,). Les éga-
lités {a;) peuvent en effet se mettre sous la forme

B D C .y . A
(a;) (5> = (6) == (ﬁ) ==1, les quantités analogues étant négatives,
d’ou, en tenant compte des permutations qu'on peut faire subir aux
facteurs premiers A, B, C, D, il résulte que ces égalités (a,) dérivent
des égalités (a,) par le changement de signe des six quantités qui en-
trent dans l'une de ces égalités (a,). Les égalités (a,) dérivent d’une
maniére analogue des conditions (&, ). Dés lors on peut affirmer (n° 42)
que les équations de condition (a,) sont impossibles en valeurs entiéres
de % et de H', lorsque les conditions (a) seront réunies soit aux éga-
lités (a,), soit aux égalités (a,).

Pour compléter ce qui précede, il reste & établir que, si les condi-
tions (a) sont satisfaites en méme temps que I'une des trois égalités

(2)-(2)-(2)-(%)
() () 2) - (%),
(- 62)-(3)-(3)

qui expriment (n° 44) que I'équation (1) admet toujours des solutians



158 JOURNAL DE MATHEMATIQUES

entiéres, on ne pourra arriver a aucune conclusion précise sur la possi-
bilité de I'équation (2) en valeurs de méme nature.

La démonstration étant la méme dans les divers cas, bornons-nous
a en considérer un seul, celui des égalités

(2)=(8)=(@)=(3)-

nous aurons dans cette hypothése

AB\ _ (AB\ _ [2CDEF\ 9CDEF>_[
) \p; A ,)_ B /7

égalités qui prouvent que la premiére des équations de condition («,)
peut admetire des valeurs entieres, ou, en d’autres termes, que I'équa-
tion (2) peut étre impossible en valeurs de méme nature.

Ces résultats nous conduisent & la proposition suivante, dans la-
quelle les facteurs premiers A, B, C et D qui entrent dans les éga-
lités (@) peuvent étre permutés deux a deux, et dans laquelle aussi un
ou deux facteurs premiers de I'équation (1) peuvent étre permutés
soit avec E ou F, soit avec E et F.

TutorkME. — L'équation x* — 2 ABCDEF y* = — 1 qui contient six
facteurs premiers 8n + 5 dans son déterminant admet toujours des
solutions entiéres lorsque les conditions

o QG- @-(-(-B-=

dans lesquelles les signes supérieurs des seconds membres marchent
ensemble ainsi que les signes inférieurs, sont satisfaites, et lorsque de
plus Dune des conditions suivantes (), (8) ou (7) se trouve également
satisfaite

o)) )
0 E)=E)-(0)-Cn)
o E)-E-t0-rn

48. Remarque. — Il résulte aussi de la discussion précédente que,.
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dans I'hypothése ou les égalités (a) sont vérifiées, on ne peut rien at-
firmer sur la possibilité de I'équation

(2) x* — 2ABCDEF y? == — 1,

lorsque les conditions inscrites dans le théoréme (n°44) sont satisfaites,
oun, en d’autres termes, lorsque I'équation

(1) x* —2ABCD y* = — 1

admet forcément des solutions entiéres. ‘
On peut remarquer encore que les conditions () du théoréme (n° 47)
peuvent étre remplacées par les suivantes

AB\ _(AB\__(2EF\ (>EF\ (CD\ _ (CD\ _(EF\ (EF\

E)\NF)\Aa )7\ )0 \E)T\F)T\¢)7\p)m
en vertu desquelles 'équation x? — 2CDEF y2= — | admet toujours
des solutions entiéres, tandis qu’on ne peut rien affirmer sur la possi-
bilité de 'équation x? — 2 ABEF y = — 1 en valeurs de méme nature.

Le théoréme (n° 47) peat dailleurs étre généralisé de la maniére
suivante :

49. THEOREME. — L’éguation
(2) xt — 2A,A5. Ay BBy A, PQy? =1

considérée (n° 42) admet toujours des solutions entiéres, lorsque les
conditions

B e I R R
B =) ) =B =)= ) =

sont satisfaites, et lorsque de plus les facteurs premiers 8n + 5 qui
entrent dans le déterminant de {'équation

(1) x® — 24, A, Ay, BiBe--~B2:~cf2:“l

satisfont-a lune quelcongue des quatre conditions suivantes (6,), (by),
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le signe des quantités analogues complémentaires (-f),-- - étant con-
B,

traire a celui des deuxiémes membres des égalités (b, ), (by), (bs), (bs).

1° Cas des égalités (b,). — On sait (n°42) qu’il suffit de se préoccuper
des équations de condition des premiére et troisieme séries qui contien-
nent au coefficient de »* un nombre pair de facteurs premiers de
chacun des groupes A,... A, et B,...B,.,.

Cela posé, il est facile de constater en premier lieu que toutes les
équations de condition de la troisiéme série, dans lesquelles le pro-
duit PQ des deux facteurs premiers =5 (mnod. 8) P et Q entre au
coefficient de A2, sont impossibles en valeurs entiéres de & et de H'.

Suivant la place occupée par le facteur premier By, le seul qui
n’entre pas dans les égalités (b,), ces équations de condition se ramé-
nent en effet aux deux types suivants :

A,...By_PQA* — 2A¢...B,H? = =1,
A,;...B),PQ]Z2 — 2Aa...B2,_4H'2 ==X,

et comme, en vertu des égalités (b,), on a

(2_A6...B_., _ As BiPQY
\ Bar - ’ Ba - ’

ces équations ne peuvent pas admettre de valeurs entieres pour % et H'.
1l suffit donc de considérer les équations de condition de la pre-
miére série, dans lesquelles le produit PQ entre au coefficient de H.
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Parmi ces équations, toutes celles qui contiennent A, et A, a des
coefficients différents sont impossibles en valeurs entiéres de % et de
H'. Elles se raménent en effet aux deux types

(52) A,...AmBg...By’l2 — 2A2...A6B“,..B3PQH'2 ==xI,
(6,) Ay AgBe.. . ByA% — 2A,.. A¢B,...B;PQH? = £ 1,

et 'impossibilité dont il vient d’étre parlé est prouvée par les rela-
tions

2A_g\--A.6B'o(-.-B§PQ . A,.-.AQBQ...BA/ ‘
Al = -1, (—A——— = — 1.

On reconnaitra d’une maniére analogue : 1° que les équations qui
contiendraient A, et A,, sans A,, au méme coefficient, seraient aussi
impossibles en valeurs entiéres; 2° que celles qui contiendraient au
méme coefficient le produit A, A, A,, sans le facteur premier A, se-
raient dans le méme cas; et ainsi de suite jusqu’aux équations dans
lesquelles tous les facteurs du groupe A,...A,,_, entreraient au coef-
ficient de H'*, puisque (n° 42) on n’a pas a se préoccuper de celles qui
contiendraient tous les facteurs de ce groupe au coefficient de 4.

1l ne reste donc plus 4 examiner que les équations de condition qui
ne contiennent aucun facteur du groupe A,, A,... au coefficient de 4.
Celles qui contiennent B, audit coefficient de %* et qui sont repré-
sentées par le type A

(72) B‘...B“ha'—"2A|A2---A25_1Bs...BprH’z=-tl

sont impossibles en valeurs entiéres de % et de H' 4 cause de la rela-

tion (u‘) = — 1. 1l suffit donc de se préoccuper des équations

261
qui contiennent B, au coefficient de H".

En ce qui concerne ces derniéres équations, on constatera comme
ci-dessus : 1° que celles qui contiennent B, au coefficient de A2 sont
impossibles en valeurs entiéres de % et deH'; 2° que celles qui contien-
nent le produit B, B, sans le facteur B, au coefficient de H'? sont dans
le méme cas; et ainsi de suite jusqu’a I'équation

B2t_2B2¢_| h2 - 2A| Ag..-A2$_| B4B2...B2t_3PQH,2 = =+ I,

Tome X1 (2° série). — Mar 1866, 21
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Or cette derniére est également impossible en valeurs enticres de 4 et

Ba ﬁBi—l 1
‘—~_L-> = — 1. Le premier cas du

3

de W', 4 cause de la relation <

théoreme est donc démontré.

2° Cas des égalités (b,). — Les égalités (b,) ne different des éga-

- . ’ . B,
lités (b,) que par le changement de signe de 'expression < A' ) Par

1
cela méme, en vertu de la démonstration précédente, on n’a pas a
considérer les équations de condition de la troisicme série, ni celles
de la premiére série qui contiennent A, et B,,_, au méme coefficient.
1l suffit donc d’examiner les deux types suivants :

(8,)  Ay...A.Be..B,A* — 2A,...A;B...By ,PQH? = %1,
(9s)  Awe..AgBe.Byyh? — 2A...A,B,.. .B,PQH? = = 1.

En considérant d’abord V’équation (8,), ou reconnait, d'apres I'é-
. {2Ay...AsBs. . By, PQ
galité
C AI
entiéres pour & et H', pourvu que A, entre au coefficient de A%
Si A, entre au contraire au coefficient de H?, cette méme équa-
tion (8,) se divise en deux autres suivant la place occupée par A4,

= — 1, qu'elle n’admet pas de valeurs

(8,)  A.Ag...A,Be...B,A* —2A,...A;B,...B, ,PQH? = £ 1,
Ay AuBe B A% — 2A,8,...A;B,... By ,PQH? = = 1.

I.a derni¢re de ces équations est impossible en valeurs entieres de h

A . AxAg.. .By>

et de H', en vertu de la relation ( = —1. L'équa-

A
tion (8,) se divisera de méme en deux antres suivant la place occupée
par A,, et ainsi de suite, de telle sorte que, en négligeant successive-
ment les équations dont I'impossibilité en valeurs entiéres de % et
de T serait constatée comme ci-dessus, on passera par une série
d’équations telles que

(8‘) A,A3...A,,_Bz...B./}12 — QAQA‘...A,;B“,_.B“_apQHIQ: .
(85) AvAcAse.AuBe. B AT — 28,4, AsB,.. By ,PQH? = =1,

. . .



PURES ET APPLIQUEES. 163
(8,) . Ay Bs B, A2 — 2A,A .. Ay B, By, ,PQH*=x1,
(8t A A Au B Bi = aAiAL AQ,_QB 132,_ PQH= =1

(8,) A, A A2,_ B,B,...Bs._, e ——2A A A“_,B B BM‘ PQH"?==1.

En examinant successivement ces équations, ob reconnaitra que
I’équation (8,) n’admettra pas de valeurs entiéres lorsque A; entrera
au coefficient de H'?, et ainsi de suite jusqu’a I'équation (8,), la-
quelle (n° 42) ne pourra admettre de valeurs entiéres que dans le cas
de s pair. Mais, dans ce casde s pau-, on passera a 'équation (8,,..,) en
tenant compte de la place occupée par By, et ainsi de suite jusqu’a
I'équation (8,), qui ne peut pas admettre de valeurs entieres en vertu
1433+ ‘BQY—l

B?l-‘-a
B,,., dans Véquation (8,) n’est pas indiquée; mais on reconnait facile-
ment, au moyen des égalités (b,), que cette place n’influe pas sur la
conséquence qui vient d’étre signalée.

Un raisonnement similaire est applicable aux équations représen-
tées par le type (g,). Les équations successives que 'on anrait & consi-
dérer seraient

de la relation = — 1. La place occupée par le facteur

(9:) A,A,...AsBe.. By ,h* — 2A,..A.B,. B,;PQH”:il

(9n) AzA,...A%_zB 32,_2h —aA,A,. AN_, ...... Bd»PQH’z—-*-I,

A A Ay BB, Bz:——sth— h2
(95)

— aA,Aq...As,_,B,B,...B,,_,POH? = = 1.
Le théoreme est donc démontré pour le cas des égalités (5,).

3° Cas des égalités (b;). — Les équations de condition de chacune
des premiére et troisiéme séries se divisent en deux types suivant la
place occupée par A, :

Ay AB,.Byh? — 2A6... A;B,.. . BPQH? = £ 1,

1™ serie.
Aa...AgBy...B;k2 —_— 2A,...A5Ba...B5PQH'2“_‘ o<t I8
5 A ALB, By PQA* — 246 AsB,. BeH? = =,

3¢ série.
| A,...AcB,...B;PQA* — 2A,.. A;B,. . .BeH? = + ¢
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Or, d’aprés les égalités (b;), nous avons les relations

(Al...AaBy...Bg> (ZA“. A;B, ..BgPQ) .
L DA =1, - =1,

Ag Ag
2A¢...ApBy. . .Bg Ay .. A;B,. . .B;PQN
—_—— Al _— = e [’ »——*——‘A—I————'*' o _— I,

qui prouvent I'impossibilité en valeurs entiéres de £ et de H' des
équations de condition représentées par les quatre types inscrits ci-
dessus. Le théoréme est donc démontré dans ce troisieme cas.

4° Cas des égalités (b,). — 1l résulte de la démonstration du cas
précédent que les équations de condition de la troisiéme série sont
aussi impossibles en valeurs entiéres de 4 et de I dans le cas des
égalités (B,). 11 est clair en effet que les deux relations en vertu des-
quelles cette impossibilité a été établie ci-dessus ne cesseront pas
I’étre exactes lorsqu’on ajoutera aux égalités (b,) I'égalité supplémen-

. (A \ . :
taire (A—f> = %1, ou plutdt lorsqu’on changera le signe de cette der-
g

niére quantité. Il suffit donc d’examiner les équations de condition
de la premiére série. Suivant la place occupée par Ay et Ay, ces équa-
tions sont représentées par le type suivant :

Ap B A — 2A,. BPQUH? =% 1,

. "Af. . .Ba ‘o .
lequel, en vertu de la relation (J—A—~—> = — 1 dérivant des éga-
g

lités (b,), ne peut pas admettre de valeurs entiéres pour % et H'. On
constate d’ailleurs que, en raison de la symétrie, il est inutile de consi-

dérer le type
Ag...B.A* — 2A.. .BePQH? = £ 1.

Le théoréme est donc démontré.

50. Les facteurs premiers 87 + 5 qui entrent dans le déterminant
de I’équation

(2) x* — 2Ag A0 1. Age Ay Bary BBy PQ)”2 =—1I
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satisfaisant aux conditions

o )= )=~ =
, {(AIS)M<A:§_'>:._:<§QLI>:<§%_J> . ':<%):<%> o

considérées ci-dessus, recherchons les conclusions auxquelles on pourra
arriver sur la possibilité en valeurs entiéres de cette équation (2),
lorsque les égalités (6,) ou (b,)... inscrites (n® 49) seront remplacées
par 'une des deux suivantes:

0 (i) = 6] == (i) == () = (2)
(be) ()= (A2) =i = (&)

[le signe des quantités analogues complémentaires (—J étant con-

traire au signe des seconds membres des égalités (b;) ou (b,)].

1° Cas des égalités (b;). — Les égalités (b,) ne différant des condi-
tions (4,) que par le changement de signe de I'expression (%—3), il suf-

fira, dans la présente recherche, de considérer les équations de condi-
tion daos lesquelles B, et B, n’entrent pas au méme coefficient.

Les équations de condition de la premiére série se raménent, par
suite, aux deux types:

\Am.'..B2k2— 2A¢...B,PQH? = *+1,
A, ..B A — 24¢...B,PQH?* = =1

Or, en vertu des relations (&;), nous avons les égalités

oo B\ _ 2A¢"..B,PQ _
B, o B, -

qui prouvent I'impossibilité en valeurs entiéres de % et de H' des équa-
tions représentées par ces types.
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Les équations de la troisieme série se ramenent aussi 4 deux formes
générales :

(53) Aa--.BZPng -—‘2A5...B, H'z.—_*tl,
(6.) A,...B,PQA? — 2A¢... B 2=+,

Considérons d’abord le type (5,); suivant la place occupée par le
facteur premier By, ces équations se décomposent en deux autres types:

5 A,...B;B,PQA2 — 2A;...B,H? = =1,
| A,...B,PQA* — 2A;...B,B,H? = = 1.

Or, la derniére de ces équations est impossible en valeurs entieres
245...B, B,>

de % et de H' en vertu de la relation (

2
En ayant égard a la place occupée par fes divers facteurs premiers
du déterminant, on passera ainsi par les équations successives :

‘5. Ag. oot B; B, PQA* — 2A;. . ... B,B, H? = =21,
(550 Awerr.... B, B, PQA? — 2A; ... By B, B, H* = % 1,
(5¢) A,..... By B; B, PQA% — 2 A, B,B,B, H? == &+,
(5,)  An...B,ByB,B, PQA* — 2A;...ByB, B, H? = %= 1,
(5¢) A,...B;B;B, B, PQA%* — 2A¢...B,B, B, I? == =1,

En remarquant que les facteurs premiers placés & gauche de B, dans
le déterminant de I'équation (1) se divisent entre les coefficients de
h* et de H'%, de telle sorte que ceux de rang 4n ou 4n +1 se placent
au coefficient de H'?, tandis que ceux de rang 4n + 2 ou 4n+3
entrent au coefficient de A2, nous arriverons finalement 2 I'une des
deux équations :

( AgsAsss.. By B BB, POA? — 2A,0A,, ,...B;B, B, H? = =

E

O | pour 25 = 4n,

(5¢) g AyBy ;.. -B1B6B3B2PQ]22 — 240, Apemy . --B5B4 B,H? ==
5 pour a5 =4n + 2.
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Avant d’examiner ces deux équations, occupons-nous de la discus-
sion des équations représentées par le type (6,). En snivant la marche
tracée ci-dessus, on passera successivement par les équations

(64) Aweooo By PQA? —2Ag. ... BB H? = =1,

(64) Au. ... B, B, PQA? — 2A¢..... B, B, H? = =1,

(6,) Ay . B;B,B,PQA* — 2A;.....By B H? = =1,

(66) A,...ByB,B, POA® — 2A;... B, B, B,H? = =1,

6, Ve A BB PQA = 2 Agy o BBy 2y
l pour 25 =/n,

gy § A Aaa BB PQAT — 24, Ay By B R —

{ pour 28 = A4n + 2.

Cela posé, en considérant d’abord les équations (55) et (6¢) rela-
tives au cas de 25 = 4n + 2, on peut remarquer que ces équations,
qui se déduisent l'une de l'autre par la permutation des coefficients
de A* et de 2H"®, conticnnent un nombre impair de facteurs pre-
miers 872 + 5 & chacun de ces coefficients. Jusqu'au facteur A,,_,, qui
est de rang 4n, 'ensemble des facteurs premiers du déterminant de
Péquation (1) se partage, en effet, en un nombre entier de groupes
contenant chacun quatre facteurs consécutifs de rang 47+ 1, 47+ 2,
4n'+ 3, 4n”. Or, pour chacun de ces groupes, deux facteurs entrent
au coefficient de H'* des équations (5¢) et (6;), tandis que les deux
autres entrent au coefficient de 2% Dés lors, eomme dans les mémes
équations A, et A, _, entrent & des coefficients différents, il en résulte
qu'elles renferment I'une et 'autre un nombre impair de facteurs
premiers 3n + 5 4 chacun des coefficients de A* et de H'%. Par cela
méme (v 43 et 31), ces équations (5¢) et (6¢) sont impossibles en
valeurs entieres de % et de H', oun, en d'autres termes, dans les condi-
tions ot 'on s’est placé, P'équation (2) admet des solutions entiéres,
pourvu que 25 soit de la forme 47 -+ 2.

Dans le cas ou 25 = 4n, les équatiens (5,) et (6,), que 'on a a
considérer, se déduisent aussi I'une de Pautre par 1a permutation des
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coefficients de A2 et de 2H'?, et contiennent un nombre pair de facteurs
premiers 8z + 5 & chacun des coefficients de A* et de H'?. Par suite,
comme les facteurs de chacun des groupes A, ... et B,,_,... entrent
en nombre impair dans le déterminant, si le coefficient de A? de 'une
d’elles contient un nombre pair de facteurs premiers de chacun des
groupes précités, le méme coefficient, dans I'autre équation, contiendra
un nombre impair de facteurs de chacun des mémes groupes. Dés lors
(n° 42), P'une des équations (5,) ou (6,) est toujours impossible en
valeurs entiéres de & et de H'. Mais la méthode ne permet pas d’af-
firmer I'impossibilit¢ de I'autre équation. Admettons, en effet, que
I’équation (6,) contienne au coefficient de 4? un nombre pair de fac-
teurs premiers de chacun des groupes considérés, nous aurons, en
vertu des égalités (by), les relations

‘A Any_y...BsB; B, PQ '2A25-|Anr—1~ ..B;B; B,
=1 =1,
( B, B,

qui auraient leurs analogues pour tous les facteurs premiers des deux
coefficients.

Ainsi, en résumé, lorsque les égalités (a) et (by) sont satisfaites,
I’equation (2) admet toujours des solutions entiéres si le nombre 25 de
Jacteurs premiers 8n + 5 qui entrent dans le déterminant de l'équa-
tion (1), a laguelle elle se rattache, est de la forme 4n + 2. On ne
peut rien affirmer sur la possibilité de la méme équation en valeurs
entieres, lorsque 25 = 4 n.

2° Cas des égalités (b,). — Ces égalités ne different des égalités (b;)

. ) . B .
que par le changement de signe de 'expression (f—) Dés lors, comme

dans les équations (5,) et (6,) considérées ci-dessus pour I’hypo-
these 25 = 4n, les facteurs premiers A, et B, entrent aux mémes coef-
ficients, il en résulte que lorsque les égalités (a) et (,) sont satisfaites
et lorsque 2s = 4 n, la méthode ne permet pas d'affirmer la possibilité
de I'équation (2) en valeurs entieres.

Dans Phypothése 25 = 4n + 2, il suffira, d’apres le cas précédent,
de considérer les équations de condition qui ne contiendront pas B,
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et A,; au méme coefficient. Ces équations se divisent en quatre types:
) An...B B —2A,...B,PQH?=%1,

(8,) As...B.A* —24,...B,PQH? ==,
3o drie. z (92) A, ...B,PQA* — 2A,,...B,H*==*1,
) Ay .B,PQA* — 2A,...BH*==x1.

1€ série. g

Par des considérations analogues aux précédentes, les types (72)
et (8,) de la premiére série se raménent finalement aux équations

(7e) Age—y Aseger.B;ByByB A2 — 2 A, A, ... BBB,B,PQH? = %1,
(82) AsAse s .ByBeB B A? —24, Ay ;... B;BB,PQH?=%1.

Or, comme 25 =/n + 2, on covstate facilement que ces équa-
tions (7.) et (8,) renferment un nombre impair de facteurs pre-
miers 87 -+ 5 a chacun des coefficients. Elles sont donc impossibles
en valeurs entiéres de % et de H’ (n® 15 et 31).

De méme, en ayant égard 2 la place occupée dans les deux coeffi-
cients par les divers facteurs premiers du déterminant depuis B, jusqu’a
Asi s, qui est de rang 4n, les équations des types (9;) et (10,) se ra-
menent aux types

(5)) g...Ag,_k...BGBSBQB‘PQh" |
’ —aAy...Ay ... BB BB H?==1,
(10) Ay oo AgepAgy...ByB, BB, PQA2

! —2...Ap ,...B¢ByB,B, H? = =1,

Dans ces deux équations, le facteur premier A,,_, est le seul dont la
place ne soit pas encore assignée. Ainsi, comme le nombre de facteurs
premiers du coefficient de 2 doit étre pair, le facteur A,,_, devra entrer
au coefficient de H'? de (g;) et au coefficient de %> de (10,). On ob-
tiendra ainsi les équations finales

(9s) Ases---BeByBy B, PQI2 — 245 A;, Ay, . BB, BJH = =1,
(100) AsAgey - . BB, B, PQA® — 2A,,, ... ByB,B,BH? = =1,

qui sont impossibles en valeurs entiéres de A et de H’ en vertu des
Tome XI (2¢ série), — Ma1 1866. . 22
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égalités

= -1

(53,_}7_..35353,}3,39 _ I(zA,,;,,...BGBSB,B)
Aﬁs——l - A?:—I

Ainsi, en résumé, lorsque les égalités (a) et (b;) sont satisfaites,
U'dquation (2) admet toujours des solutions entiéres si as — dn + 2,
tandis qu’on ne peut rien affirmer dans Uhypothése 2s = 4n.

31. Remarque. — Dans les théorémes précédents, les relations (a),

dérivant des égalités (%‘?) = (i—?) =...= —1, servent (n°42) a

démontrer I'impossibilité en valears entiéres de 4 et de H’ de toutes
les équations de condition qui contiennent au coefficient de A% un
nombre impair de facteurs premiers de I’'un des deux groupes A, A,,...
et By, B,,.... Les relations (3,) ou (b3), ..., ou (bs) servent ensuite 2
établir la méme impossibilité pour les autres équations de condition.

cos (A . ’
Or,comme les quantités (A—"‘) qui entrent d’une part dans les rela-
3

tions (a) et d’autre part dans les égalités (h,) ou (b4),... sont différentes,
il en résulte que, dans les permutations diverses que 'on pourra faire
subir aux facteurs premiers du déterminant dans le but de rechercher

. ., A
tous les assemblages de signes des quantités A—' -+« pour lesquels ces
2

théorémes permettent d’affirmer la possibilité des équations considé-
rées en valeurs entiéres, on pourra, dans les égalités 6., placer les
facteurs premiers des deunx groupes du déterminant dans un ordre
quelconque, sans qu’il soit nécessaire que tous les facteurs d’un méme
groupe soient disposés les uns 4 la suite des autres.

Il n'est pas nécessaire, d’ailleurs, de rappeler (n° 42) que dans ces
théorémes le nombre des factenrs premiers de chacun des deux groupes
du déterminant doit toujours étre impair.

52. La combinaison des théorémes (0°* 38 et 49) permet d’établir
une série de propositions relatives aux équations considérées (n° 42).
Reprenons I'équation

(2) .r2——2A,A2...Am_,B,Bz...Bﬂ_,PQ]”:—I,

qui admet toujours des solutions entiéres lorsque les égalités (a) du
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théoréme (n° 49) sont satisfaites, en méme temps que L'une des condi-
tions (b,), (b,), (b;) ou (8,) du méme théoreme, et considérons
I'équation

(3) @' —2A,A;... Ay B, B,...By_ By By, , PQy*=—1,
qui dérive de I'équation (2) par I'introduction dans le déterminant de

deux facteurs premiers B,, et B,,,, supposés 'un et Pautre de la forme
8n+ 35, et se rattachant aux conditions précitées (a) de la maniére

suivante :
( AI AII A?S—I BI BL‘—I B?[ B'N—l—l
—_— ) = { = e— ) =l =.. .= | = | —= =
|(#)=()= =()=@)= =)&) =¢) ==
J él. _ Az . Au—l _ Bl . - Bwr-—l . B?t . B"(+| I
@)=E)==(E)=G)==(5)=F)=(%) =
1’équation (3) admettra toujours des solutions entiéres (n° 38) si,
isolant les deux facteurs B,, et B,,,, de son déterminant, les autres

facteurs premiers A,, A,,..., B,,_,, P, Q se partagent en deux groupes
composés chacun d’un nombre pair de termes remplissant les condi-

tions
{(Ahu\):.-- <&>:<g>:(A“):.‘;:<B”‘>i:‘:‘< Q):“,il,
B, B, B., BH-H B2r+| Bzr-+|
3= ()= (8) () e () =
N B?I BZI B?l B?l—l—l B71+1 B’l-’-‘

Ainsi Uéquation (3) admet toujours des solutions entiéres lorsque les
egalités (a,) et (a,) sont satisfaites, en méme temps que l'une des con-
ditions (b)), (bs), (bs) ou (b,) du théoréme (n°® 49).

I} est utile de rappeler que, dans les égalités (a,), le nombre des fac-

teurs premiers de chaque groupe doit étre impair, tandis que ce nombre
doit étre pair dans les égalités (a,). De plus les quantités

()= () = (&) = ()

doivent avoir un signe contraire a celui des quantités

()= €)= () - ()

I
il

(a)

i

(a,)

N

22..
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On reconnaitrait aussi, d’apreés la marche suivie (n° 40), que si les
groupes des égalités (a,) sont composés I'un et 'autre d’'un nombre
impair de termes, I'équation (3) ne pourrait pas admettre de solutions
entiéres.

En introduisant dans le déterminant de I'équation (3) deux fac-
teurs premiers = 5 (mod. 8), A,, et A,,,, se rattachant au premier
groupe des conditions (a, ), ou bien deux facteurs B,,,, et B,,,, appar-
tenant au deuxieéme groupe, et en établissant, relativement a ces deux
nouveaux facteurs premiers, des conditions (ay) analogues aux condi-
tions (a,), on obtiendrait une nouvelle équation (4), qui admettrait
toujours des solutions entiéres, et ainsi de suite.

Les mémes considérations sont évidemment applicables a la com-
binaison des théorémes (n°* 38 et 50).

53. Si les conditions (@) inscrites (n® 49) sont satisfaites, et si en
méme temps les égalités (b,), (b,), (bs) ou (b,) considérées aussi (n° 49)
sont remplacées par l'une des conditions

o

!
étant contraire a celui des seconds membres des égalités (c,),(ca), (c3),

(¢4)]; conditions dans lesquelles % est < ¢, il existera dans le détermi-
nant de I’égnation

. L . . A;
[le signe de toutes les quantités analogues complémentaires 5

(2) 2% — 27, Ay B By, PQy? = — ¢

au moins deux facteurs B,,_, et B,,, qui seront tels que les quantités

A, A . .
( ) et < : ) ..., obtenues par les combinaisons deux a deux de

B H—2 2U—1

ces facteurs premiers avec I’ensemble des autres, seront de méme signe.
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Par suite, I’équation de condition
() BsaBory A2 — 2A,...B,, ;PQH? = =

pourra évidemment admettre des valeurs entiéres pour £ et H'. Donc,
dans I'une quelconque des hypothéses ot I’on s’est placé, la méthode
suivie ne permet pas d’affirmer la possibilité de I'’égunation (2) en va-
leurs entiéres.

Toutefois, comme les facteurs premiers des deux groupes A,... et
B,... peuvent étre placés dans un ordre quelconque dans le détermi-
nant de 'équation (2), il pourrait arriver que les facteurs By, et
B,,_, considérés ci-dessus appartinssent a deux groupes différents,
auquel cas (n° 42) I'équation de condition (/) ne saurait admeltre de
valeurs entiéres pour % et H'. Représentons dans ce cas par A, et Bg les
facteurs correspondant & By, , et By,_,, et considérons I'équation de
condition

(8) Ay By B? — 2A,BePQH? = = 1,

il est clair que cette équation ne pourra pas admettre de valeurs en-
tiéres pour 2 et H', ce qui conduit aux conséquences déja signalées
ci-dessus.

54. Des considérations analogues a celles qui ont été sommaire-
ment développées (n° 52) permettent d’établir des théorémes relatifs
a la possibilité en valeurs entiéres de I'équation

(2) 2 —2A, . A A ALB,. BB .. .ByPQy*=—1,

lorsque les facteurs premiers =5 (mod. 8), qui entrent dans le déter-
minant de I'équation

(1) x? — 2A4...A,,A',...A'a,Bi...BbB',.;.Hb,jz:— f,

se partagent en deux groupes composés d'un nombre pair de termes
A,... A, A .. AL et B,...By, B,...By, pour lesquels on aurait, relati-
vement aux deux facteurs premiers P et Q également de la forme
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8n — 5, les conditions

59— ()= (9= = ()=

(m: q

(29 o () (P (1)
B By | B, B,

Supposons en effet que les deux séries de nombres premiers B,... B,
et B, ... B, dans lesquelles se subdivisent les facteurs du second groupe
de I'équation (1) soient composées 'une et Pautre d’'un nombre im-
pair de termes satisfaisant, relativement aux facteurs P et Q, aux con-
ditions (a) inscrites (n° 42). Supposons de plus que les mémes fac-
teurs premiers satisfassent soit & I'une des conditions (b,),..., (by)
inscrites (n° 49), soit aux conditions du théoreme (n° 50), I'équation

(%) .1‘2-2B‘,..BbBll...B’brPQ)’2:——1

admettra toujours des solutions entiéres.

Cela posé, introduisons dans le déterminant de cette derniére équa-
tion deux facteurs premiers A, et A, du premier groupe de I'équa-
tion (1), il est certain (n° 38) que la nouvelle équation

(4) xr,— 2A,A,B,...B;B,... B, PQy*= —1

sera toujours soluble en nombres entiers, si, isolant les deux facteurs
A, et A, de son déterminant, les autres facteurs premiers se partagent
en deux séries composées 'une et Fautre d'un nombre pair de termes
satisfaisant aux conditions

A=) ()= () =m (= (8 ==
) e ()= () o ()=

Partant de P'équation (4), on introduira dans son déterminant
deux nouveaux facteurs premiers du premier groupe de facteurs de
Péquation (2), et ainsi de suite jusqu’a ce qu’on ait épuisé tous les
facteurs de ce groupe.

H est utile de remarquer en terminant que, dans les égalités ()
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et dans celles qui suivront, les conditions

PQY _ (PQ\ _ /PQ\
ry - A, = A, = .. =1
dérivant des égalités (m) devront toujours étre satisfaites.
55. Pour fixer les idées, considérons I'équation

~3
or

(2) a* — 2ABCDEF y? = — 1

qui contient six facteurs premiers =5 (mod. 8) dans son déterminant,
¢t supposons que les facteurs premiers du déterminant de I’équation

(1) x? — 2ABCD y* = — i

se partagent en deux groupes composés d’un nombre pair de termes
satisfaisant aux conditions

I A R

I’équation

3 x* — aCDEF > = —
( ¥

admettra toujours des solutions entiéres (n°® 43) si les égalités sui-
vantes, dans lesquelles on peut changer le signe des seconds membres,
sont remplies

RN BRI -

Cela étant, I'équation (2) sera toujours soluble en entiers (n° 38)
si, aux égalités précédentes (d), on ajoute I'une quelconque des con-
ditions nouvelles (e) ou (/)

S——"
I
I+
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Par suite, en observant : 1° que les égalités (d) peuvent étre rem-
placées par les conditions

w @)= @)= =)
2 que les égalités (e) et ( /) sont équivalentes aux conditions
o =)@
o - )

nous arrivons a la proposition suivante :

TrkorkMe. — L’équation x* — 2 ABCDEF y* = — 1, qui contient
six _facteurs premiers =5 (mod. 8) dans son déterminant, admet tou-
jours des solutions entiéres, lorsque les conditions suivantes sont rem-
plies :

1° Si équation x®— 2 CDEF y? = — 1 admet des solutions entiéres
en vertu des égalités (d');

2° Si les équations x* — 2ABCD y*= —1 et x* — 2ABEF y* = — 1
admettent des solutions de méme nature en vertu des égalités (e')
et (e").

( La suite prochainement. )



