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SUR LE MOUVEMENT
D’UN CORPS SOLIDE AUTOUR D’'UN POINT FIXE;

Par M. Tu. DIEU,

Professeur 4 la Faculté des Sciences de Lyon.

Quand les forces qui agissent sur le corps ont une résultante pas-
sant par le point fixe, on a les équations

d d , L dr
() AF +(C—Bjgr=o, B +(A—C)pr=o, CZ +(B--A)pg=o.

Nous supposerons que A est le plus petit et C le plus grand des trois
moments d’inertie principaux.
Des deux intégrales

(2) Ap2+Bq2+Cr2=/z, A2P2+Baq2+car2=k2’
on déduit |
k* —Ah=B(B—A)g* + C(C—A)r?,
/fﬁ-Clz:-—A(C—A)pg—B(C—B)qz;

£* doit donc étre > Ak et < Ch, la rotation autour d'un axe per-
manent étant exclue.

Tirant des intégrales { 2) les valeurs de P> q en fonction de r et les
portant dans la derniére des équations (1), on obtient

CVAB.dr

dt = =+ : .
Vi*—BA—G(C—B)r AL —F+ C{C—A)r

PREMIER cas : % < Bh. — Posant

#—Ah . Bh—j

——— = =
oy * G(C—B,
Tome X1 (2° série). — AvmiL 1866, i8

b2,
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il vient

df — + __AB dr
t== \/(C—A) (C—B) (& + rt) (a*—r?)

’apres cette expression de de, on doit toujours avoir — a < r < a.

ce qui conduit a poser
r=acosi,

) étant une variable auxiliaire. De cette hypothése il résulte

dr a
— 4+ 2 2 2 2 ey .
o= —;__d)\, b+ r*=(a*+b )(\l—a2 7 SN )\>,

par suite on a
nd

———————
Y1 — 9?sin?)

(1) dt = =

en POS«‘IIN

\/ AB / ABC o
€A (C—8) Vazm ¢ VE—a@—m ="

a? C—Bl‘i—All_ a
are M BAcCEi—R T

et

Supposons p, et ¢, de méme signe: r décroit d’abord et va de r, a
— a, puis devient croissant et vade — a a + a, etc. X, désignant la

. )
valeur de ) entre o et m tirée de cos) = —» 0n aura r= — a pour

A=m, puis r = a pour A= am, etc.; il faudra donc toujours prendre
le signe supéricur dans la formule (I), en sorte que

f‘ dX
t—n e ————————
Xy \/1 — 9*sin*i

. T . .
Soit r,> 03 on aura )\O<E- La durée du passage de r=r, a

r— -—da sera

T d)
”f}u Vi e n[aF(y) = F(y: %)),
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et celle des passagesde r=—a 4 r=a, de r=a i r= - a, etc.,
27T d'A
R [ TmEmTmm . = 271F ('y).
Jroo {1 — y*sin?)
On a

A(B— A)p? = CC—B)(b*+ r?),
B(B—A)g*=C(C—A)(a®— 2,

donc p ne peut passer par zéro et doil toujours garder le signe de p,,
tandis que g devient au contraire nul pour r = — a, puis pour r = a,
et doit & chaque fois changer de signe afin que le signe de dr change
[derniere des équations ()]

Les composantes p, q, r de la vitesse de rotation reprennent pério-
diguement les mémes valeurs respectives pour des valewrs de ) en pro-
gression de saison égale a amy ces valeurs de ) re'pondent a des valeurs
de t jormant une progression dont la raison est 4nF (7).

s . C
Angles d’Euler. — D apres la formule cosf = %, en partant de
t=mn[2aF(y) — F(y,%)], § variera depuis la valeur entre o et =
Jonmée par cos0 = — S, jusqu'a celle qui est donné 086 = =7
vonnee par cosl = — — jusqu’a celle qui est donnée par cosf = A~’

et vice versd. D’apres

. - Ap . . Bg
sing sinf = —~ 7 cosg sinf = =

 ne peut croitre ni décroitre indéfiniment, puisque p n'est jamais
’ . T 37-’ oo

nul; cet angle est égal i S ou— (selon que p,, ¢, sont positifs ou

négatifs) quand on a r= = a, el varie toujours entre les valeurs

. o . ki ’ \
equidifferentes de - répondant & r = o.

Les angles ¢ et § repnenneni periodiquemnent les mémes valeurs ¢n
méme temps que p, q, r.
De I'équation

- Ak —Cr?
d(‘b — (/t . #2 . C?rﬁni

18..
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on déduit

G d) C—A d)

g

= —— -} >
V1 — ¢%sin?) A (14 misin®)) {1 — ysin®)

en posant
C(h*—Ak)
ACh—my— ™"

La valeur initiale de ¢ étant {,, on a donc

Lp_q)_*_kt_'_nxf C—Af‘ d) '
o c ¢ A 2, (1 4+ msin?)) 1T — yisin?)

Jusqu’a l'instant ou
t=n[F(y)—F(y, %))
Vintégrale est expriinée par

O(y, m*, ) — I (3, m*, &);
jusqu'a celui ou

t=nl2F(y) = F(y, 2]y
elle est ensuite exprimée par
211 (, m*) — [ (7, m?, ko) — M (y, m*, @ — 1), ete.
On voit que ¢ augmente de

oo S )

pendant des intervalles de temps successifs égaux a 2nF (7), 4 partir

de Pinstant ou r atteint pour la premiére fois la valeur — a.

L’angle { varie toujours dans le méme sens. Ses valeurs forment
une progression par différence pour des valeurs de t croissant par ce-
grés egaux a 4nF(y) a partir ’un instant quelconque, et pour les-
quelles 0 et @, ainsi que p, q, r, reprennent périodiquement les mémes

valeurs.
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La discussion serait absolument la méme si 'on supposait r, néga-

tif avec p,, g, de méme signe, ou p,, g, de signes contraires avec r,
positif ou négatif.

SeEconD cas: k> BA. — Posant

R—Ah _ . KF—Bh _ ,
C(C—A) 77 C(C—B) 77

il vient

AB dr
di==x \/<c— A C—B Yoo

Des inégalités Ch — £? > o, B > A, on déduit a® > ¢*. On doit donc
toujours avoir ¢* < r* < a?, c’est-a-dire

—a<r< —e, si ry est négatif,

c<r<a, sir, est positif.
Cela conduit a poser
r*—c? = (a® — c*) cos’p,

p désignant une variable auxiliaire. D’aprés cela,

il dp .
— - Sp—— 3 _ 2__ 3 2.,
Jo—ryr—e 7 [TEa @ sinty

on a donc
'd
V1— osin'y

en posant

: AB ABG .
E\/(C——A)(C:ﬁj ou \/<C—B)(/<*~Ah>"‘"

a*— ¢t B— A Ch—/r’_
e M B E—ar

et

/2

Supposons pg, g, de signes coutraires et r, positif; r croit d’abord
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de ry 4 a, pnis décroit de a a ¢, etc. Soit — u, la valeur de p entre
2 2

ug . . r . _ s [ . . o
-3 et o gm est donnée par Cosf. = ;2_'P9 onaurar—a pOLll‘ Y. = 0.

13 . - .
r=cpour p ==, etc; il faudra done toujours prendre le signe su-

périeur dans la formule (I1), en sorte que

“ d
t == "/ f [ :y.,, o
N e L

D’apres cela:1° la durée du passage de r=r, a r=a est n'F (7,11, )3
2" celles des passages de r—=a a r= c et des passages inverses sont
toutes égales a n'F('); 3° la darée de la période est le double 2n'F(y';,
au moins pour 7.
On a

A(B—A)p*=C(C—B)(r*—c?),

B(B —A)q* = C(C— A){a* - r*);
donc ¢ est nul pour r=a et p pour r = c. D'ailleurs le signe de p, de

méme gue celui de ¢, doit changer a chaque passage par zéro, afin que
dr change de signe [derniére des équations (1)]

Les composantes p, ¢, r reprennent périodiquement les mémes va-
leurs pour des valeurs de t croissant par degres égaux a 4n'F () a
partir d’un instant guelconque.

Angles d’Euler. -~ On conclut de cos§ = %” gue § doit toujours

resler entre o et — quand r, est positif, et par suite r entre a et ¢. A
2
partir de ¢t =n'F (', ), 0 variera depui: la valeur donnée par
Ca . ’, o, Ce
cosf = o Jusqu’a la valeur plus grande donnée par cosf = o et
. PR
vice versd. Vapres

Ap By

s C0sg sing =

.

sing sinf =

. . \ . . . ™ B .
Iangle o est égal a un multiple impair de - pour r=a, et a un multipie
2 ’ !

de = pour r=c¢, puisque ¢ est nul pour r=a et p pour r=c: cel
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angle n’est donc pas limité, au contraire de ce qui a lieu dans le pre-
mier cas. Par une discussion minutieuse, on voit qu’il décroit indéfi-
niment lorsque p,, ¢, sont de signes contraires, comme on |'a supposé.
Enfin ses valeurs pour des valeurs de ¢ en progression de raison égale
a 2n'F () en forment une de raison égale a 7.

L'angle 8 reprend périodiquement les mémes valeurs en méme temnps
que p, q, r, tandis que ¢ varie de 2 dans un certain sens, toujours le
méme.

I’équation
k(h— Cr?)
devient
C dql . dp C—A dp
— = oo e m—— s Y |
'k V1— 9%sin’p A (14 m"sin?p) Y1 — 47 sin'p
en posant
C(B—A) .
a(c—s "

Si 'on désigne encore par ¢, la valeur initiale de ¢, on a

k 2k C—A # dp
= + ~ t + ' '“-‘""‘f eSSl
Y= G G A J_ ., (14 msintp) 1 — 97 sintp

Jusqu’a l'instant ou
A 7 \
t=n"F(y, o),

I'intégrale est exprimée par
I(y, m™, o) — IL(y, M2, — u);

jusqu’a celui ou
t=n[F{y, pe)+ F(Y)],

elle est ensuite exprimée par

IL (Y, m?, p,) 4+ I (y, m, @), etc.
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Ainsi I'angle ¢ croit constamment de % [F (y)+ (:—C—A mn(y, ln")]
pendant des intervalles de temps successifs égaux a n'F ().

L’angle § varie toujours dans le méme sens, et ses valeurs Jorment

. . , . 'k p C—A ,
une progression de raison égale a irk I:F (V) +-—— 1 (y,m ’)]

G
pour des valeurs de t en progression de raison égale a 4n'F(y
tandis que p, q, v, O reprennent periodiquement les ménes valeurs et
que ¢ prend des valeurs en progression de raison égale a am.

La discussion se fait tout i fait de la méme maniére quand on sup-
pose p,, ¢, de signes contraires et r, négatif, ou p,, q, de meéme signe
et ry positif ou négatif,

I.a différence la plus remarquable entre le premier cas et le second
consiste en ce que I'angle ¢ n’est pas limité dans celui-ci, tandis qu’il
oscille, pour ainsi dire, entre deux valeurs fixes dans lautre.




