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SUR LA DETERMINATION

Des nombres de wvaleurs que prennent les fonctions par les

permutations des letires qu’elles renferment ;-

Par M. DESPEYROUS.,

Considérons une fonction d’un nombre quelconque m de variables -
indépendantes a, b, c,..., k, [, et supposons que I’on échange entre
elles ces variables de toutes les maniéres possibles. Si la fonction est
symétrique, elle ne changera pas de valeur par suite d'un échange
quelconque de ces lettres; mais si elle n’est pas symétrique, elle
prendra par suite de ces échanges un nombre de valeurs distinctes qui
dépendra de la forme de cette fonction, nombre qui sera évidemment
égal au plus au nombre total des permutations 1.2.3...m qu'offrent
ces m lettres. Entre ces limites, I'unité et le produit 1.2.3... m,
il y a plusieurs nombres qui ne peuvent, dans aucun cas, représenter
le nombre de valeurs distinctes que prennent les fonctions par les
permutations des lettres qu’elles renferment. '

De la résulte 'importance de la solution des deux questions sui~
vantes, corrélatives I'nne a Pautre : « Quels sont les nombres de va~
» leurs distinctes que prennent les fonctions par les permutations des
» variables qu’elles renferment? Comment peut-on former des fonc-
» tions dont les nombres de leurs valeurs distinctes soient les nombres
» trouvés? »

I’Académie des Sciences proposa, en 1858, pour sujet du grand
prix des Sciences mathématiques 4 décerner en 1860, la solution de ce
double probléme, et elle ajouta que « sans exiger des concurrents une
» solution compléte, qui serait sans doute bien difficile, elle pourrait
» accorder le prix & auteur du Mémoire qui ferait faire un progrés
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» notable & cette théorie [*]. » En mars 1860, M. Serret, rapporteur
du résultat de ce concours, déclara qu’il 0’y avait pas lieu & décerner
le prix, et la question fut retirée [**]. ' ' o

Cauchy, celui de tous les géométres qui s’est le plus occupé de
cette théorie, a fait dépendre la solution de la double question pro-
posée de la détermination des nombres de valeurs distinctes des fonc-
tions transitives [***], détermination qui est loin d’étre compléte mal-
gré les travaux récents des auteurs qui ont suivi la marche tracée par
ce grand géomeétre. Nous avons attaqué la question avec des principes .
trés-différents s ceux dont nous nous sommes servi se rattachent a un
ordre d'idées entiérement nouveau, a la théorie de Uordre, créée par
Poinsot : « théorie, dit ce géométre, neuve et profonde, dont les élé-
» ments sont & peine connus, mais qu'on doit regarder comme le
» premier fondement de I'Algébre et la source naturelle des princi-
» pales propriétés des nombres [**¥] » . : o

Nous faisons en effet c]épendré la solution du double problé,me.pro-'
posé de toutes les classifications possibles des permutations de m lettres
en groupes de permutations associées de telle maniére que, malgré
tous les échanges qu’on voudrait faire de ces lettres, les permutations -
d’un méme groupe ne puissent jamais se séparer; et ces classifications
sont déduites de la théorie de I'ordre, comme nous le montrerons
bientot. , : , ' -

Le travail actuel n’a qu’'un but, celui de démontrer le théoréme
suivant et sa réciproque : Si une fonction de m lettres a s valeurs dis-
tinctes, par suite des échanges de ces lettres, on peut partager les per-
mutations qu’elles produisent en s groupes de permutations insépa-
rables, quel que soit I'échange de ces lettres. Réciproquement, si toutes
les permutations de m lettres sont partagées en s groupes de permu-
tations inséparables, quel que soit I'échange de ces letires, il existe
des fonctions de m letires dont le nombre de valeurs distinctes est
égal & ce nombre s; et nous donnons le moyen d’en former. :

R

[*1 Compies rendus de I’ Académic des Sciences, t XLV, p. 302.

[**] Comptes rendus de I’ Académie des Sciences, t. LIL, p. 555.

[***] Comptes rendus de I’ Académie des Sciences, t- XXI et XXIL.
[****] Mémoires de UInstitut pour les années 1813, 1814, 1815, p. 382.
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De 14 nous concluons qu’effectivement la détermination des nom-
bres de valeurs distinctes que prennent les fonctions de m lettres
dépend exclusivement de zoutes les maniéres possibles de partager
les permutations de ces m lettres en groupes de permutations in-
séparables, c’est-d-dire associées de telle maniére que, malgré tous les
échanges qu'on voudrait faire de ces lettres, les permutations d’un
meme groupe ne puissent jamais se séparer.

Nous désignerons par p. le nombre total des permutations de m let-
tres, et par «, B, 7s++- CES permutations (que nous supposerons partagées
en § groupes composés chacun de ¢ permutations associées de telle
maniere que, malgré tous les échanges qu’on voudrait faire de ces
lettres, elles ne puissent jamais se séparer. En sorte qu’on aura

1 =1.2.3...m, p=Ss
el le tableau : a T

%y ﬁu T1seeey Wyy
(A) ' O3, @2: Y2300y 2y

Ussy ﬁ“ Tsseees gy
le nombre de lettres , 3, v,..., @ étant égal a q.

TakorkME I. — Zoute fonction V de m letires qui sera invariable
pour toutes les permutations d’un seul groupe du tableau (A), et qui
changera de valeur pour une quelconque des permutations de chacun
des autres groupes du méme tableau, aura s valeurs distinctes quand
on y permutera, de toutes les maniéres possibles, les m lettres qu'elle
renferme. ~

Admettous en effet que cette fonctiort V prenne une méme valeur V,
pour toutes les permutations d’'un des groupes du tableau (A), du
premier par exemple, et qu’elle prenne une valeur différente V, pour
une permutation quelconque d’un des autres groupes, pour @, par
exemple du second. Je dis que cette fonction V prendra la méme va-
leur V, pour toutes les permutations a,, B,,..., @, du méme groupe.
Car les permutations des s groupes du tablean (A) étant inséparables

Tome X (¢ série), — FEvrier 1865. 8
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pour tout échange de lettres, quel que soit P'échange de lettres néces-
saire pour transformer ¢, en «,, ce méme échange de lettres trans-
formera toutes les autres permutations du premier groupe en toutes
les autres du second; par exemple, B, en dy, 7, en X, et ainsi de
suite. o - c

Or cet échange de lettres transforme par hypothése «; en e, et-V,
correspondant & ¢, en V, correspondant & «,; mais 'V, relatif & ﬁ,'
n’est autre chose que V, relatif & ¢, oit 'on a changé seulement la no-
tation d’une certaine maniére; donc ce méme échange de lettres trans-
formera la valeur V, relative & 3, en la méme valeur V, relative & 0.

Par une raison semblable, ce méme échange de letires transfor-
mera la valeur V, relative & 4, en la valear 'V, relative & y., et ainsi
de suite. Donc la fénction Y prjendra une méme valeur V, pour toutes
les permutations du second groupe. - o

On démontrerait de la méme maniére que si la fonction V prenait
]a valeur V, pour une des permutations du troisiéme groupe, pour vy
par exemple, cette fonction conserverait la méme valeur V; pour toutes
les autres permutations f3;,..., vy de ce méme groupe. 1l en serait de
méme pour tous les antres groupes. Donc le théoréme énoncé est
démontré. ' ' N

Corollaire. — Si les valeurs V,, Vy,..., V; de la fonction V pour les
permutations o, Gay..., & Etaient égales entre elles, cette fonction
conserverait une valeur unique V,; pour toutes les permutations des
lettres quelle renferme : on dit alors que V est symétrique par rapport
a ces lettres.. ‘ o

‘Trgortwe I1. — Réciproquement, si .= sg, et si l'on peut décom-
poser les p. permutations de m letires en s groupes composés cha-
cun de q permutations, telles qiune fonction de ces m lettres soit in-
variable pour les permutations de chacun de ces groupes et prenne
s valeurs distinctes pour ces s groupes, les permutations de chacun
 d’eux sont inséparables, quel que soit I'échange des m lettres qui

les forment. - -

Supposons en effet qu'une fonction V de m lettres prenne une
méme valeur pour toutes les permutations d’'un quelconque des



PURES ET APPLIQUEES. 59

s groupes du tableau (A); la valeur V, pour toutes celles du premier-
groupe, la valeur V, pour toutes celles du second, etc., et enfin la
valeur V, pour toutes celles du dernier. )

Quel que soit 'échange de lettres nécessaire pour transformer la
permutation ¢, en une quelconque des permutations d’un des s grou-
pes, en «; du second, par exemple, cet échange de lettres changera,
par hypothése, la valeur V, de V relative 4 ¢, en la valeur V, relative
a o,. Mais, par hypothése encore, V prend pour 3, la méme valeur V,,
et 'V, relatif & 8, n’est autre chose que V, relatif 4 ¢,, ot 'on a changé
la notation ; donc ce méme échange de lettres transformera V, relatif
a f3; en V, qui sera, d’aprés I’énoncé du théoréme, relatif 4 une per-
mutation du second groupe, & ¢, par exemple, nécessairement diffé-
rente de «, : donc cet échange de lettres changera 8, en &,. On ferait
voir de méme qu'il changerait toutes les autres permulations du pre-
mier groupe en toutes les autres du second. Il en serait évidemment
de méme pour deux quelconques des s groupes du tableau (A).

Si, au contraire, un échange de lettres transformait ¢; du premier
groupe, en toute autre du méme groupe, en 8, par exemple, comme
V, est, par hypothése, invariable pour toutes les permutations de ce
groupe, cet échange de lettres rendrait V, invariable. Mais la valeur
V, peut €tre considérée comme relative 4 @, ; donc ce méme échange
de lettres rendant V, invariable, et V, n’étant invariable que pour les
permulations du premier groupe, cet échange de letires transformerait
B: en une autre permutation du méme groupe, en ¢, par exemple. On
ferait voir de la méme maniére que ce méme échange de lettres chan-
gerait ¢, en une autre permutation du méme groupe, et ainsi de suite.
Donc, par cet échange, les permutations de ce premier groupe ne font
que se transformer les unes dans les autres, que se déplacer. Il en se-
rait de méme pour tout autre groupe.

Les deux résultats précédents démontrent évidemment la réciproque.

Trtorkme III. — §i une fonction de m letlres prend s valeurs
distinctes quand on y permute ces letires de toutes les maniéres
possibles, le nombre total p. des permuiations de ces lettres peut
étre partagé en s groupes composés chacun de q permutations (p. = sq )
associces de telle maniére que, malgré tous les échanges de ces

8..
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lettres, les permutations d’'un méme groupe ne peuvent jamais se
séparer.

Soit V une fonction de m lettres; si s est inférieur 4 y., il faut né-
cessairement que parmi ces p permutations il y en ait plusieurs o,
Bije..y »;, en nombre ¢ par exemple, qui fassent acquérir une méme
valeur V, & cette fonction. Soient «, une des p. permutations qui ne
soit pas comprise dans ce premier groupe, et V, la valeur que prend
V pour cette nouvelle permutation.

Quel que soit V'échange de letires nécessaire pour transformer o, en
¢y, ce méme échange de lettres transformera les ¢ — 1 permutations
Bis Y13-+-; 0y respectivement en fBy, 7Yay..., ©o3 6t je dis que ces der-
niéres sont différentes des premiéres et font acquérir & V la méme va-
leur V,. Car I'échange de letires que 'on considére transforme par
hypothése e, en ¢, , et la valeur V, relative 2 «, en la valeur V, rela-
tive & e,. Mais V, relative 4 3, n’est antre chose que V, relative 4 a,,
oul'on a changé seulement la notation; donc cet échange de lettres
doit nécessairement transformer encore V, en V;; et comme il trans--
forme aussi 8, en 3, par hypotheése, la fonction V prend pour 8, celte
valeur V,. Donc encore, cette permutation f3, différe de celles du
premier groupe; car si elle coincidait-avec I'une d’elles, elle ferait
acquérir 2 V la valeur V,.

Ce raisonnement pouvant s'appliquer a toute autre permutation du
premier groupe, les g permutations du second groupe a,, 'yz,...., Wy
sont différentes de celles du premier, et elles font acquérir une méme
valeur V, 4 la fonction V.

11 y a plus : les ¢ permutations de ce second groupe sont les seules
pour lesquelles V prend la valeur V,. Car si, pour une permutation
quelconque ¢, différente de celles de ce second groupe, V prenait
encore la valeur V,, il y aurait ¢ + 1 permutations qui feraient acqué-
rir & V une méme valeur V,; et dés lors il y aurait, en appliquant & V,
le méme raisonnement qui a été fait sur V,, g -+ 1 permutations pour
lesquelles V Prendralt une méme valeur V,, ce qui est contre I'hy—
pothése. '

Il résulte de la que si s =2, on a p.= 2q. Mais si s est supérieur 4 2,
il y a nécessairement, parmi les p. permutations, une auntre permuta-

i
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tion, e; par exemple, différente de celles des deux premiers groupes,
pour laquelle V prendra une valeur différente V; des deux premiéres
V, et V,. Et on démontrerait, de la méme maniére, que parmi ces
p.permutationsil y en a nécessairement g— r autres, différentes de celles
des deux premiers groupes, pour lesquelles V prend cette méme va-
leur V,. En sorte que sis=3, on a p= 3¢. On raisonnerait de la
méme maniére, si s était supérieur 2 3.

Donc, quel que soit le nombre s de valeurs distinctes de la fonc-
tion V, les pr permutations des m lettres qui entrent dans cette fonc-
tion se partagent en s groupes composés chacun d’un méme nombre ¢
de permutations, ¢ étant défini par I'équation p. = sq (ce qui est le
théoreme de Lagrange); et de plus, d’aprés le théoréme précédent,
les permutations de ces s groupes sont inséparables pour tous les
échanges des m lettres qui les forment,

Taforkme IV, — Réciproquement, si les p permutations de m lettres
sont parlagées en s groupes ce permutations, inséparables pour tous
les échanges de ces lettres, on peut former des fonctzans de m let-
tres qui aient s valeurs distinctes.

Considérons en effet la fonction linéaire de mlettres @, b, c,..., I,
v=Aa+ Bb +...+ LI,

dont les coefficients A, B,..., L sont indépendants les uns des autres.
Cette fonction prendra p. valeurs distinctes relatives aux p. permuta-
tions de ces lettres a, b,..., . Désignons par v,, ¢,,..., ¢, les valeurs
qu’elle prend pour les ¢ permutations d’un des groupes du tableau (A),
du premier par exemple, et prenons pour la fonction V Pexpression
symétrique de ces g quantités

V=v,0,..9,

Je dis que cette fonction V prendra s valeurs distinctes par suite des
p. permutations des m lettres a, b,..., [ qu'elle renferme. Car, quel que
soit I'échange de lettres qui transforme les permutations «, et ¢, du
tableau (A) P'une dans I'autre, ce méme échange de lettres transfor-
mera les permutations du premier groupe en celles du second, puisque
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les s groupes de ce tableau sont composés de ¢ permutations insépa-
rables; et, par suite, ce méme échange de lettres-transformera o,,

Vsy..., ¥, Tespectivement en ¢, ¢,,..., ¢, et aussi V en V' définie par

Péquation : : ' '
o I3 -f

V=00,

Et si Pon avait, comme le fait remarquer Cauchy, -

V=V,

tout systeme de valeurs de a, b,..., I, propres 4 rendre nul I'un des
facteurs de V', ¢/, par exemple, rendrait V également nul; et, par con—
séquent, ce systéme de valeurs devrait annuler 'un de ses facteurs,
v par exemple. Donc, si Pon suppose '

' v}:A’a——{—B’b e+ L, v, =Aa+Bb+..+ Ll

anquel cas les coefficients A’, B',..., L' ne sont autre chose que les
coefficients A, B,..., L rangés dans un autre ordre, on a I'égalité

AN

A4+B 4.+ L=A+B+.+L;

et les deux équations
r
=0, p,=o0,

devant étre satisfaites par les mémes valeurs de a4, b,..., I, produisent
la suite d’égalités - g o

A jiJ 74
——— § == = —L—.

A=

Mais de ces derniéres et de I'égalité précédente on déduit

N _ W _ A4 Bl

A4-B+...+L ;

on devrait donc avoir
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ce qui est impossible, puisque c'est par suite d’'un échange de letires
que ¢, s’est transformé en ¢,

Ainsi V' ne peut pas étre égal 4 V. Il en serait de méme pour les
autres valeurs de 'V relatives aux autres groupes du tableau (A); donc
cette fonction V a s valeurs distinctes.

Remarque. — On peut trouver une infinité de fonctions V dont le
nombre de valeurs distinctes est égal & s. Par exemple, sil’on suppose

p=at, b®. ..
et si 'on prend
V-: V{ +v: +- s + Vq,

cette fonction offrira s valeurs distinctes.

Plus généralement, si I'on prend pour V une fonction symétrique
de 9,y 0s,..., ¥, qui sont les valeurs que prend une fonction quel-
conque ¢ des m lettres a, ,..., I pour les ¢ permutations du premier

groupe du tableau (A),
V =TF (04, Vay.er5 V)5

telle que cette fonction F prenne des valeurs diftérentes pour une
quelconque des permutations de chacun des autrés groupes de ce
méme tableau; cette fonction V aura (théoréme I) s valeurs distinctes.

Tatorime V. — Pour avoir tous les nombres de valeurs distinctes
que prennent les fonctions quand on y permute les m lettres qu'elles
renferment, il faut et il suffit que Uon considére toules les maniéres
possibles de partager les p. permutations qu'offrent ces lettres en
s groupes composés chacun de q permutations, p.= sq, associces de
telle maniére que, malgré tous les échanges qilon voudrait faire de
ces lettres, les permutations d’un méme groupe ne puissent jamais se
séparer.

Car si une fonction quelconque de m lettres a s valeurs distinctes,
par suite de tous les échanges possibles de ces lettres, les g permuta-
tions de ces letires se. partagent en s groupes de permutations insé-
parables (théoréme IIT). Réciproquement, si ce partage est effectué,
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on peut former de plusieurs maniéres des fonctions de m lettres dont
le nombre de leurs valeurs distinctes soit égal & s (théoréme IV).
Donc le théoréme est démontré.

Corollaire. — 1l résulte de ce théoréme que si, par un moyen
quelconque, on peut trouver toutes les maniéres possibles de décom-
poser les p. permutations de m lettres en s groupes de permutations
inséparables, on aura trouvé par cela méme tous les nombres s de-
valeurs distinctes que prennent les fonctlons de m lettres par suite de
tous les échanges de ces lettres.



