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MEMOIRE
Sur les divers genres d’homogéndité des corps solides, et prin-
cipalement sur I’ homogénéité semi-polaire ou cylindrique, et
~ sur les homogénéités polaires ou sphériconique et sphérique;

‘Par M. DE SAINT-VENANT:

" Lu & P’Académie des Sciences le 21 mai 1860.

1. Définitions ; objet. — On connait la distinction établie par Cau-
chy entre un corps solide isotrope et un corps solide qui est simple-
ment homogéne, quant 4 ses propriétés élastiques. Un solide est
isotrope si, fournée ou envisagée n'importe comment, sa matiére est
identique 4 elle-méme, c’est-a-dire si elle offre parfout et en tous sens
la méme contexture; ou si, non-seulement en tous ses points, mais en-
core suivant toutes les directions, les mémes petits déplacements mo-
léculaires y développent les mémes réactions mécaniques.

Il n’est quhomogéne si sa matiére offre la méme élasticité ou les
mémes réactions en tous les points dans des directions ﬁomologues,
mais non pas en tous sens autour de chaque point.

D’apres cela, les corps regullerement cristallisés sont homogeénes et
non isotropes. Il peut en étre de mnéme de corps amorphes ou i cris- -
tallisation confuse, tels quune plaque métallique laminée, car elle a
presque toujours des forces élastiques de grandeurs différentes dans
le sens de I'épaisseur, dans le sens de la largem' et dans le sens de la
longueur [*].

[*] C’est & quoi n'ont sans doule pas songé plusieurs savants de 1'Angleterre et de
P'Allemagne; qui semblent n’attribuer 'hétérotropie qu'aux corps cristallins. ( Poir mon-
Mémoire sur la distribution des élasticités autonr.de chaque point.d’un solide ou- d’un

Tome X.(2¢ série}. — ScpreMBRE 1865. 38
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Mais, outre I'homogénéité en quelque sorte paralléle ou rectiligne
qui se présente dans ces deux exemples, et qui a été seule considérée
jusqu’a présent, il peut y en avoir une infinité d’autres.

Qu’on enroule en tuyau cylindrique cette plaque homogene rectan-
gulaire non isotrope supposée mince, en dirigeant, par exemple, les
génératrices dans le sens de sa longueur. Elle ne cessera pas d’étre
homogéne wais 'égalité d’élasticité aux divers points n’aura pas lien
pour des directions paralléles entre elles. Il y aura égale élasticité sui-
vant les rayons qui vont tous couper perpendiculairement I'axe du
cylindre : ce sera-1élasticité dans le sens de I'épaisseur. Il y aura
égale élasticité suivant les diverses tangentes aux cercles ayznt leur
centre sur cet axe. Il n’y aura que les élasticités égales suivant Ia lon-
gueur qui auront conservé des directions paralléles entre elles.

C'est ce que I'on peut appeler 'homogénéité semi-polaire ou cylin-
drique; elle a généralement lieu pour les tubes étirés ou coulés, et
aussi pour les piéces de bois de droit fil.

Quelque chose de plus compliqué et d’analogue cependant aura
lien si I'enroulement de la plaque en cylindre se fait obhquement A ses’
dimensions, ou si on 'opére en cone, etc. '

Qu’on imagine maintenant une sphére solide pleine ou creuse, ou
un corps de forme quelconque divisible en couches sphériques con-
centriques. Si la résistance ou la réaction élastique, pour mémes dé-
placements de ses points, est partout égale dans le sens des rayons,”
et partout égale aussi dans certains sens perpendiculaires entre eux et
aux rayons, ceux par exemple ou se comptent les latitudes et les lon«-
gitudes pour un équateur donné, la matiére est homogéne, mais polai-
rement; ou d’une maniére que nous pouvons.appeler sphériconique
vu le rdle qu’y jouent les cdnes de latitude {ci-aprés, n 9 et 10) ayant
un axe déterminé, le méme pour tous. ' '

On peat aller plus loin et dire qu’il y a autant de genres d’homo-
généité mécanique qu’il y a de systémes possibles de coordonnées
curvilignes ou de systémes de surfaces orthogonales conjuguées. Tous

miliew. de contexture quelconqua, par twulzerement quand il est alnorpfze sans étre 1sg=
trope, inséré dans ce méme Journal, 1864 ).
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les genres peuvent étre compris ‘dans cette définition, qui s'applique-
rait méme a des propriétés de toute sorte, mécaniques ou aulres:

Un corps est homogéne lorsque U'un quelconque de ses éléments
imperceptibles est identique a tout élément du méme corps, pris ail-
leurs, ayant méme volume et méme forme, mais orienté d’une ceitaine
maniére qui peut changer d’un endroit a l’autre. 11 I'est méme encore
lorsque cette identité de deux éléments, pris n'importe ou et convena-
blement orientés, souffre exceplion pour certains poin!s isolés on
ombilicaux (tels que sont ceux de 'intersection commune des plans
des cercles de longitude de la sphére dont on vient de parler, comme
on dira aun® 11).

Le mode d’orientation des éléments, ou la direction relative de
leurs lignes homologues, détermine le genre de ’homogénéité, genre
dont chacun admet, comme nous verrons au n° 3, des sous-genres ou
les orientations possibles en chaque point sont multiples. ‘

Les corps isotropes réunissent tous les genres d’homogénéité; lears
éléments sont identiques de quelque maniere qu’ils soient orientés.

Mais, comme I'ont remarqué depuis longtemps Savart [*] et M. Re-
gnault [**], Disolropie est rare, méme dans les solides coulés, dont
la contexture s'est constituée par refroidissement rapide aprés fusion.
Une plaque de fonte, un vase de verre, etc., peuvent offrir en divers
sens des élasticités inégales, tout comme une fenille ou un tube de
tbley et c’est méme, comme je ’ai montré ailleurs i la suite d’une dis-
cussion détaillée [***], la seule conclusion qu’on doive tirer des dif-
férences -qui ont été trouvées entre les résultais de quelques expé-
riences, et ceux de calculs faits avec des formules d’isotropie & un seul
coefficient; formules qui sent les conséquences obligées et rigoureuses

[*] 4nnales de Chimie et de Physique, t. XLI, 1829, p. 373, Essai sur la réaction
de torsion.

[**] Relation des expériences entreprises pour déterminer les principales lois plky-
siques et les données numériques qui entrent dans le calcul des machines & vapeur,
© 1™ partie, 1847, t. XXI des Mémoires de I’Institut, p. 432. '

[***] Nouvelle édition annotée (1864) des Legons de Navier, & I'Appendice V, -
dont on peut consulter surtout les §§ &9, 8%, 68 et surtout 75.

38..
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de la loi des actions moléculaires que tout le monde invoque ouverte-
ment cu tacitement, et méme sans laquelle tout établissement de for-
mules mathématiques d’élasticité est illusoire . -. e

Il est donc désirable de pouvoir poser et traiter les formules rela-
tives aux corps hétérotropes comme celles qui s’appliquent aux corps
isotropes.

C'est ce que j'ai fait dans de précédents Mémoires pour des cas de
torsion et de flexion de prismes doués de ’homogénéité que nous ve-:
nons d’appeler paralléle ou rectiligne, ot les éléments-identiques ont
tous la méme orientation [*]. . :

Je me propose, dans celui-ci, d’établir les principes généraux
propres aux homogénéités de tout genre,-et, comme application, de
résoudre quelques problémes sur un cylindre creux et sur une sphére
creuse, hétérotropes. et doués des homogénéités qu’on vient de dé-
finir. g

2. Caractére et expression analytique d’un genre quelconque d’ho-
mogénéité. — Tmaginons trois droites matérielles extrémetnent petites .
et-rectangulaires

X, ¥, 2 on mX, my, mz

partant d’un méme point iz d’un coips élastique pris dans Pétat dit
naturel, ot aucune force extérieure n’agit sur lui [***]. Puis, le corps
ayant épronvé ensuile une petite déformation qui change les distances
et les actions mutuelles de ses parties ¢t engendre en conséquence des
pressions ou tensions & son intérieur, appelons respectivement’

dx; dyy dz et 8529 8ax» Say

[*1 Legons de Navier, Appendices, §§.21, 56, 75, et, dans le méme ouvrage,
VHistorigue, n°® XXII, XLIII; et aussi le n® 2 du Mémoire cité sur la distribution
des élasticités, 1864, p. 26g-250.

[**] Savants étrangers, v. X1V; De-la torsion des prismes; Journgl.de M. Liouville,
1856, De la flexion; et Notes sur Navier, oo T . t e

[***] Nouvelle édition de Navier, Appendice 11, § 22, et Appendice complémen-
laire, § 80. .o B B I ’
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les trois dilatations, dans les sens de ces droites, c’est-a-dire les pro-
portions trés-petites des allongements qu’elles ont éprouvés, et les
trois glissements relatifs intérieurs, mesurés par les cosinus des angles
légérement aigus dans lesquels se sont changés ymz, zmmx, xmy;
quantités qui déterminent complétement la déformation dans une
petite étendue autour du point m. Ok a, comme on sait, pour les six
composantes, suivant les mémes trois droites, des pressions ou ten-
sions p a travers I'unité superficielle de trois petites faces qui leur sont
perpendiculaires, ayant leur centre en m, les expressions suivantes, ou
la premiére sous-lettre affectant p désigne la face par sa normale, et,
la seconde, le sens de décomposition :

Pxx= Qxxxxdx + Asxyydy + Axxzz pHES AxxyzByz + Axxzx §zx + AsxxyBrys
Pyy = 3yyxxds =+ 8yyyydy + Ayyas 2+ Ayyya Gra + ByyaxGor + Ayysy Ly
( I ) Prz == Az xxdx 4+ Azzyy by ~+ Qyzzz 9z 4 Azzyz Gyz - Azzzx G Azaxy Bxy s
[’ Pyz = ay, xOx = ayzwby —+ Ayzzz dz+ Ayzyz gyz -} Ayzzx Gox ayzxygxyy

Pzx = Azxxxdx~+ Azeyy dy —+ Azxaz O+ Azxyz 8yz + Bzxax Gox + Azxxy 8xy >

Pey= Axgxxdx = axyyyay - Ayyzy 07— Acyyzfyz + Axyus 8px —+ Axyxy By 5

Bxxxxye.., Axyyx SONt des coefficients qui dépendent de la contexture
du corps dans lIa méme petite étendue ot le point m se trouve com-
pris; coefficients ou paramétres qui de trente-six se réduisent 4 vingt
et un distincts ax plus, vu D'égalité nécessaire, irréfragablement
prouvée par Green [**], entre ceux qui, COmme axxyz et ay;xx, ne dif-

férent que par P'ordre ot sont placés leurs deux groupes de deux
indiees ou sous-lettres.

("] Porez dans ce Journal, année 1864, Mémoire sur la distribution des élastici~
2€s, elc., n° 3, p. 2792, et aussi, nouvelle édition de Navier, 1864, Appendice complé-
mentaire, § 8%, p. 795, ce qu’il Faut ajouter aux Formales (1) quand le corps part
- d’un autre état que I'état naturel, ou quand il y avait, antérieurement aux déforma-~

tions 9, , ., .., 8yx éprouvées, des pressions intérieures et extérieures P Pygs-es
Py :

{*"] Comptes rendus de &’ dcad. des Sciences, 16 décembre 1861, t. LI, p. 1107,
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Il faut meme, avec Cauchy, Poisson, etc., réduire ces paramétres
seulement a quinze en vertu de cette grande loi des actions fonctions
des distances dont on ne peut pas, disons-nous, se passer en Méca-
nique physique, et dont on tire six égalités complémentaires, telles
que ' :

xxyy = dxyxyy Bxxyz = Axyaxsy

ce qui faif toutes. les vingt et une égalités buscepllbles d’étre posees
entre ceux des coefficients qui portent les quatre mémes sous—
letires quel que soit leur arrangement.

" Mais pour montrer que ce qui suif est indépendant de I'existence
de ces six derniéres égalités, auxquelles plusieurs savants refusent
d’acquiescer, nous n’opérercns, comme Green, que la réduction des
trente-six coefficients & vingt et un dans le cas le plus général de con-
texture, ce qui en conserve, quand ily a isotropie, dewx qu'il n'y a
aucun inconvénient & traiter comme inégaux dans les formules, sauf &
les faire égaux daus les applications, si 'on est convaincu, comme je
.le suis, de leur égalité. '

La place de ces divers coefficients dans les formules (1) montre
suffisamment le réle de chacun dans les propriétés élastiques d’une
matiére hétérotrope. Les coefficients asxx, ayyyys 22222, par lesquels il
faut multiplier les dilatations pour avoir les pressions qu’elles en-
gendrent dans leurs sens, sur des faces qui leur sont perpendicu-
laires, sont appelés élasticités directes. Ceux ayzys, Asxzx, Asyxy SOt
les élasticités tangentielles. Cenx ayyz, Azxx, Axxyy SONt appelés (par
les anteurs. qui les croient inégaux aux trois précédents) élasticités
latérales. Enfin M. Rankine a nommé élasticités asymétriques les
autres, tels que agsyz, axxyy, €tC., qui sont nuls (n°® suivant) lorsqu’il y
a, au point considéré, trois plans de symétrie de contexture, perpen-
dnCllldll‘(:‘S aux lignes x, y, z.

- Ces formules (1) de composantes de pression sur trois faces ortho-.
gonales conviennent 4 des corps hétérogénes comme 4 des-corps.
homogénes. ' o

Elles sont apphcables, par consequenl pour tous les genres d’ho-
mogénéité.

Si x, y, z ont partout les mémes directions, paralléles respectwe—
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ment 4 trois axes coordonnés fixes &, ¥, z, et si les coefficients a ont
les mémes grandeurs pour tous les points m d’un corps, ce corps jouit
de ’homogénéité paralléle on rectiligne; car les petits éléments paral-
lélipipédes de mémes dimensions, orientés de méme, donnent, pour
mémes déformations éprouvées d,..., g, les mémes pressions ou
réactions élastiques p zy...y Py

Si, 8xsxxseery 2xyxy ayant encore les mémes grandeurs partout, les
directions des lignes orthogonales x, y, z varient d’un ‘point & 'autre
suivant une certaine loi, le corps est homogéne, mais d’un autre
genre. o

Tous les genres d’homogénéité sont donc caractérisés par les équa-~
tions (1) avec les vingt et un ou.quinze coefficients azgx,...; Axyxy
constants, en prenant, en chaque point, les directions x, y, z nor-
males aux surfaces orthogonales conjuguées du systéme de coor-
données auquel répond le genre particulier d’homogénéité que T'on
considére. '

3. Sous-genres répondant & des symétries de contexture de la
matiére en chaque point; homogénéité simplement sphérique. — Chaque
genre d’homogénéité se subdivise naturellement, tout comme le genre
ordinaire ou paralléle, en une infinité d’espéces répondant aux va-
leurs particuliéres, en nombre infini, des coefficients a.

Mais, pour chacun, il y a aussi des sous-genres, ot un élément, pris
dans un endroit quelconque, peut trouver dans tout autre endroit son
identique suivant deax ou plusieurs orientations.

Cette possibilité de dewxc orientations aura lieu si, partont, la con=
texture du corps est symétrique mécaniquement par rapport au plan
tangent & I'une des trois surfaces coordonnées qui caractérisent le
genre de 'homogénéité; car tout élément sera identique avec 1'élé-
ment qui lui est symétrique par rapport 4 ce plan.

Si x représente en direction la normale a cette surface ou a ce plan
de symétrie, les termes en g,;, g,; doivent disparaitre des quatre pre-
miéres expressions (1), et subsister seuls dans les deux derniéres; i
le faut pour qug celles-1d restent les mémes et que celles-ci ne fassent
que changer de signe lorsqu'on change simplement le sens de la
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ligne x, c’est-d-dire quand on la remplace par son prolongement sy-
métrique de I'autre coté de la face yz [*].

" Sila symétrie de contexture a lieu par rapport au plan tangent 2
une deuxiéme face zx, cela entraine la symétrie par rapport 2 la troi-
sieme xy; et 'on a un sous-genre pour lequel Vorientation possible est
sextuple, c’est-d-dire qu un element prls n 1mporte ou trouve partout
son identique dans six positions différentes. Alors les expressions (1)
se réduisent a la forme suivante en x, y, z, comme on sait que cela a

lieu en &, y, z pour le genre paralléle ou ordinaire: 4
A Pox= ads+ £y + €2, Pyz= gz,
(2) A py=E%+bdy+d, et po=egu,
P = €%+ dy + €2, Psy= {8xy-

Yaffecte d’accents trois des coefficients, par le motif énoncé au numéro
précédent, et bien que, dans mon intime conviction, non encore.
généralement partagée, les élasticités latérales d', ¢, £’ soient égales
respectivement aux élasticités tangentielles d, e, £.

Et si, en chaque endroit, dans une petite étendue, x ou mx est un
axe de symétrie de la matiére du corps, chaque élément, transporté
ailleurs, y trouve son identique dans une infinité de positions symé-
triques par rapport & cet axe. Alors on a, toujours comme pour |'ho-
mogénéité paralléle [**],

non-seulement b=c¢, e=f, ¢'=1{', maisencore b=ad+ d;

ce qui est la condition pour que les six expressions p restent compo-
sées de la méme maniére et avec les mémes coefficients en fonction,
des ) et g relatifs & leurs directions lorsqu’on fait tourner my et mz,
autour de mx, d’un angle infiniment petit, et, par suite, d un angle

quelconque.

~

[*] 7oy ez le tome de 1856 de ce Journal, Memozre sur laflezmn, art. 9, ou la nou- -
velle édition annotée des Legons de Navier, Appendice 1r, § 2k, .

[**] Poyez le tome de 1856 de ce Journal Mémoire sur lu flezion, art. 9, ou Ta nou~
velle édition annotée des Lecons de Navmr, Appendlce 111, §24
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Ainsi, lorsque, dans le genre polaire ou sphériconique (n° 1), tous
les rayons sont des axes de symétrie, on peut prendre indifféremment
pour équateur tout plan passant par le centre, et l'on a un sous-genre
qui peut étre appelé simplement sphérique (ci-apres n° 10).

Si, en méme temps que mx, my est axe de symétrie de contexture,
mz lest par cela seul, ainsi que toute droite tirée par m. Tout élément
a son identique dans toutes les situations ou orientations possibles, et
il y a isotropie pour tous les systemes de coordonnées.

Tl ne reste alors, dans les formules, que deux coefficients d, d
(ou plutét, disons-nous, un seul d = d’, d’aprés la loi des actions ma-
térielles).

En excluant les cristaux proprement dits, bornons-nous & considérer
les corps amorphes ou i cristallisation confuse, tels que sont les
métaux, etc. Tls peuvent étre regardés comme ayant en chaque point
trois plans de symétrie de contexture. En effet, comme nous avons dit
5 un autre Mémoire [*], ils sont constitués comme si leur matiere,
primitivement isotrope, avait été comprimée ou dilatée en divers
sens: Or, on sait que ces dilatations ou compressions peuvent étre
toujours réduites A trois, dites principales, dans des directions rectan-
gulaires. ' ' '

Les formules (2), en choisissant les x, y, z dans ces trois directions,
sont donc applicables & tous les corps que nous considérons ici.

Mais il y a plus. Les neuf (ou six) coefficients a, b,..., f’ de ces for-
mules (2) n’ont pas entre eux tous les rapports numeériques possibles.
Des considérations analytiques simples, confirmées par les seules ex-
périences qui aient été faites sur les élasticités dans diverses directions
obliques Pune 2 I'autre, conduisent & admettre entre eux les relations
constantes suivantes, dites de distribution ellipsoidale des élasticités
directes [] :

ad + d’ = ybe, se 4+ e =\ca, 2f+ ' =yab;

- [*] Dans ce Journal, 1864, Mémoire cité surla distribution des élasticités, principa~
lement dans les corps solides amorphes sans étre isotropes, n° 13 & 16 et 28, 29; et
anssi, 3¢ édition (annotée ) de Navier, Appendice complémentaire, §§ 89, 90, 92.

[**] Ou donnant un ¢llipsoide pour la surface dont les rayons vecteurs sont les

Tome X (2° série ). — SepreEMERE 1865. 39



306 JOURNAL DE MATHEMATIQUES

telles, évidemment, que sil'on a b= c par exemple, % est un axe de
symétrie par cela seul, et que si a=b=c¢, il y a isofropie. Il en
~résulte, en tlrant a, b, c et effagant les accents, les formules sui-
vantes :

¢ ; » ef V o T
Px= 3 e_ I~ fby -+ edz, Py= .dgyz T,
(3) ) : P - fbx—l‘ 3 ""ay_l“ d‘)z, et szz egzn
P =€+ ddg+ 3 —f-bz, Py = fgxy,

a trois paramétres seulement; formules qui suffisent pour tous les
corps amorphes, et par conséquent pour tous les matériaux employés
dans les constructions et les machines. Elles devraient étre générale-
ment employées, en abandonnant ces formules fautives d’isotropie &
deux parametres, par lesquelles"quelques : auteurs ont cherche, avons-
nous dit, 4 interpréter divers falts, » -

4. Probléme des déplaceménts e’proubés par les divers points sous
Uempire de forces extérieures données. — Pour poser les équations
différentielles dont Dintégration est propre & donner ces déplace-
ments, supposés trés-petits, et estimés ou projetés partout sur les
trois normales aux surfaces coordonnees, deux procédés peuvent étre
mis en usage. :

Le premier consiste & exprimer, si on le peut, par des conSIdela-
tions géométriques et pour un pomt quelconque m dun corps » les dlla-

tations et glissements
25y dyy Yy gyia Baixs Bxy

qui entrent dans les formules (1), (2) ou (3) en fonction des dérivées
par rapport aux coordonnées choisies, linéaires ou angulaires, que

inverses des racines quatriémes des coefficients tels que ¢y, par lesquels il faut multi-
plier une dilatation 3 pour avoir la pression normale p_ qu'elle engendre sur une face
perpendiculaire A sa direction x; et donnant aussi un ellipsoide avec les racines qua-
triémes des modules d’élasticité (E de Navier) de la mati¢re dans les mémes sens.
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nous appellerons , ‘
o a2 8 7
des projections

U, V, W

des déplacements, suivant les directions

X, ¥ z

qui sont, avons-nous dit, celles des normales aux surfaces coordon~
nées menées par le point m dont les coordonnées sont a, 6, vy;
Et, par des considérations du méme genre, & poser en

pxx’ Pyy""’ ny

et leurs dérivées par rapport 4 o, 6, 7, les trois équations d’équilibre
de translation, aussi suivant les directions normales x, v, z, d’un petit
élément solide compris entre six des surfaces orthogonales, infiniment
voisines deux & deux, ayant m pour un de ses angles ou bien pour son
point central.

-De cette maniére, en mettant pour py.,..., Py, leurs expressions (1)
ou (2) ou (3) en dx,..., gsy, €t; pour ces dilatations et glissements,
leurs valeurs trouvées en U, V, W, «, €, 7, I'on aura obtenu les équa-
tions différentielles indéfinies, ou s’appliquant 2 tous les poiuts, et ce
qu’il faut pour poser les équations définies, exprimant que les pressions
aux divers points de la surface ont des grandeurs données.

Le second procédé, tout _analytique, consiste 4 partir des expres—
sions déja connues suivantes, donnant les dilatations et glissements
parallélement A des axes coordonnes rectangles x, 7, z, en fonction
des projections

u, vy w,
dans leurs directions, des déplacements supposés tres-petlts aussi, ou
ramenés 4 étre tels dans chaque petlte etendue :

- du A 3 = dp 3 — dw
R B o T
(4 - i de dw dw - do - du  de

gyz—"_g‘**@’ 8zz™= 7z T gxr::z;'[_}}

?

39..
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et & partir aussi des équations, également connues,

dp"—i—'l’"’—{-i{p—“’—x

dz
, dpsy | Apyy | APy~ -
OF & T T s
Apss
%_}.dpﬂ_}_.&zz’

dz dy dz

“exprimant I'équilibre de translation, parallélement aux trois mémes
axes fixes, d’'un élément intérieur compris entre six plans qui leur
sont perpendiculaires, et sur les points duquel agit, & la maniére de
la pesanteur, une force dont les composantes paraliéles & x, y, z

sont appelées - ]
X, Y, Z par unité de volume.

Puis, comme ces équations (4), (5) sont vraies pour des corps de
toutes les contextures, on opére un changement de variables indépen-
dantes qui permet d’y remplacer toutes les dérivées en x, ¥, z par

oo : 1 o du
des dérivées en «, 6, 7, aprés avoir, dans les seconds membres 5 efc.,

de (4), mis pour , v, w leurs expressions en U, V, W, faciles & trou-
ver d’aprés Pétat de la question. Il ne restera ainsi qu'a faire des
substitutions des expressions (4) de d,,..., g, dans les formules de
transformation connues (i) ci-aprés qui donnent - -

dsy Jyyeeey Gry en fonction de Dy, Vpperry Sy

“et des angles de. X, y, z avec &, ¥, %,

_et qu’a faire, 4 V'inverse, des substitutions, aux p,., Pys-.., Pay de leurs
expressions, fournies par le théoréme connu de projections de plans de
pression, en fonction des composantes py; Pyys---s Pry, dont les va-
leurs sont données par (1) ou (2) ou (3), pour obtemr les relations et
équations différentielles que 'on cherchait.

M. Lamé a employé avec succés [*], pour ce qm regarde I’établis-

[*]1 Zegons sur la théorie de Pélasticité, 1852, § T7 pour les coordonnees semi-
_ polaires, et § 83 pour les coordonnées polau‘es :
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sement des trois équations d’équilibre intérieur, iin procédé en quel-
que sorte mixte, moins direct que le premier, mais plus simple que
la partie. du second qui est relative & ces équations. Il consiste, en
considérant, comme dans le premier procédé, les forces agissant tant
sur les six faces qu'a- Vintérieur de I'élément compris entre des sur-
faces courbes coordonnées, et dont un des huit angles est occupé par
le point m que I'on considére, & égaler & zéro lears trois sommes de
composantes, non pas sur les directions x, y, z des trois cotés oun
des trois normales émanant de ce point, mais suivant les directions
fixes de trois axes coordonnés x, ¥, z. Ces composantes, en effet, sont
toujours facilement exprimables, quant aux pressions sur les trois
faces adjacentes & m, en fonction de celles py,, pw,.i., Py des pres-
sions qui s’exercent sur I'unité superficielle de chacune; car on con-
nait, et les neuf cosinus des angles de x, y, z avec x, ¥, 2, et les trois
_superficies par lesquelles il faut multiplier les composantes des pres-
sions sur 1'unité, pour avoir celles qui agissent, en chaque sens, sur
les trois premiéres faces dont on vient de parler. Ensuite, pour avoir
les excés, sur celles-ci, des neuf composantes, dans les mémes sens
fixes x, 7, %, des pressions sur les faces respectivement opposées, et
qui ne sont en général ni égales ni paralléles exactement aux pressions
sur les premiéres faces, il suffit de prendre les dérivées des compo-
santes de pressions déja trouvées, par rapport a «, 8,7, et de multiplier
par les distances deux a deux, pour lesquelles on peut prendre les
longueurs des trois cotés adjacents & m. Les trois sommes de ces
excés, en chaque sens x, ¥, 2, divisées par le volume de Pélément et
ajoutées aux composantes, aussi suivant x, y, 3 des forces exté-
rieures agissant sur l'unité de ce volume, donnent les trois équations
d’équilibre. Et 'on en peut facilement ensuite déduire trois autres
équations plus simples o figurent isolément les composantes des
forces dans les sens x, y, z oti se comptent les coordonnées curvilignes
&, 6,7.

Comme le deuxiéme procédé, qui généralise et modifie un pen
celui qu’a employé M. Lamé, sera sans doute ordinairement mis en
usage pour ce qui regarde I’établissement des expressions des dilata-
tions et glissements dx, dyyeens Gry OU g Vgyeves G €0 fonction des dé-
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placements U, V, W et de leurs dérivées en oc, 6, 'y, il est bon d’en in-
diquer le détail ici. -

Les points du corps étant d’abord rapportes 4 des axes rectangu-
laires fixes de coordonnées x, 7, z, appelons, pour gviter toute con-
fusion, :

7 ! 4
x's y'y B
ce que nous avons nommé jusqu’ici
%, y, zZ,

c’est-a-dire les directions, au point particulier m, des normales aux
surfaces conjuguées du systéme pour lequel le corps non isotrope
jouit de 'homogénéité. Et considérons, pour un moment, le pomt m‘
comme l’orlglne de coordonnées rectilignes nouvelles ﬁxes x', ¥,
paralléles 4 ces directions, afin d’y rapporter, avant et apreés lem's'
petits déplacements, les seuls points qui sont 3 de petites distances -
autour de m; les formules ordinaires de transformatlon de coordon-
nées rectangles, en appelant

(@) Cuafy Cgyryer. Coyr, les cosinus des angles de  avec x', a§ec iy ete.,
donneront
(b) =, y, z= des fonctions connues de x', ]J, é’ et de c_;xz, etc.,
' d’oﬁ, substituant
X+ g+ p;, Z+w, et ac'—|— U, '71-+*V', Z+W 7
' i ox,y, 5 et .x";’,- r, 7,

et retranchant x, ¥, 2, ce qm revient a mettre dans ces formules
uv,w,UVWalaplacede:r.y,g,x _7,‘,, T

_ [y = Ucm: —I—chf + chzf
(c) . V—Ucyxl—i-v jy/--l—VV'CJ,zr . '< - .
- N W= U.szz_—l- Ve, —i-'W_Gzy;‘ A I
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et, par suite, ,
( du dU = dv dVV du dw
xa:’+ - Cgyr - C.zz7 ’@:---7 da e

(d)

ol cm;,, c_,_.]:,..., sont fonctions des coordonnées nouvelles ¢, §, ¥

Mais on a, par la nature ou 1la définition de ces coordonnées curvi--
lignes pamcuheres,

{e) a, 6, y= = des fonctions connues de &, ¥, %; et réciproquement.
D'ou

(f‘) d(a, 5, v)

= des fonctlons connues de a, 6, 7.
d(z, 7, z) A .

On en tire facilement, puisqu’on a
d _ded. d6d.  dyd. d._  d
dz~ drde ' dzd8 ' drdy’ dy - "
ou le point symbolique remplace une fonction quelconque, les for-
mules de changement de variable indépendante

d. . d.
== des fonctions connues de ————— et de a, 6, 7.

@) IEra= 2(a & 7)

En les appliquant 4 U, 4 V, & W, et en substituant ce qui en ré-
du du
dz dj
les expressions (/) des déformations d, g, on obtient pour celles-¢i

d(U0,V, W)
a(x, 8, 9)

d; . .
sulte dans les expressions (d) de — w0 Ew, puis celles-ci dans les

(h) 3z, dy1 32y Byzs Bzzy Bay = des fonctions connues de etde ¢, 6, 7.

Mais on connait les formules suivantes de changement de dzrecuon
des dilatations et ghssements trés-petits :

7 dp =29 Cxx’ +2 C_r:r’ -+ azc~.7c’ 1~ 8yz yx' Czx <~ 8oz Coaf c.z:a;’ -+ g.zy Cxxf Cpats
3_7]:..., dpr == . .4y :

{1} { 8y=r= 20z Cay Cgwr + 20, Cppy Cpy + 20, Cpy Coy +

+ Gz (Cpyr Cor - Cap €pt) + Boa(Copt €+ Cary Cael) By (Cay? Crat - Cpyr Crr)y

:gzr-:..., gz.rf::n
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susceptibles d’étre tirées, pour des déplacements trés-petits u, v, W,
U, V, W, de la combinaison des formules (4) et (d), mais démontra—
bles directement et simplement, quelles que soient les grandeurs ab-
solues des déplacements, en se fondant sur ce que, lorsqu'on a deux
résultantes de plusieurs lignes droites (comme sont les diagonales de
parallélipipédes par rapport 4 trois de leurs cOtés), le produit de 1'une
des deux par la projection de I'autre sur sa direction est égal ala
somme algébrique des produits des lignes composantes de la premiere
par les diverses projéctions, sur leurs directions, des lignes com-
posantes de la seconde [*]. o

Substituant les valeurs (k) des 2 by,..;, g., dans les seconds
membres des formules (7); mettant, pour les neuf cosinus c, leurs
valeurs en a, 6, 7, et écrivant

( .) am 36) by)' gey 9. gyoc’ gaﬁ’
] IR :
, au lieu de dqey Ay, 2y Lyary Bolats Gy

vu qué les coordonnées , 6, y, méme angulaires, prennent leurs ac-
croissements quand les points qu'elles désignent cheminent précisé-
ment dans les sens des normales &, ', 2’ ou x, y, z, on obtient

o oy )
(k) 34 2> 2,2 Eey> Gyuer Gug= des fonctions connues de (Vs W) ot de %, 6, %y

- d(o:, 8, 7)
clest-a-dire les formules que 'on cherchait & établir.
Nous verrons comment la complication naturelle de ces calculs
peut souvent étre fort atténuée. '

5. dpplication & I’homogénéité semi-polaire ou cylindrique ; éta-
blissement préalable, d’une maniére directe, des formules de Uélasti-
cité pour les coordonnées relatives a ce genre d’homogénéité. — Sil'on
concoit dans un corps une droite prise pour azxe, un plan perpendi-
culaire pris pour base et un plan passant par cette droite pris pour.
méridien fixe, et si, avec M. Lamé, on adopte pour coordonnées d’un
point quelconque m :

[*) Journal de Mathématiques pures et appliquées, 1864, p. 289, note.
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r son rayon vecteur ou la perpendiculaire élevée 4 I'axe et se termi-
nant en ce point; ,

¢ I'angle azimutal que ce rayon fait avec le méridien, pris d’un des
deux cdtés de I'axe;

z la distance de m 4 la base;

les surfaces coordonnées seront : 1° les cylindres a base circulaire
ayant 'axe du systéme pour axe de figure; 2° les plans méridiens
ou passant par cet axe; 3° les plans paralléles 2 la base.

En appelant :

U, V, W les projections du petit déplacement sur les normales res-
pectives a ces surfaces;

Oy g, 325 o2y Bor 8y, les dilatations et glissements dans les trois
sens r, ry, et z de ces mémes normales;

Prrs Pops Pss» Ppsr Pory Pro €5 composantes, dans les mémes direc-
tions, des pressions sur 'unité superficielle des petites faces qui
leur sont perpendiculaires;

exprimons directement (premier procédé) les dilatations et glissements -
en fonction des déplacements et de leurs dérivées, et posons, aussi
directement, les équations d’équilibre d’un élément de volume.

- 8i mn, mp, mq sont trois petites lignes tirées du point m dans les
mémes directions rectangulaires r, ¢, z du rayon r, de 'élément de
Parc ro, et de ’ordonnée z, et si des déplacements extrémement petits
les changent en m, n,, m, p,, m, q,, 'on a

m e ~—mn ﬁz.pl—mp myq,—mq
Y= ——————— Y= ——— 1L, A= ————t.

mr 4 mp mgq

Or, comme la’ direction de m, 7, est trés-peu différente de celle
de mn, sa longueur ‘est égale & celle de sa projection orthogonale sur
la direction de mn, 4 cela prés d'une quantité trés-petite d’ordre su-
périeur et négligeable; mais cette projection est égale & mn augmenté
de I'excés de la valeur de U pour le point z sur la valeur de U pour

e . s dU dU
? Y 14 _
le point m, c’est-a-dire est égale & mn -+ —- mn. Done 3, = —.
A d’ -
On trouvera de méme 3, = aw,
ds

Quant A ce qui regarde d;, m, p, est égal aussi & sa projection ortho-
TomeX (2¢ série). — SeprEnbRE 1865, 4o



314 JOURNAL DE MATHEMATIQUES

_gonale sur la direction de mp, ¢ ‘est-d=dire sur la tangente au cercle de
rayon r, ayant son plan perpendlculau'e a 'axe, ou, ce qui revient au
méme, sur la circonférence méme avec laquelle cette tangente se
confond dans une petite étendue; mais si I'on projette polairement
m, p, sur cette méme circonférence, au moyen des deux rayons vec-
teurs de m, et de p,, projetés eux-mémes orthogonalement sur son
plan, la projection polaire, ou le petit arc intercepté, sera m, p, dimi-
nué dans la proportion du déplacement U, dans le sens r, au rayon 7,

c’est-a-dire — ’ ' mp =, vu l
a-dire sera m, py s que Pon peut remplacer par mp—, vu la
p U . . R LI P
petitesse du rapport —:- Or cette projecuon polaire sur L'arc est égale

av
a mp + g P donc m, p,, ou sa pI‘O_]e(,f.lOﬂ orthogonale sur la tan-

av
gente, est egal A mp + —— mp -+ = mp, et par conséquent on a

dV-

U
=T d

T
+ -
r
‘Venons aux glissemerits, qui sont les excés des angles droits pmg,
gmn, nmp sur les angles ]égérement aigus p,m, qy; MMy, My Py,
ou, ce qui revient au méme, les cosinus de ces trois derniers angles.
Le premier et le second, relatifs & des angles dont un des cotés pri-
mitifs était la ligne mg paralléle aux z, sont évidemment les ménzes

que dans un systéme de coordonnées rectilignes r, ro (le pelit arc ou
dV dW dW dU

sa tangente) et z. Ils ont donc pour grandeurs = et —— - —e
Tl en serait de méme du troisiéme g,, = nmp — n,m, p,, t, en ap-
pelant, comme ci-dessus, ¥ la direction d’une coordonnée suivant la

tangente & I'arc r'g, ce glissement serait la somme des deux petites rota-

dau av ,
tions ——» i eprouvees en sens contraires par mn et par mp en deve-

d 14
pant m, n,, m, P1, Si cette tangente n ‘avait pas changé de direction;

Vv
mais elle a tourné de — en vertu du dep}acement V de son pomt de

. contact. Cette petite rotatlon diminue d'antant celle de mn oula quote-

d d
part U 25 v ‘elle apporte dans le rétrécissement de I’ angle prum-r

dU _av v L

tivement dr'01t nmp. Donc g,?. =T Ty
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On a ainsi, en récapitulant,

- dU 1dV U dw

: 3,:7, ?—”—"-'-T—l——-a Bz=—l-—,

(6) r q7 r oz
_dv W __dW _ dU _dau  av ¥
8e=F Ty’ &= T & Ty T H T

formules d’accord avec celles des six composantes de pression dans un
cylindre de matiére isotrope, auxquelles arrive M. Lamé en suivant la
marche du second procédé ci-dessus (n° 4), excepté qu’a partir de
I'établissement des formules de changement de variable ( f) et de celle
48,0 %) o) fonction de A0V, W),
d(z,y,3) d(r, 9,z)

Pillustre académicien fait les substitutions, non pas dans (i) du n° 5,
mais dans les expressions de pyu,-.., Py, dont il déduit celles de
Prrs++o» Prp a1 moyen des six formules connues de changement de

plan de pression dues & Cauchy, les cosinus ‘qui y entrent étant

qui remplace (g) en donpant

Sch=cosgo, Cpor = 8INQ, Copp=0;
(7) - (c_,cf—_:-—sincp, Cyyt = COSQ, Cpy = O}

Czr = O, Cyzf == Oy Cazf

I

I.

A . . ) ST
La substitution dans les formules (Z) donnant 3.« ou ‘Zg = etc., indi-

quée au numéro précédent, m’a paru plus simple et plus adaptée aux
cas d’homogénéité hétérotrope de tout genre dont nous nous occupons.

Au reste, on diminue considérablement la longueur des calculs
qu’entraine ce procédé analytique si I’an prend pour le plan méridien
fixe, auquel on rapporte les points autour de m, celui qui passe par m,
ou si 'on fait ¢ = o, aprés avoir effectué les différentiations par rapport
A cet angle, simplification dont on verra I'analogue au n® 9 pour les
coordonnées sphériques, ce qui rendra abordables les calculs y relatifs.

Etablissons 2ussi d’une maniére directe (premier procédé) les équa-
tions d’équilibre d’un élément de volume compris entre deux surfaces
cylindriques ayant pour axe celui du systéme, et distantes de Ar, deux
plans méridiens, distants angulairement de A, et deux plans paralléles
3 la base, distants de Az.

fo..
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Si, au lien de placer I'un des angles de ’élément au point m, auquel
se rapportent les coordonnées r, 9, z et les valeurs Prrs Pog, €1C. des
composantes, nous y mettons, pour plus d’exactitude et de symétrie,
le centre de I'é lement c’est-a-dire lintersection des trois surfaces
coordonnées 4 égale dlstance de celles qui le hmltent deux & deux, et
si nous appelons : '

(8) A, =rAp.Az, A,= ArAz, A,=Ar. rAo

]esfaces moyennes ou les partles de Ces tI‘OIS surfaces qUI sont mter-r
ceptées’ par celles de I’ elemenr et sont respectivement perpendlculalres
ar,arg a z, nous aurons - - :

M Arprnr Arprpa"w Aszz

pour les composantes, suivant r, re, z, des pressions qui s exercent
a travers ces faces moyennes, d’ou, par exemple,

d‘A,.p Ar d.A Per AT
Arp;;r—l— T" '2— et - (JATP”. —_ —d.;— ?>

- pour les composantes, dans le sens r, de celles qui ont lieu & travers
les faces aniérieure et postérieure de I'élément, situées respectivement

: . : Ar Ar : s .
aux distances r4- T de I'axe. Leur somme algébrique, qui

doit seule figurer-dans I’équation de l’equlhbre de trans]atlon dans le
sens r, se réduit 4

di-(Al;Prr Af’;
et une pareille réduction aura lieu dans les autres additions de com-
posantes de méme nom, prises sur deux faces opposées..

Mais il entrera des termes d’une autre forme dans deux des trois
équations d’équilibre.

- En effet, les faces méridiennes antérieure et posteneure de I’élément,

Ag
distantes respectivement de ¢ -+ =%, go — (P du plan méridien ﬁxe, ne

sont pas paralléles i la face moyenne correspondante Ay elles font
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A . i
avec elle des angles —3- Les composantes, suivant les rayons qui y

aboutissent, des pressiotfs sur ces faces, fourniront néanmoins, suivant
ff-f:l_p:’qo_r Ay, comme si elles étaient paral-
leles & cette coordonnée, car le cosinus d’'un angle extrémement petit
ne différe point de 'unité; mais les composantes qui sont normales a
ces mémes faces, du cdté du dehors de 'élément, fourniront, 4 celles

la coordonnée r, un terme

. A
que l'on prend suivant r, deux forces — A, p,, —22 de méme sens; et,
suivant la tangente a l'arc r¢, les premiéres composantes fourniront
) A . - . 14 . 14
deux forces A, p?,.e-zia qui seront aussi de méme sens, précisément

parce que ces composantes, agissant sur les faces A, antérieure et
postérieure, tendent, 'une & éloigner, I'autre & rapprocher de I'axe,
son point d’application. .

Les trois sommes de composantes de pressions sur les six faces de

I’élément, dans les sens de r, de ro et de 2, sont ainsi

d A p d.'A?p?,. d.A; por ' Ag
z o A A e Az — 2R, Py

d.Arpro tl.A?pg,p d.A,pz? Ag
G Art g Ag - o As - 24 por

d.Arprs d.Ayps d.A:pa
. Ar -~ de ASD -+ —% Az

On peut écrire A, A hors des signes d, car les faces de I'élément qui
leur répondent sont égales des deux cOtés antérieur et postérieur. 1l
n’en est pas de méme de A,, qui varie proportionnellement 4 son
rayon vecteur, en sorte qu’en effectuant la différentiation, chacun des
termes ou entre A, en fournira denx. Mettant, pour ces trois super-
ficies, leurs valeurs (8), et appelant '

R, &, Z

les forces agissant, en m, dans le sens r, ry, z sur I'unité de volume
de la matiére, on peut diviser tout par le volume de I'élément, qui est

Ar.rAo.Az;
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ce qui donne, pour les trois équations générales d’équilibre,

dp.y d dj — )
P Pr?_*_ p"" +p" rp??_l_R__—_‘o’

dr rde dz
dpro dpog dppz 7 2Prg
(9) a T rdg o T, +&=o,
dp:r dP z V (]Pzz 7 Par V
I _]_..__._.; 4 — 4 — 4+ 2= 0.
r rdg r

Elles sont identiques avec celles que donne M. Lamé [*] aprés avoir
obtenu, avec la troisiéme, deux autres équations plus compliquées
exprimant I’équilibre, non dans les sens r et g, mais dans ceux de
deux coordonnées rectilignes fixes &, y, au moyen dn procédé mixte
mentionné au numéro précédent. - o

6. Caractére analytique de Vhomogénéité semi-polaire ou cylin-
drique. — La matiére d'un corps jouira, de la maniére 12 plus‘générale, '
de ce genre d’homogénéité autour d’un axe z lorsqu’en mettant, dans
les formules (1) des six composantes de pression,

les expressions (6) 9, = ‘—Zdl:-, dp = ety oz = g -+ %, ete,,

A la place de ds, dy, eit., gy, e,

avec p??, P‘{"#’ ete., p?z, ete.,

pour proy  Pyes € Py €6y

lorsque, disje, elles seront satisfaites en tous les points, ou, ce qui
revient au méme, lorsque de petits déplacements U, V, W y engendre-
ront des pressions dont les grandeurs soient données par ces formules
avec les coefficients a les mémes partout.

Il y aura symétrie de contexture en chaque point par rapport aux
surfaces coordonnées si les vingt et un ou quinze coefficients des
expressions (1) se réduisent aux neuf ou six des expressions (2), c’est-a-

[*] Legons, 1852, § TT, équations (5).
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dire si 'on a partout

. dU g th U —=d dV+(lW
p,.,.——3717+ + —+ e = sz‘—‘ T -rd—?- s
-+

dU dv U dwW dwW au
(IO) p??—'——:f'—- b(’;‘i;—l—';) -I—dl'z') et pzr’——e( +dz)

AU U dW f(d0 4V _ ¥
 Pm=e g+ “‘+ +toenws  Pe=tlgmtaE )

7. Cylindre creux. — Supposons que ce cylindre ou tuyau ait les
rayons
- ro i DPintérieur, r, & Pextérieur,

et jouisse de 'homogénéité ainsi que de la symétrie de contexture
définies par les équations (10); qu'il ait ses parois soumises & des pres-
sions normales constantes '

~— po intérieurement, ~— p, extérieurement,

et qu'il soit fermé aux deux bouts par des fonds ou couvercles plans
ou courbes. Ces fonds sont supposés soumis aux mémes pressions, et
ajustés de telle maniére, comme dit M. Lamé, que les tractions paral-
leles & I’axe n’altérent pas la forme plane des diverses sections trans-
versales du tuyau, c’est-a-dire qu’elles produisent; en tous les points
de chacune des sections, le méme déplacement longitudinal W. Cette
condition sera exprimée plus loin (n° 42); elle est d'ailleurs toujours
remplie sensiblement, avec des couvercles quelconques, si le tuyau
est trés-long et si ’on ne considére pas des points trop proches de ses
extrémités.

Vula symétrie de contexture et la normalité des pressions aux pa-
rois, les déplacements des points ne pourront s'opérer que dans les
plans mer1d1ens, et seront les mémes aux mémes distances r de 'axe;
en sorte qu’on aura

du 40 ) dW dW
(11) — =0, ——=0, V=0, —— =0, rm

de =0
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d’ou, formules (10),

.48 U ,'dW ,d ,d _dU U, dW
(I2)§prr—-d-d—r-~+f—;+e 7’ _f +b —l—] , pzzhe - —-d _l:—l c.d_z..

P?z:'O, pzr:O; . lur9:0'

La seconde des équations d’équilibre (g), en faisant abstraction des
forces exterieures telles que la pesanteur, se trouve Identhuement véri-
fiée; la treisiéme (comme le remarque M. Lame) se réduit &

dpas y- cl W
Tz' =t 0, d ol y = 0;, .
d'ot, 7 étant une constante,

(13) '-az—: bz=7, W-':-‘“—?Z.

Enfin la premiére de ces équations (lo), qui se réduit &

- dprr | Prr—Poy
(14) dr + r =0,
prend la forme
4y adU U e—d
(15) m‘-}_rdr b;;-f— o= == Q0.

On) mtegre en la changeant d’abord, par U=7 =1y (7 étant une nou-
velle inconnue), en :
a—b e — 4

: 2y o dy
(16) PE?'*'S"%"*" —)+

:O,

puis en posant, pour faire disparaitre le dernier terme,

e —d’

ce qui la réduit & o
i V N dr I / b ;7 : oo .
(]7) . A dl" +3r + (I——' z—{-) ]'VV'_—'_.O. S
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Celle-ci est homogéne entre les variables ', r et leurs différentielles
du premier et du second ordre. On rameéne, comme on sait, une
équation de ce genre & une du premier ordre entre deux nouvelles va-

dy’ a2y’ q

riables u, p, en y faisant y'= ur, —— = p, =% =7, ce qui donne

de suite, en divisant par r, une expression ¢ = f (p, u), expression que

d r
— %2, obtenue en égalant les deux
L q

, . , . di
1'on substitue dan‘s I’équation 5 _u

dr .. , ' » d .
valeurs de =, tirées 'une de pdr= d (ur), Vautre de £ = 2. Puis on
r r dr

sépare les variables de en faisant p = tu, qui donne

de  dp
p—u  flpu)
a la fonction homogeéne f(p, u) la forme uF (z), d'ou I'on déduit
I'équation, intégrable par quadratures,

du r—1 ‘
(18) TZ‘ZF(T_'_[UTI)({L

Mais, dans le cas actuel, comme dans tous ceux ou cette derniére

équation intégrée fournit une expression trop implicite, on ne peut pas

\ . . dr du
songer i en lirer £ = pu en u pour le substituer dans — = s de
‘ r p—u

maniére & pouvoir opérer une deuxiéme intégration apres y avoir
o r dy'

remis ~— pour u et —; = pour-£.

r y! dr

On léve heureusement cette difficulté en divisant par ¢ — 1 I'équa-

s . prs . . di d
tion différentielle, ce qui, vu ;_—"';Z = —'—?9 en donne une seconde
dr dt
(r9) T TR —te—1)

En sorte qu’on n’a plus qu’a éliminer la variable auxiliaire ¢ entre son

intégrale et celle de la précédente (18) pour avoir, avec deux con~
4

stantes, la relation cherchée entre r et u= '77

Appliquée & 'équation (17), écrite sous la forme -

72a0f d I
(20) ré a—;{— + (14 2m) r%r- + (m*— n?) y’ = o,

Tome X (2° série). — Ocronre 1865. 41
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cette methode, avec cet artifice, donne -

t—1  ar de -

+ (t+m\=—-n? dt = o et 7+ (t+m)=—n2=o’

-

d’ou, C, et C, étant deux constantes, et en passant des logarithmes
aux nombres

m-p1—n : .
(¢tm—n) " tem—n "
m1n C' Uy t+mtn r G’
(¢+m—+n) 2%
De la seconde de ces deux intégrales, on tire £ -+ in = n C’ quis
2

substituée dans la premiére; donne, en remettant = z pour u, GetC
étant d’autres constantes arbitraires,

(2 I) , j,.r — Crn-m e CI Fn—'il‘

D’ot, pour lmtegrale cherchee de (1 7)

~ On a done, pour les déplacements, vu ce que représentent y et ¥,
o loeoViiorVipe—e
\/ —e
(23) {U=Cr¥iecr Vi i=Eyr,
Vz=o0, W=yz; '

et, pour les dilatations (6) et les pressions (12},

\/ Cr'—+\[ \/ c'r"‘*\[ d—e

a—b 7’

- , ,
— 1 —1—{/= o -
Cr \/——4— Cr “+_d e
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b
otV

a—Db

(a4-f)d —

Jd'—(b+ )¢

(b+F£)e’

75

pr=0 () V5
= ’”"’zc(bﬂ" \/§>’\/E_ - (b-f' \/g)-,“\/g‘%r
. (

— b
B\ Vet of ) V3
P =Cld+¢ <) A= C i d—e =) +°>,

On voit, quand les élasticités b et a, ou d’ et ¢/, sont inégales, que
la traction longitudinale p,, n’est pas constante, bien que la dilatation
3, le soit. Cette traction varie alors avec la distance r & I'axe, comme
font toujours p,. et p,,, ainsi que les dilatations normale et tangentielle
Ay o

Les constantes C, C’, 7 doivent étre déterminées par les conditions
a remplir aux surfaces, & savoir: ) ’

a—b

d2—e"

a—b

qu’on ait

Prr=—Po
Prr—=—Ps

et que les tractions p,. s'exercant longitudinalement dans I'étendue de
Y épaisseur r; — r,, sur toutes les couronnes élémentaires 2nrdr de la
section transversale, fassent équilibre & la différence des pressions
~ Po, — P1s S'€xercant sur chaque couvercle 4 l'intérieur et a 'exté-
rieur, c’est-2-dire qu'on ait

(27) PoTry —p.,r;r%: 2zrfnpzzrdr.

11 en résulte

pour I=T,,

(26)

pour =Ty

a-!—f’)d’—-(b+f')e" .
a—b 1=

b b
(\/E—&—f’)ro—H_\/;C—— (yab—£') r;‘“\/i o+

C,+(a+f’)d’—(b+f’)e’
' a—b

(Vab-+ ) r, ‘+\/’Ec-—war)—f'>{ Vi
(28) |

71

7

— P

.-_-pl,

BiT

. _ 1+\/"§ 1-!—\/% o _
2(d’+e’\/2>r — (d’——e’\/-ll
' ” a : a

— C+‘2
diz—ef
+ ( )y =pr—pr,

T
V3
1= -
a
a—b

-+ c) (ri —
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equatlons dua premier degré, d’ou I'on tirera les valeurs de G,C ety=1,,
a mettre dans (23), (24), (25), et que on mettra aussi, si Pon-veut
avoir la proportlon de I'augmentation de-la capacité intérieure ou du
volume de Tespace vide, dans I'expression de 23 -l—'y pour r= ro, :
qui est, U, exprimant U pour cette valeur der,

)

'(297) L)'T—fo—"'-i-y:zCrr '\/——1—20’ _,_\/E (

Les équations du premier degré (28)en G, C/, 7 se simp]iﬁent‘IOrs-'
qu’on suppose trés-mince I’enveloppe cylindrique. Soient alors

. R+ b -
¢ Pépaisseur = r; — r,, T le rayon moyen = —3?——'3 \/ —=n,

SSNPS Lpr i i oa,

d’otr ri=t+—or, r=r L
ces équations se réduisent, en ajoutant ensemble les deux premiéres,
puis en les retranchant I’'une de Vautre, &

O =P pp

N yn—t (v N\ p—n-1 M
(ra =) 1r"'C— (na f)r ¢+ a—b — =

Po=*Pr
—_—

g7 -

,(30) 7 ’ (n—=— 1) (ra ) r"2C+ (n +'1j (ra— f’a) =

dz—e”? ‘ (Po— p[)rr'-‘ (potpi)r
’ Iy o1 . r U n7 J—
K(d_l—,ne)r C+(d—fze)r— C>+(a 5 —|—c) ?7_ - s

Résolvant et substituant dans (25), (24) en négligeant €2, on-ob-
tient d’abord, toutes réductions faites, ’expression simple
S . R (P —p)r ’
1) Pop="""%¢

Elle revient, sauf ce qui résulte de la pression atmosphérique exté-
rieure p;, 4 celle qui a été donnée depuis longtemps par Mariotte [*]

* pour la traction tangentielle Peyt de V'unité de longueur de la paroi d’un
tayau de condulte d’eau; expression qm est, comme on sait, facﬂe a

[*] ZTraité du mouvement des eauzx, Ve partie, a¢ discours. T
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démontrer. Puis on trouve, pour les dilatations tangentielle et longi-
tudinale, qui sont plus essentielles & connaitre que les tractions lors-
que T'on veut exprimer les conditions de résistance,

y U __1 2ac — ad’+ '’ — 2. (po—pi) r

(32) P77 T 2 abc—ad?—be"—cfrtadef £ ’
2 5

y e L ab—2ad’ 4 2e'{" — " (pPo—pi) ¥

2= 7= dbc—ad?—be —cfrrad ¢ f' g )

Quand les rayons r sont des axes de symétrie de contexture, c’est-a-
dire quand on a (n° 3)

b=c=ad+d ou =3d, e&=f,

les expressions de C, C/, y & tirer de (28) pour des valeurs quel-
conques de I'épaisseur r, — r, ne se simplifient presque pas.

Mais elles se simplifient beaucoup si les axes de symétrie en chaque
point sont les lignes paralleles & I'axe du tuyau, ousi, seulement, I'é~
lasticité est la méme dans le sens du rayon vecteur et dans le sens de la
tangente 2 son cercle, ce qui aura lieu ordinairement pour les piéces

forées; en sorte que «
. a
d'=¢, a=Dh, \/%:1,

Alors une partie des termes des formules (23), (24), (25), (28) prend

[¢]
la forme =

On peut éviter cette indétermination en faisant d’abord d'= ¢, ce
qui annule le dernier terme de la valeur (23) de U, qui, ensuite, en
faisant a = b, se réduit a

U:CI‘—I—E"
. r .

La méme chose se trouve en faisant b=a en premier lieu, mais
s . , B dl _e/
aprés avoir remplacé G par une autre constante G, — — 7, d’out

VE o o\E . *
T e a 70 a 't r—rt-
U=Crr +Cr A (d' =€)y —F—
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qm, par b= a devient :

UCr++

'y rlogr.

Cette intégrale de lequanon (15 ), pour le cas b = a, se redult 4 ses
deux premiers termes lorsqu ona aussi d’'=¢'. S

Mais on obtient la méme chose en remontant 4 I'é quatmn dlfteren-
tielle (16) elle-méme; car, par d'= ¢/, a=b, elle se réduit &

d’y o .9
2 VL e
(33) - r* =5+ 31 dr__o.

Et comme le premler membre, multlphe par r, est la demvee de

d
rd (TJ;’ on a, — 2C et C, étant des constantes,
o e
7r32;=:-‘=—’24(}'“ ,d{ 2C 3, f=-2gxr__é+c‘:n‘ ]
‘ou - ' o o ) o
34y - - - U::C,r-—l—(i:‘-

On en déduit o
N o

Prr _a(C,—g)—l-f’( —7§>+d"y,

(35) ' p??ﬁff' (04 —_ %) +a (C, -+ %) +d'y,

P 2d'C, +cy;

;

—m*@+ﬁQ %

(36) : - p( (a -+ f’) C, — r: Ci+ d"y,

—h%“ﬁﬁ=ﬂﬁmr+wﬂﬁ*ﬁﬂ

dont on tire, quelle que soit Pépaisseur ry — r,, |

o af—ad priopn
(37) | TP RPY M
: < - - - '
7 ( C pﬂ_Pl)ro s G, = c—e¢ p“r;—P‘rf.
(a-—f")(r—r) '—c(a-l-f')—-zd" ri—ry ?
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d’ou

7 . c—¢ Dt —17‘ (po—p)7i ¥
(38) 'U—‘c(a—{—f')*-ze’* _'ro Vrh—l-!(a—f’)(r-—r\r

Les formules sont aussi simples, dans ce cas de contexture hétéro-
trope semi-polairement homogéne, que dans le cas d’isotropie.
Elles se réduisent, dans ce dernier cas, pour lequel

as=c=af+{, &=1,

aux formules trouvées en 1828 par MM. Lamé et Clapeyron [*] et
appliquées par M. Lamé & la détermination des augmentations de
capacité des piézometres cylindriques qui ont été employés par
M. Regnault dans ses belles expériences sur la compressibilité des
liquides [*]. '

En mettant pour U sa valeur (38 ) dans (6)

U
B?= —r-’

on voit que les proportions des dilatations tangentielles des couches
cylindriques de 'enveloppe solide diminuent sensiblement 4 mesure
que Von s’éloigne de 'axe. Celle de la paroi intérieure atteint presque
le double de celle de la paroi extérieure quand I'épaisseur r, — r, est
le sixiéme du diamétre extérieur 2 ry, si la matiére est isotrope.

On voit au reste, par notre analyse, que lorsque la matiere des pié-
zométres cylindriques (la méme chose pourra se conclure ci-apres
pour les piézométres sphériques), au lieu d’étre isotrope, n’est qu’'ho-
mogeéne, les expressions des dilatations peuvent différer non-seule-
ment par la valeur des constantes, mais, méme, par la forme, des ex-
* pressions relatives au cas rare d'isotropie, Cela explique suffisamment
les différences qui ont pu étre trouvées entre les résultats de diverses

{*] Poyes aussi Legons sur L’élasticité de M. Lamé.

[**1 Relation des expéricnces, etc. — Poyes aussi la nouvelle édition (1364) des
Legons de Navier, Appendice V, §§ 57 et 58,
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expériences et ceux qu’on tirait des formules d’isotropie 4 un seul pa~
ramétre, de Navier, Poisson, etc. Il ne faut donc point conclure, de
.pareilles -différences, que celles-ci soient défectucuses et qu'il faille y
introduire deux paramétres dont le rapport varie avec la nature chi-
mique de la substance isotrope, contrairement a ce qui résulte de la
loi moleculan'e dans ce qu'elle a de commun 4 toutes, et qu’il faut
toujours invoquer. Les formules d’hétérotropie ci-dessus offrent, sans
rien d'illogique, des paramétres en nombre-encore plus grand pour
exphquer tous les résultats que l’expe1 ience présente. -

Voyons ce que deviennent les formules (23) a (25) du cas général -
d’élasticité inégale dans les trois sens lorsqu’en prend, pour les pres-
sions, les formules (3) de distribution ellzpsozdale des élasticités di~
~ rectes; A trois paramétres d, e, f, expressions qui conviennent, avons-
nous.dit, pour les corps A cristallisation confuse, comme sont tous
les matériaux de construcnon c ‘est-a-direlorsque 'on a, en effacant

les accents,

Vef

ofd ade
a=3a-, b:gfga 0:5"{‘3
39) 0 : £
(39) \/b <
—:-—:71, .
a e 7 .
-
| Per _.3 L,—l—f\ -i-eaz,
o) o ' f\ "fd d
(4o} p = f2,+3 % + A3,

{pz-,— ed,+ d, +3

Les expresswns et equanons générales (30) 32) s¢ neduxsent a

e I

.- o o ‘7U=CI’G+C'I‘ é—‘_——:'}"’v -
@y 5 3f<gr+1>r'
R ’V=O, 'W:."yz;- I

X
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d

d
—— —_ d
Prr=4£CI‘e f—afCr e 1+__’32_____7,
3(—-&-:)
[
(42) | d g S d,, —5- 2d
' p??": 4f'€CT' +2f;GT’ +—'((‘1—"—)‘7,
3=t
€
d
s—t 8 e -
Pzz= 2dCre +§'d?7;
{2r"—‘C—r—"—IG’+ L =2
0 0 . 71 3f7— £
1 d
(43) ( :ar'l‘—’C—-r;"‘_‘(]’+n_*_I 3V =" 5
et — g 2d o o\, _PTe— P
S G- nlv=""m

On tire, de celles-ci, les suivantes

¢
sy = ) ot ) — (1) (3
M ey g EE R e )
(44) C= n+1 o1 —py 7} drf—-—rzr
S pH\ fd 205 )

. o pon ot (P01 d
C=ar?C-4-rp (2f+n+13f7)’

qui se simplifient en effacant p;, ordinairement la pression de l'at-
mospheére; et qui se réduisent, quand I'enveloppe est mince ou quand

. - . -z . L \
r, et ry =1 == la trés-petite demi-épaisseur —¢, a

d d d
S d+8 -1 f 24—
C= §_e__—__f(po—p1)r e, C'= 77 e+’(e 1) (po—p)r °
5 ™ 6ofd € - 20d d . p
(45) T aed (S
—a=2—e(m—p)r U __8e—f(p—pr
- T=5%= 10de £ ’ f— r 7 a0fd :

Bien que ces formules aient été tirées de celles (23) & (28), elles ne

Tome X (2¢ série ). — OctoBRE 1865. 42
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donnent plus de g lorsquon y suppose que n=r1oud=e,a=bh,
ou lorsque les rayons r sont des axes de symétrie. En effet, les rela-
de
permettent de supprimer un facteur commun anx deux termes de

tions ellipsoidales a=3 Z—_f, b=3 %a ¢ == 3 — mettent en évidence et

fonctions telles qué g;; Avec ce mode de distribution des élasticités

généralement inégales en trois sens, on n’a donc pas besoin de recom~
mencer 'intégration quand on vient ensuite i supposer égale élasti-
cité en deux des sens, ' - :

8. Dilatations d'un cylindre creux hétérotrope exprimées en fonc-
tiort des modules d'élasticité de traction en divers sens. — T.es élastici-
tés latérales d’, ¢, f' sont difficiles 3 mesurer, méme par des expé-
riences de torsion; en admettant avec nous leur égalité aux élasticités
tangentielles d, e, f (n° 2); car, exécutées sur le cylindre entier, ces
expériences ne peuvent donner que la premiére d. Le mesurage di-
rect des élasticités dites directes a, b, ¢ est & peu prés impossible.

- Mais, comme on sait, I'on mesure facilement, tant sur une piéce
entiére que sur de pelits prismes qu’on en extrait en plusieurs. sens,
pourva qu’ilsaient une certaine longueﬁ}', les modules d’élasticité de
traction de Young et Navier, ou les rapports de la traction lol]gitﬁ—'
dinale qu’on y exerce, a Pallongement qu’elle produit par unité de
longueur. Appelons ' 7
" Ex ou E., VEyrou' E?, E,

les modales d’8lasticité de prismes extraits dans les trois sens que les
~ sous-lettres indiquent. Les trois premiéres formules de composantes (2),

en faisant p.. =0, p,, = o pour exprimer quil i’y a aucune pression

sur les faces latérales d’un petit prisme dont les arétes sont paralléles
aux x, et en éliminant les contractions latérales 3, 3,, donnent la

P X . s x '
valeur de E;y = —ai‘-‘ et comme on obtient de la méme maniére les

x e ) K
modules des deux autres sens, 'on a

e ad2 o halt__ ofr2 1.0 A rA
(46)E_abc ad’?—be"*— o2 o.d'e' P B, - méme num

E méme num?®
= 3 = ) =
he —d' , ¥ ca— ¢t AT ab— 2

P
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On ne peut pas, comme on voit, exprimer les six coefficients a, b,..., '
entrant dans les formules (2) ou dans celles (23) & (28) du cylindre
creux, au moyen de ces trois modules d’élasticité de traction; il fau-
drait, pour y arriver, poser trois autres équations, en mesurant encore
trois modules sur des prismes extraits dans des directions obliques &
X, Y,z ou ar, re, z, par exemple dans les directions bissectrices des
trois angles yz, zx, xy.

Mais toutes les formules d’élasticité symétrique en chaque point par
rapport & trois plans, et par conséquent, comme nous avons dit (n° ),
toutes celles qui sont relatives aux matériaux et autres solides amor-
phes ou 4 péte cristalline confuse, peuvent étre exprimées an moyen
de trois modules de traction seulement, si 'on admet avec nous la
distribution ellipsoidale des élasticités direetes autour de chaque
point (méme n° 3), car

ga::?) fb=39,0=3%, ou 3d=ybe, 3e=yea, 3f=yab,

d e f
(47) donnent E ——-gief—?.ff-—ga E _ 5 b E 5 de 5“
*T8E T 2d 6 YT ae 2= TS

En faisant donc, dans les formules (41) & (45),
_ — R
(48) d= g VE.E., e= §\/EE f— g VE.E,, n= \/Ff

tout se trouvera exprimé en fonction de trois modules de trac-
tion E.

On aura, par exemple [expressions (41), (42)], pour le cylindre
creux d'une épaisseur quelconque, '

\/E? \/EP V
- Er - M '—- Er l __..___.___Ez
U=Cr -+ C'r 3 Ve \/_

S oVE L o, VE g
=3g.cr E,C '5\/E +?\/_ 7 [*].

(49)

[*] Les formules (30) & (35) ci-dessus, dont se déduisent toutes les suivantes, re-
viennent 2 celles quon voit 2 U'extrait de mon Mémoire du 21 mai 1860, publié aux

42..
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Et, pour un cylindre mince [ expressions (45)],

(50) 3z=/ 1 2\/— \/E;po_pl 2 I SVE‘; \/—PO"PI

ZEE : T8 B,¢E - ¢

Comptes rendus, t. L, p. 932. Je disais explicitement, 2 ma lecture; ainsi qu'a un article
imprimé au Cosmos de la méme semaine, que les cogfficients des élasticités inégales en
divers sens passaient en exposants des rayons vecteurs, ce qui ressort du reste de ces
formules. i

M. 8. Virgile, dans une Note récente (8 mai 1865, id., t. LX, p.g62) surle frettage des
bouckes & feu, a donné également, de la force de tension des fibres circulaires, ou de ce
qui est appelé ici p#,’ des expressions oil les modules Ey, E, des élasticités tangenti¢lle
et normale i ces fibres figurent aussi, pour la racine carrée de leur rapport mutuel, en
exposants des rayons. Mais ces expressions différent essentiellement de celles que je
viens de donner. Cela vient de ce que leur auteur, voulant éviter 'emploi des formules
de la théorie générale de I'élasticité, assimile, comme il le croit permis, les effets des
tensions ou pressions qui s'exercent & I'intérienr d'un corps, & ceux de Ia traction
d’une fibre isolée, ou d’un petit prisme dont les faces latérales sont libres. Cela revien-

drait & supposer qu’on a les formules mondmes
Orr = Erar, P?? = E b

au lieu des deux premiéres formules trindmes

.

: , f
(10) ou (f0) pre==ad+ Dy + /0= 35 vy pog= /3, b, +dD, =,
‘ou, en substituant (48), '

6
(4o bis) pr=% Edet- 7 \/‘p,;'x, oz ZVEED., Pop= 5vEgE,br+ Epa?+ 2 VE,E, e

Cette supposition conduit, en effet, aux expressions que donne M. Virgile pour ses
L4

N e 7 .
forces dites du groupe principal (sauf le rapport;' des rayons au liew du rapport
. 5 }

3

r 5 . L3

—+ de leurs carrés, qui entrent dans ses deux premiéres formules ) .

r

0 . .

1l pose, il est vrai, & coté de ces expressions, d’autres expressions qui sont relatives

4 ce qu’il appelle les forces du groupe secondaire, et qui sont les tensions ou pressions
tangentielles engendrées par les tensions ou pressions normales, ou réciproquement,
lorsqu’un petit prisme de méme matiére soumis aux unes est assujerti ou contenn
dans le sens des autres, c’est-d-dire lorsqu’il est astreint & conserver ses dimensions
dans ces derniers sens, au lieu d’étre libre de s’enfler ou de se rétrécir perpendiculai-
rement & ceux de sollicitation. M, Virgile dit que ces deux groupes.de forces se super-

.-
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9. Application aux homogénéités polaires, ou du genre sphériconique
et du sous-genre sphérique. Etablissement simple des formules. —
Prenons, avec M. Lamé, pour coordonnées du pointm d’un corps :

r, rayon vecteur Om de ce point, & partir d'un point central fixe O

¢, sa latitnde, ou I'angle que fait r avec un plan fixe ou dyuateur
passant par O;

¢, sa longitnde, angle que le méridien de m, c’est-d~dire le plan
mené par r perpendiculairement 4 I'équateur, fait avec un méri-
dien fixe; ‘

en sorte que les surfaces orthogonales coordonnées sont des spheres
de rayon r, des cénes de latitude ayant pour axe l'intersection com-
mune des méridiens et des bases circulaires de rayons 7cos¢ pour des
cbtés r; enfin des plans méridiens.

En sorte que :

U, V, W seront les projections du petit déplacement éprouve par le
point i, sur le prolongement de r, sur I'élément rdg de son cercle
méridien, du coté de sa rencontre avec la moitié positive de 'axze
polaire fixe; enfin sur I'élement rcos¢de de son cercle de lati-
tude paralléle & I'équateur et ayant son centre sur I'axe, en comp-

- tant W positif du coté opposé au méridien fixe;

Prey Pogs Pogs Popr Pyrs Pre SETONE les composantes de pression, en m,
sur I'unité superficielle des éléments des trois surfaces orthogo-
nales conjuguées.

posent et confondent leurs effets. Mais, bien qu'il présente une évaluation des forces
du second groupe, en donnant & leurs expressions Ja méme forme qu’a celles des forces
du premier, il ne les combine point ensemble, ou il n’en compose pas I'effet résultant
ou total. 11 dit au contraire que le premier groupe intéresse seul le plus souvent les so-
lutions, et qu'on peut abstraire Pautre. I! fait aussi abstraction de la pression ou trac-
tion longitudinale, et des pressions transversales qu'elle engendre nécessairement de la
méme maniére, dans le sens ¢ comme dans le sens 7. '

Notre solution n’oblige pas & ces suppressions que rien n’autorise, et dispense de
faire de pareilles divisions et distinctions; car les formules générales de I"élasticité (1)
ou (2), ou (10), (40), tiennent compte simultanément de tous les effets, directs oun
latéraux, de chaque pression composante, ou autre force donnée. Je présente comme

seules vraies les cxpressions I—i [de (41)], et (42) ou (49), qu'elle donne pour dp et pyo-
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Et nous appel]erouq , :
R, @, ¥ les composantes, suivant les mémes trois dlrectlons (de r

prolongé et des tangentes au méridien et au paralléle de m), dela
force extérieure qui agit & la maniére de la pesanteur sur les par- .
ticules de Punité de volume d’un petit élément so]1de dont m fait
partie.

Posons dlrectement, comme nous avons fait au n° 5 avec les coor-
données semi-polaires, I'équation de I'équilibre de translation, dans les
sens r, ¢, Y ou s’estiment U, V, W, d’'un élément de volume terminé
par deux spheres distantes de Ar, deux cdnes ayant des demi-angles
au centre différant de Ag, et deux méridiens distants angulairement
de A{d. Pour cela placons (n°5) le point m 4 son milieu, ou & I'inter-
section des trois surfaces moyennes entre celles-13, et appelons

(51) A.=rAg.rcospAy, A,=rcospAd.Ar, A-.;,:rAgo.Ar,

les pOI‘t]Ollb de leurs trois aires interceptées par les faces de 'élément,
Nous aurons d’abord (meme n°5) les sommes suivantes de compo-
santes de pressions

[ T d Ar Tr d'A?p r pdvr‘
dans le sens 7 p Ar s : Ag + y: Alll,
) d.A,p,.('p d.Aop,, d. ﬁbp&,/?
(52) ¢ O —g— Arh — A + ""T a4,
d.Ap, d.Ayp,
: ¢ Ap ksl M’w
Y ql, ar A'r+ d? A(P Alp -

Il faut y ajouter les composantes provenant du défaut de paral[élisme
ou de perpendicularité, aux trois directions r, ¢, ¢ qui sont relatives
au centre m de I'élément, des six directions de méme nom qui sont
relatives aux centres de ses six faces.

Pour cela, appelons respectivement

,,/, gDI7 q)l

celles qui partent du centre de la face antérieure, quési—palﬁailéle,

aA,,et
- ” 17 LM
- r b2 (,07 LP
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celles qui partent du centre de la face quasi-paralléle 2 Ay, et aussi

rad e r I
anterieure, ou ayant pour troisiéme coordonnée !.P—I—-EA(.P et non

I
~3 A{y. Nous aurons

( cos (¢, r) = — 92—?7 cos(r',o) = %?;

(53) g

car l'angle ((p', r) =5+ ;‘-7 et {r',¢)enestle supplément. -
Nous aurons aussi

! A AY

s cos (4", r) = — —;i cosp, cos{{’, )= —; sing,
(54) " A A

Q 1 ” Y .
cos(r,g’;):;cosgo, cos (9", ¢) = — —tsing;

car, & I'égard des deux premiers de ces quatre angles, si 'on nomme r,
la direction de la projection du rayon r sur le plan du paralléle de m,

) w A .
comme angle ({”, r,) est = = -+ s une longueur = 1 portée sur la

A

tangente ¢” & ce cercle delatitude donne, sur r,, une projection — 3
Ay
2
la projetant sur les directions r et ¢. Or ce sont bien 12 les projections
de cette longueur r=1 elle-méme sur ces derniéres directions, puisque
sa projection sur la direction ¢ ne fournit rien, ni projetée sur r, ni
projetée sur g, auxquels ¢ est perpendiculaire. Quant aux deux der-
niers angles (54), ils sont suppléments des deux premiers.

On trouve, au reste, ces mémes expressions (53) et (54) en compo-
sant chaque cosinus de angle de deux directions au moyen des six
cosinus (58), ci-apres, des angles qu’elles font avec trois axes fixes ,
¥, 3. ‘

En multipliant par ces six cosinus (53), (54) les pressions sur les
faces moyennes, savoir '

s e N A .
et cette projection, a son tour; donne — —* cosg et — -2—4’ (— sing) en

(55) AePpor  ApPors AuPysr Aypyy. Aypy Ae"P;aw
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il suffit de doubler les produits pour avoir, & cela prés de quanntes né-
gligeables du troisiéme ordre, ce qui vient 4 la fois des faces anté-
rieures et des faces postérieures, ou les forces correspondantes agissent
en sens inverse, mais pour lesquelles, par compensation, les cosinus
ont des valeurs de signe contraire. On a ainsi, pour les forces & a_]ou-
ter a (52),

dans le sens 7, — App A9 — Ayp,, cosgAY,
(56) a 9, Agp,,.Ag QI-A‘bp&b?SingoA‘p,
s, Ag,pwcos'cpAql—Ag,pwsingoAq:.,

Substituant les valeurs (51) de A,, A,, Ay, et effectuant, puis egdlant a
z€éro apres avoir divisé par le volume del’ element qui est

Ar. rAg.rcosgAd,

et ajoutant les forces extérieures qui agissent dans les mémes trois sens
sur 'unité de volume, on obtient les équations d’équilibre suivantes,
dont cette démonstration motive bien la composition,

dper 1 2(p.,c089) 1 Pyr | 2Pr—DPyo—Pyy +“R=o0
dr 7cosg do rcosg dr r- i -
dppy 1 4(py,c089) 1 Py | 3Py Pyytange
(57) dr rcosg-  de rcose dr - . r +&=o,
dpy, 1 d{pgycose) 1 9Py -+ 3Pur Py tange V¥ =o.
dr rcos:P dq) . recosp di r

Ces equatlons sont 1dent1ques celles que M. TLamé a déduites de
trois autres équations de vingt-trois, de vingt-deux et-de quatorze ter- -
mes, obtenues par le procédé mixte (n° 5). Pour les en ‘déduire il les
ajoute trois fois entre elles, aprés multiplication par les trois premiéves,
les trois qui suivent et les trois derniéres des expressions suivantes des
cosinus des angles que font les directions r, ¢, ¢ avec trois axes rectan-
gulaires fixes des x, des ¥, des z; le troisiéme de ces axes fixes est celui
du systéme sphemcomque, et le premier est Pintersection du plan mé-
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ridien fixe zx avec I'équateur xy :

cos(r, x)=cosgcosy,  cos(n y):coscpsin Y, cos(r,z)=sing,
(58) { cos (¢, )=— sing cos ¢, cos (9, y)=—singsiny, cos(g,z)=cosy,
cos (¢, a)=-—siny, cos (¢, )= cosd, cos(,z)=o,

En effet, les trois équations, plus compliquées que (57), dont nous

parlons, expriment (n° 5) 'équilibre de translation de Yélément dans
les directions de ces coordonnées x, ¥, 2.

Pour D'établissement des expressions des dilatations et glissements
en fonction des coordonnées sphériques, servons-nous du procédé
analytique (n°5) en montrant comment on peut en diminuer considé-
rablement les calculs. Si nous adoptons avec M. Lamé les abréviations

(59) cosp=c, sing=s, cosy=c’, sing=¢’,

nous obtenons, comme particularisation des relations indiquées par (c)
et (¢) ’une maniére générale au n® 5 ci-dessus, entre les coordonnées
polaires et les coordonnées rectangles &, 7, 3 qui viennent d’étre dé-
signées, ainsi quentre U, V, W et les déplacements z, 9, w dans les
sens de celles-ci,

(60) w=rcc'U-—~sc'V—sW, p=csU—ss’V+ W, w=sU~+cV;

x=rcc’, g =rgcs, z

l

S,

(61)

|

81

r=yox:+y*+2z, tango= » tangd

Va+ 5

Différentions ; mais aprés et 3 mesure que les différentiations sont effec-
tuées, faisons '

(62) : : ¢ =0, don ¢'=1, s =03

ce qui revient & prendre le méridien du point m pour le méridien fixe

auquel on rapporte les points environnant m; et ce qui ne restreindra

aucunement la’ généralité des résultats finaux, puisque tout est syme-

_trique autour de I'axe du systéme. Nous aurons ainsi pour les formules
Tome X (2° série), — OCTOBRE 1865. 43
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désignées par (f)aun°B: L

dr dr dr
=% T T
‘ - do S d do c
(63) - E="7 3% E=5
dy__ dy 1 dy
T TR &T 0

et, pour les formules (g) de changement de variables,

64) d. _ d. sd. d.__ 1 4. rﬁ__si.__!_cd,-
(‘ = @ rdy dy  rcdy dz dr rdyg

En mettant successivement les expressions (60) de %, ¢, w & la place -
du point symbolique, et en faisant toujours ¢ = o aussitot et & mesure
que les différentiations sont opérées, on obtient les valeurs des neuf
dérivées de u, ¢, w, qui, substituées dans

a7__¢lu: . ,_d”+d‘v :
Vwi—d.z:“ "V'g]‘z—dz :1y""’

d
donnent six e'xpressmns [(k} du n® 5] affectées du monéme _;{E, du ,

 bindme d—— -+ '9, et de quatre certains trindmes; et qui sonr, en appe-
lant prov1sou'em_ent 3, ,¥,8,8,8" ces fonctlons hlonﬁmes; binémes,
trinémes de U, V, W (que nous écrirons tout & I'heure),
(65) 3, = +5*¥ —acsg’, ar=é', &._.s b—l—c?b’—l—zcsp, .
8y = sg'+ <8 gm_zcs (b —¥)+(c*—s) g, gxy__cg'— sg.

Or ces expressions étant mises, & leur tour, dans les suivantes, qui-
particularisent les (i) du n° 5,

5 3p == 0y C% 4 ;8% 81z CS,y Dy == ;8% +4- 3,6 — g, Cs, 3y =y

66 :
( ) e g?¢=grz?—gxrs’ g¢,‘=gyzs+g$fc, Brp™= 2bxcs+2b cs"'czz(cﬂ—s”),r

_rendent celles-ci précisément égales 43, o, B”, g 858" ECI‘[VOI.’]S donc
les fonctions que représentent ces six lettres, et egalons—-lea a b,,. 28rg
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nous avons [pour (&) du n° 5]

[y _ 4dU ot th_{_U vy T dw U tane

6 =2’ ?'--;d? o L"Iwrcos?d_ﬁ’;' 7 7 Ruee

( 7)) _ 1 AV AW W _dW_ 1 dU W _1dU_av_ v
: g?'zb_rcom?d\p rody TR &, = rcosg Y 7’ g"?—;}ﬁ—*—}ﬁ_;’

formules qui concordent avec celles que M. Lamé a trouvées pour les
pressions dans un corps isotrope.

On n’y arrive qu’aprés des calculs démesurés lorsqu’on laisse arbi-
traire ¢, qui doit disparaitre de toute maniére et ne pas se trouver dans
les résultats.

10. Sphére creuse, douée de I’ homogénéité sphériconique.— Suppo-
sons que sa matiére soit douée aussi en chaque point de la symétrie
de contexture (n® 2) par rapport a trois plans, qui est définie par les
formules dérivées de (2) et déja employées pour le cylindre,

[ Prr== Q-+ 105+ €73y, Poy= dg%,l,

(68) p??zf'a,—x-ha?—;-d"a&b, et p, =eg,,

Pyy= €%+ dd,+ ¢y, Pry= fgl_?;

et prenons pour données, avec M. Lamé, des pressions normales et
constantes

— Pos — P

sollicitant respectivement les surfaces sphériques intérieure et exté-

rieure, dont les rayons sont
Toy Iy

Vu que tout est symétrique autour du rayon servant d’axe au sys-
téme, les points appartenant 4 ce rayon particulier ne pourront se
déplacer que dans sa direction. Voyons & quelles conditions, ou pour
quelles relations entre les données, il en sera de méme pour tous les
autres rayons vecteurs, en sorte qu’on ait partout

v

i {69) V=o, W =o.
* 43..
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Si Pon introduit cette supposition dans (67) puis dans (68), en
faisant de plus, vu la symetme parfaite autour de l axe polaire,

dU

(70) ’ :i;i:O,'
on a ,
2, — 48 a__'b__U ' 14U
a0 T = g?-'"'_o’ Byr = reospdl 8rp = 1
; dU
(71) pe=all i (¢+f)2s  p,=o0,
71) . ,
,(IU n U __ e du
——f (])—l—d)—, et Pabr—_—rcos?ﬂ’
- dU .
p¢&bj;e—+(c+d') p,,= o

Et les trois équations d’équilibre (57);. dont la seconde se réduit
A — P+ Py =0 deviennent

a0 ' e dU U

agm 2Ty ———(b+c+2d e —f) r’cos’qf ay (dr r) =0
, . U

(72) (¢ — ) Gp+(c=D) 3 =0,

e dU oy .
reose Ay (a’i' + 27) = 0.

Elles doivent étre satisfaites toutes trois par la méme valeur de U.
Or, on tire de la seconde, C’ étant une constante,
b;-c

(73) U=CreT’,

Cette valeur satisfait identiquement 4 la troisiéme; etsi on la substitue
.b~—¢

.o S .
dans la premiére, on. peut tout diviser par Gr*—f ~, ce qui donne,
comme condition pour que V'on puisse avoir (69) V.= 0, W=o,la
relation suivante entre les coefﬁments

(b—cy b—e b-rctad—e—r

e—F) Te—F__ _ a

(74)
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On aurait Ja méme chose, si 'on supposait & prieri que U est fonction
de r seul, en résolvant d’abord la premiére équation (72) débarrassée
ainsi de son dernier terme, car si on I’assimile & 'équation différen-

. ror . ) 1
tielle générale (20) du n° 7, en faisant ses parametres m = ~ et

; Yo !
"= £+b—|—c+2d € f,
4 a

Pintégrale (21) de celle~ci donne, C et C’ étant deux constantes,

I

(75) U=Cr :+Cr =

Substituant dans la seconde équation différentielle (92), on a

’

[(e’ ~£)(n— -;) 4c— b]cf-=n+[_(e'—f')(n + §)+c~h] C'=o,
condition qui ne peut étre satisfaite quel que soit  que si les deux
quantités entre crochets s’annulent, ou au moins P'une des deux avec
la constante qui affecte 'autre. Or ces deux quantités égalées & zéro
donnent pour 7 les deux valeurs

(76) n=i-.(-;-+ i—’,};;),
qui, égalées & ce que représente 7, redonnent bien la condition ou re-
lation obligée (74).

Si cette condition (94) est remplie, et si I'on n’a pas ¢ = f’, le dé-
‘placement U est donné par I'expression exponentielle mondme (78),
3 laquelle on raméne méme 'expression bindme (75) quand on met
pour n, dans celle-ci, les deux valeurs (76).

‘Les composantes de pressions, variables, comme on voit, avec la
distance au centre, ont pour valeurs (1)

b—e¢ bk GO
Prr = (a ‘é,—E—f-,—[- e’+f'> C” o=t :
(77) , _
7 (b+d)e—(ctd)f ~, F=m—1
Poy= Py = P Corre=tt
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Mais il faut encore que celle de p,, qui n’a, comme U, qu’une con-
stante, puisse satisfaire & la fois aux deux conditions aux limites
N Prr=—pPo pour I'=T,,
(78) { ,
Prr=—p1 pour TI=r.

Cela exige qu’il y ait, entre les deux pressions sur les parois intérieure
et extérieure, un rapport déterminé par celui des rayons de ces paro:s,

et qui est donné par
bh—e 1

(79) b= (,,)e—-?'

Il n’y aurait pas lieu & poser cette deuxiéme condition si la sphére était

pleine.

11. Méme spizere douée de I’homogénéité simplement sphérique. —
Mais le rapport des deux pressions donnees Po €t p, peut étre absolu-
ment quelconque si le numérateur et le dénominateur de I'exposant
de r dans la valeur (73) de U s’annulent 4 la fois, ou si I’on a, entre
les coefficients qui déterminent I'élasticité, ces deux relations au lien
d'une seule (74) :

(80) e=f, b=c.

C'est ce qui a lieu, par exemple, lorsque tous les rayans de la sphére
sont des axes de symétrie de contexture, ce qul ‘entraine, en outr
(°3), b=se4e=af +{.

Alors il n’y a plus de rayon particulier dont tous les points sont
ombilicaux ou exceptionnels (n° 4). Le seul point ombilical est le
centre, en ce que, quand la sphére est pleine, il faut s'écarter légére-
ment de ce point pour trouver des éléments qui soient identiques &
tous les autres éléments du méme corps. Tout rayon peut étre pris
pour axe du systéme, et la matiére jouit du sows-genre d’homogé-
néité (n° 3) qui peut étre appele sphérique.

Les déplacements causés par des pressions constantes et normales
aux parois ne peuvent se faire que suivant les rayons, et étre fonctions

~
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que de r seul; en sorte que les égalités supposées (6g) V =0, W=o

TR T A dU P
' i in —
sont ici obligées, ainsi que (70) 2; =0 etaussi
du _
E = 0.
Il 0’y a plus lieu de prendre la solution mondme (73) tirée de la
deuxiéme équation (72), méme quand il y aurait eu, entre les coeffi-

b _ .
o ; ne donne plus g en faisant &' ={",
frd

par exemple les relations de distribution ellipsoidale b = 3 =
c=3 %—e-,, d’ou (‘:,:fc; = Sd’(::;_ f)
deuxiéme équation (72), dont les deux termes sont alors affectés de
e’ — f’, d’étre identiquement satisfaite, et ’on e peut pas s’en servir
pour obtenir U. _

1l faut donc tirer la solution de la premiére équation d’équilibre
(72), seule subsistante, et dont on doit effacer le dernier terme, vu qué

cients, des relations telles que

; en effet, cela n’empéche pas la

du __
E = 0.
Si 'on fait
S bd—
(81) n=§\/r+8 o
cette équation donne
(82) U=Cr 24Cr "3,

11 en résulte

(83) 3 v ad W

=Cr 24Cr 3

n—i -u-—-?.
‘ p,,:[(n— %)a—l—ze’]Cr 2-*4[(11 +§> a-—-ze’]C’r 3,

(84) | 3
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Et les conditions aux superficies, résultant de la substitation, a Prr ek,
de — p, etry, — p, et r, successivement, dans la premiére de ces équa-
tions (84), fournissent pour les constantes

C = PoTy 2 Pi7y

(85) ( | Z"" §—n>(r - ;

O \PTS_ —PTY )
[(n-l—;)a—ze](r’l“——-fo“

En les substituant dans (82), on a

3 3 3 3 -

» I I’ﬂrn+;“plrn+; n—= Porg—n"'}’xra—n ‘ 2 —n—=

(86)U: . 0 1 r 2 [ 1 (ro"l) nr - 2
7 .

=l (n—-)a-{—ze (n+-l—)a——2e’
2 9 KX

qui, divisé par r, donne les dilatations tangentielles

variables, comme on voit, avec la distance au centre.
 D’o aussi, U, étant U pour r = r,, la valeur suivante de la propor-
tion de la dilatation cubique de la cavité sphérique :

: 3 3 3 3
n——-2- n—l—; ﬂ—l’; ;—n -0
3Uo___ 37‘0 ol — 7y +p°ro — 7y

(87) == an can - : Y
r T ( ——é)a-&—ze’ (n—f—l)a—ze’

e

Dans le cas particulier de I'isotropie, ou

3
d=¢, b=a, n=x

ces formules se réduisent, en faisant e’=A, a = 3A, a ce qui a été
trouvé pour une sphére isotrope, au moyen des coordonnées recti-
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lignes ordinaires, par MM. Lamé et Clapeyron en 1828 [*], et & peu
prés en méme temps par M. Poisson [**]. Et, en remplacant

a par A+ 2pm, € par d,

elles sont aussi conformes 4 ce qui a été trouvé en 1852 par M. Lamé,
au moyen des coordonnées sphériques. ‘

Mais on voit, ici comme pour le cylindre creux (n°® 7), que lorsque
Pélasticité de la matiére de la sphére, dans le sens de D'épaisseur de
son enveloppe, n'a pas la méme grandeur que les élasticités dans les
sens tangentiels 4 ses couches, ce qui sera sans doute trés-fréquent,
les formules, malgré le passage en exposants des coefficients qui me-
surent I’élasticité, sont & peu prés aussi simples que les formules sup-
posant lisotropie.

On dispose alors, pour interpréter les faits, de trois constantes, a,

¢’ ou e, et h = —3 ou tout au moins de deux d, e en faisarnt
? e ?

Ty

=35, b=3—-=3d,

(<]

ol &
o B,

a=3

relations voulues pour la distribution ellipsoidale des élasticités (n° 3).
On voit donc que pour expliquer ceux des fails qui ne s’accordent pas
avec les formules d’isotropie & un seul coefficient, il n’est nullement
nécessaire d’admetire et d’employer des formules d'isotropie & deux
coefficients, que je maintiens étre fautives. '

Supposons que Ienveloppe soit d’une faible épaisseur .
En faisant dans les expressions (85) deCet(C':

(88) re=r—s& r=r-ce

[*] Sur Péquilibre intérieur des solides homogenes (Savants étrangers, t. IV, n° 8T

a 60).
[**] 4nrnales de Chimie et de Physique, 1828, 2° série, t. XXXVIII, p. 330.
Tome X (u° série). — Ocrorre 1865. . 44



346 'JOURNAL DE MATHEMATIQUES

et négligeant ¢*, elles deviennent

.s.—n ) . §+u

. — (po—p1)¥? ’ (pe— 1),2 .-
R | ey Pl R oo

d’oli, en substituant dans (84), et remettant pour n® sa valeur

1 b+d—e

Z+2——a——-.

(90) N Sl )L
9 PFf—p\“'{'— 26

Cette expression, analogue a celle (31) de Mariotte relative au cy-
lindre, de la traction éprouvée par la paroi d’une sphére mince pressée
intérieurement et extérieurement, a été trouvée par Navier [*]. Elle
est facile & démontrer directement, car la pression que chaque moitié
de la sphére éprouve a la méme résultante (p,— po)rr? que celle
quéprouverait le grand cercle diamétral il servait de couvercle &
Pautre moitié; et elle doit, pour Iéquilibre, étre égale & la traction
P,p-2mré supportée par la couronne suivant laquelle le plan de ce
grand cercle coupe l’enveloppe sphérique. .

En substituant de méme les valeurs (89) de G et C' dans (83), nous
trouvons

7 — 8 (p=p)r
(91) af’——a‘f"_a(b-kd'):—-ze" 2¢

pour la dilatation tangentielle & laquelle il faut i imposer une limite, re-

lative 4 chaque matiére, pour établir la condition de résistance, ou de

stabilité de la cohésion.
Le quotient

(92) - S N (.

n’est point égal au module d’élasticité E de Navier et de Young, qui

*) Résumé des Legons & 1" Eeole des Ponts et Chaussees, 1833, n® 670.
, ¢ » 7
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est le rapport de la traction a la dilatation longitudinale d’un prisme
de méme matiére. Quand il y a isotropie, ou quand b =a = 3d = 3e,

et méme seulement quand il y a distribution ellipsoidale des élasti-

cor _ 3fd ef e? Sr o Meir 3ees o
cités, on a b=-—=3d,a= 33 =3 3> vu I'égalité déja supposée

(80) e = f. Donc, alors

(93) 3 (p—p)r Py 04,

b?:D,‘&::—-——, _—

20d € o 3
. . . 5
en sorte que ce qllOtleﬂt ?f est ]eS é du mod’ule- connu E == d.
o 3 2

12. Puase cylindrique terminé par deux calottes sphériques. —
Parmi les apercus ingénicusement pratiques dus a Uesprit initiateur de
M. Lamé, on doit remarquer ce qgui se trouve censigné aux Comples
rendus de I’ dcadémie, dans une simple Note de 1850 intitulée: Sur les
épaisseurs et les courbures des appareils & wapeur [*]. L’excelfent
géometre y recherche & quelle condition une chaudiére cylindrique,
terminée par deux portions de sphére, et soumise intérieurement a
une forte pression, éprouvera la méme modification, dans la partie
cylindrique, que si le cylindre était de longueur indéfinie, et, dans les
calottes sphériques, que si elles appartenaient & des sphiéres creuses en-
tieres, en sorte que chaque partie agisse sur P'autre, & la jonction,
comme feraient les portions manquant 4 chacune, C’est bien la condi-
tion pour que ’enveloppe se dilate partout sans flexion ou altération
de forme, et résiste ainsi avec le plus grand avantage. Par les chiffres
que M. Lamé donne comme régle, et que ’on reconnait étre déduits
du Mémoire présenté par lui et par M. Clapeyron en 1828 en se ser-
vant des formules d’isotropie 4 un seul coefficient, on voit qu'il ex-
prime, pour cela, que la dilatation tangentielle soit la méme dans les
deux sortes de surfaces, ou que les cercles de jonction s’étendent au-
tant comme faisant partie du cylindre que comme faisant partie des
spheres.

Nous pouvons, & l’aide de nos formules ci-dessus, donner des régles
plus générales, et applicables non-seulement quand la matiére des

[*] 18 février, t. XXX, p. 157.
4.
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toles n'est pas isotrope, mais méme quand celle des parties sphériques
est d’'upe variété de métal différente de celle de la partie cylindrique.

Désignons par I'indice 1 les dilatations et les coefficients d’élasticité
reIatxfs aux parties sphériques, en réservant pour la partie cylindrique
les lettres sans indices. La condition d’égalité des dilatations pour les
cercles de raccordement sera '

(94) | S =105

ou, en mettant pourd, , les valeurs (32), (g1) relatives a des ma-
tiéres homogeénes, I'une q)flzndl iquement, I'autre sphériquement (017,
11), et en divisant les deux membres par p, — py,

5) I 28 — ad’ L €'f’ —2e? r A a, I
(9 2 abe — ad’?— bhe'2— cf 2~ ad’e ’f’ £ 2a,(bl-+-d }— 4¢€,2 g .

) . . g e )
formule qui fournira le rapport < & donner aux épaisseurs quand le rap-
- g

r ) , 4 .
port‘—fdes rayons sera donné, et réciproquement.

Au lieu de laisser les rapports mutuels des nombreux coefficients
d’élasticité que cette formule contient pour chaque métal, dans un ar-
bitraire qu'il n’est guére possible de faire cesser au moyen de résultats
& experlences si l’on met pour les coefficients a, b, ¢, a,, by, les va-

leurs 35 , 3k , 3 & 3-d—, 3dy, relatives & la distribution ellipsoidale

des elastlcltes du-ectes (n° 3) qui convient aux métaux comme & toute
matiére qui n’est pas en cristaux réguliers, ou si 'on prend pourd,, 3,
les expressions (45), (93), cette condition devient

8e—f r 3r,
(96) T T
ou, et vu que (n° 8) d._—\/E?Ez,e_.s\/E E,,f—g\/ EE, d,=§-E?l,
e E.
. 7 i—};'s?-—'l d,___l 8 —E;—I EP‘ .
(97) & I, 3 d 1 ] 3 \/E?E,,,

en sorte que les épaisseurs ¢, ¢, de la partie cylindrique et des parlies
sphériques devront étre comme leurs rayons r, r, multipliés respecti-
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vement par les fonctions
e E,
8g—1 8 —VE 3
et

d —d_,; ol bien T et -E‘;'

des élasticités de leurs matiéres.
S'il y a isotropie, et méme matiére dans les deux parties, ou si

d=e=f=d, E,=E,=E,,

I'on a pour la condition (97)

3
L]

I
|

3

KU

o

-

T

ou que les épaisseurs soient comme sept fois et trois fois les rayons,
en sorte que si les épaisseurs sont les mémes, les rayons du cylindre
et des portions de spheére soient entre eux comme 3 esta 7, cequi est
la régle indiquée par M. Lamé pour les fonds sphériques compensa-
teurs, élevant en quelque sorte, dit-il, le systéme des chaudiéres cylin-
driques au rang des formes naturelles, ou des solides d’égale résistance.



