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MÉMOIRE 
Sur les divers genres d'homogénéité des corps solides, et prin-

cipalement sur l'homogénéité semi-polaire ou cylindrique, et 
sur les homogénéités polaires ou sphériconique et sphérique; 

PAR M. DE SAMT-VE1YANT. 

Lu à l'Académie des Sciences le 21 mai i860. 

1. Définitions ; objet. — On connaît la distinction établie par Cau-
chy entre un corps solide isotrope et un corps solide qui est simple-
ment homogène, quant à ses propriétés élastiques. Un solide est 
isotrope si, tournée ou envisagée n'importe comment, sa matière est 
identique à elle-même, c'est-à-dire si elle offre partout et en tous sens 
la même contexture; ou si, non-seulemenl en tous ses points, mais en-
core suivant toutes les directions, les mêmes petits déplacements mo-
léculaires y développent les mêmes réactions mécaniques. 

Il n'est qu'homogène si sa matière offre la même élasticité ou les 
mêmes réactions en tous les points dans des directions homologues, 
mais non pas en tous sens autour de chaque point. 

D'après cela, les corps régulièrement cristallisés sont homogènes et 
non isotropes. II peut en être de même de corps amorphes ou à cris-
tallisation confuse, tels qu'une plaque métallique laminée, car elle a 
presque toujours des forces élastiques de grandeurs différentes dans 
le sens de l'épaisseur, dans le sens de la largeur et dans le sens de la 
longueur [*], 

[*] C'est à quoi n'ont sans douLe pas songé plusieurs savants de l'Angleterre et de 
l'Allemagne, qui semblent n'attribuer l'hétérotropie qu'aux corps cristallins. ( Voir mon-
Mémoire sur la distribution des élasticités autour de chaque point-d'un solide ou d'un 

TerneX.£2e série). — SEPTEMBRE I865. 38 
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Mais, outre .l'homogénéité en quelque sorte parallèle ou rectiligne 

qui se présente dans ces deux exemples, et qui a été seule considérée 
jusqu'à présent, il peut y en avoir une infinité d'autres. 

Qu'on enroule en tuyau cylindrique cette plaque homogène rectan-
gulaire non isotrope supposée mince, en dirigeant, par exemple, les 
génératrices dans le sens de sa longueur. Elle ne cessera pas d'être 
homogène s mais l'égalité d'élasticité aux divers points n'aura pas lieu 
pour des directions parallèles entre elles. Il y aura égale élasticité sui-
vant les rayons qui vont tous couper perpendiculairement l'axe du 
cylindre: ce sera l'élasticité dans le sens de l'épaisseur. Il y aura 
égale élasticité suivant les diverses tangentes aux cercles ayant leur 
centre sur cet axe. Il n'y aura que les élasticités égales suivant la lon-
gueur qui auront conservé des directions parallèles entre elles. 

C'est ce que l'on peut appeler l'homogénéité semi-polaire ou cylin-
drique-, elle a généralement lieu pour les tubes étirés ou coulés, et 
aussi pour les pièces de bois de droit fil. 

Quelque chose de plus compliqué et d'analogue cependant aura 
lieu si l'enroulement de la plaque en cylindre se fait obliquement à ses 
dimensions, ou si on l'opère en cône, etc. 

Qu'on imagine maintenant une sphère solide pleine ou creuse, ou 
un corps de forme quelconque divisible en couches sphériques con-
centriques. Si la résistance ou la réaction élastique, pour mêmes dé-
placements de ses points, est partout égale dans le sens des rayons, 
et partout égale aussi dans certains sens perpendiculaires entre eux et 
aux rayons, ceux par exemple où se comptent les latitudes et les lon-
gitudes pour un équateur donné, la matière est homogène, mais polal-
rement} ou d'une manière que nous pouvons appeler sphériconique 
vu le rôle qu'y jouent les cônes de latitude (ci-après, nos 9 et 10) ayant 
un axe déterminé, le même pour tous. 

On peut aller plus loin et dire qu'il y a autant de genres d'homo-
généité mécanique qu'il y a de systèmes possibles de coordonnées 
curvilignes ou de systèmes de surfaces orthogonales conjuguées. Tous 

milieu de contexture quelconque, particulièrement quand il est amorphe sans être iso* 
trope% inséré dans ce même Journal, .1864 )· 
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les genres peuvent être compris dans cette définition, qui s'applique-
rait même à des propriétés de toute sorte, mécaniques ou autres: 

Un corps est homogène lorsque l'un quelconque de ses éléments 
imperceptibles est identique à tout élément du même corps, pris ail-
leurs, ayant même volume et même forme, mais orienté d'une cet tame 
manière qui peut changer d'un endroit à l'autre. Il l'est même encore 
lorsque cette identité de deux éléments, pris n'importe où et convena-
blement orientés, souffre exception pour certains points isolés ou 
ombilicaux (tels que sont ceux de l'intersection commune des plans 
des cercles de longitude de la sphère dont on vient de parler, comme 
on dira au 11° 11). 

Le mode d'orientation des éléments, ou la direction relative de 
leurs lignes homologues, détermine le genre de l'homogénéité, genre 
dont chacun admet, comme nous verrons au n° 3, des sous-genres où 
les orientations possibles en chaque point sont multiples. 

Les corps isotropes réunissent tous les genres d'homogénéité; leurs 
éléments sont identiques de quelque manière qu'ils soient.orientés. 

Mais, comme l'ont remarqué depuis longtemps Savart [*] et M. Re-
gnault [**], l'isotropie est rare, même dans les solides coulés, dont 
la contexture s'est constituée par refroidissement rapide après fusion. 
Une plaque de fonte, un vase de. verre, etc., peuvent offrir eu divers 
sens des élasticités inégales, tout comme une feuille ou un tube de 
tôle; et c'est même, comme je l'ai montré ailleurs à la suite d'une dis-
cussion détaillée [***], la seule conclusion qu'on doive tirer des dif-
férences qui ont été trouvées entre les résultats de quelques expé-
riences, et ceux de calculs faits avec des formules A'isolropie à un seul 
coefficient; formules qui sont les conséquences obligées et rigoureuses 

[*] Annales de Chimie et de Physique, t. XLΓ, 1829, p- 373, Essai sur la réaction 
de torsion. 

[**] Relation des expériences entreprises pour déterminer les principales lois phy-
siques et les données numériques qui entrent dans le calcul des machines a vapeur, 
ire partie, 184.7, t- XXI des Mémoires de l'Institut, p. 432. 

[***] Nouvelle édition annotée (1864) des Leçons de Navier, à l'Appendice V, 
dont on peut consulter surtout les §§ 49, 54, 68 et surtout 75. 

38.. 
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de la loi des actions moléculaires que tout le monde invoque ouverte-
ment ou tacitement, et même sans laquelle tout établissement de for-
mules mathématiques d'élasticité est illusoire [*]. - . 

Il est donc désirable de pouvoir poser et traiter les formules rela-
tives aux Corps hétérotropes comme celles qui s'appliquent aux corps 
isotropes. 

C'est ce que j'ai fait dans de précédents Mémoires pour des cas de 
torsion et de flexion de prismes doués de l'homogénéité que nous ve-
nons d'appeler parallèle ou rectiligne, où les éléments identiques ont 
tous la même orientation [**]. 

Je me propose, dans celui-ci, d'établir les principes généraux 
propres aux homogénéités de tout genre, et, comme application, de 
résoudre quelques problèmes sur un cylindre creux et sur une sphère 
creuse, hétérotropes et doués des homogénéités qu'on vient de dé-
finir. 

2. Caractère et expression analytique d'un genre quelconque d'ho-
mogénéité. — Imaginons trois droites matérielles extrêmement petites . 
et rectangulaires 

x, y, ζ on mx, my, mz 

partant d'un même point m d'un corps élastique pris dans l'état dit 
naturel, où aucune force extérieure n'agit sur lui [***]. Puis, le corps 
ayant éprouvé ensuite une petite déformation qui change les distances 
et les actions mutuelles de ses parties et engendre en conséquence dès 
pressions ou tensions à son intérieur, appelons respectivement 

3χ, 3y, 3 ζ et gyz 1 gzx'f gsy 

[*] Leçons de Navier, Appendices, §§.21, 56, 75, et, dans le même ouvrage, 
Y Historique, η08 XXII, XLIII; et aussi le n° 2 du Mémoire cité sur la distribution 
des élasticités, 1864, p, 269-270. 

[**] Savants étrangers, t. XIV, De là torsion des prismes; Journal de M. Liouville, 
iS56, De la flexion-, et Notes sur Wavier. 

.[***] Nouvelle édition de Navier, Appendice III, § 22, et Appendice complémen-
taire, § 80. . . 
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les trois dilatations, dans les sens de ces droites, c'est-à-dire les pro-
portions très-petites des allongements qu'elles ont éprouvés, et les 
trois glissements relatifs intérieurs, mesurés par les cosinus des angles 
légèrement aigus dans lesquels se sont changés ymz, zmx, χ m y ; 
quantités qui déterminent complètement la déformation dans une 
petite étendue autour du point m. Oh a, comme on sait, pour les six 
composantes, suivant les mêmes trois droites, des pressions ou ten-
sions ρ à travers l'unité superficielle de trois petites Faces qui leur sont 
perpendiculaires, ayant leur centre en m, les expressions suivantes, où 
la première sous-lettre affectant ρ désigne la face par sa normale, et, 
la seconde, le sens de décomposition : 
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x sont des coefficients qui dépendent de la contexture 
du corps dans la même petite étendue où le point τη se trouve com-
pris; coefficients ou paramètres qui de trente-six se réduisent à vingt 
et un distincts au plus, vu l'égalité nécessaire, irréfragablement 
prouvée par Green [**], entre ceux qui, comme a

X
xyz et ayZ]sx, ne dif-

fèrent que par l'ordre où sont placés leurs deux groupes de deux 
indices ou sous-lettres. 

[*] Voyez dans ce Journal, année 1864, Mémoire sur la distribution des élastici-
tés, etc., n° 3, p. 272, et aussi, nouvelle édition de Navier, i8§4» Appendice complé-
mentaire, § 84, p. 7g5, ce qu'il Faut ajouter aux Formules (i) quand le corps part 
d'un autre état que l'état naturel, ou quand il y avait, antérieurement aux déforma-
tions 3

X
 , ..., g

yx
 éprouvées, des pressions intérieures et extérieures p°

x
, ρ"γ,.·., 

&r 

[**■] Comptes rendus de V Acad, des Sciences, 16 décembre 1861, t. LUI, p. 1107. 
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Il faut même, avec Cauchy, Poisson, etc., réduire ces paramètres 
seulement à quinze en vertu de cette grande loi des actions fonctions 
des distances dont on ne peut pas, disons-nous, se passer en Méca-
nique physique, et dont on tire six égalités complémentaires, telles 
que 

«bcx.yy — &xyjcy? &xsyz — &xy2x? 

ce qui fait toutes les vingt et une égalités susceptibles d'être posées 
entre ceux des coefficients qui portent les quatre mêmes sous-
lettres quel que soit leur arrangement. 

Mais pour montrer que ce qui suit est indépendant de l'existence 
de ces six dernières égalités, auxquelles plusieurs savants refusent 
d'acquiescer, nous n'opérerons, comme Green, que la réduction des 
trente-six coefficients à vingt et un dans le cas le plus général de con-
texture, ce qui en conserve, quand il y a isotropie, deux qu'il n'y a 
aucun inconvénient à traiter comme inégaux dans les formules, sauf à 
les faire égaux daus les applications, si l'on est convaincu, comme je 

.le suis, de leur égalité. 
La place de ces divers coefficients dans les formules (i) montre 

suffisamment le rôle de chacun dans les propriétés élastiques d'une 
matière hétéro trope. Les coefficients a

xxxx
, ayyyy

, a
zzzz

, par lesquels il 
faut multiplier les dilatations pour avoir les pressions qu'elles en-
gendrent dans leurs sens, sur des faces qui leur sont perpendicu-
laires, sont appelés élasticités directes. Ceux a

yzyz
, a

zxzx
, a

xyxy
 sont 

les élasticités tangentielles. Ceux a
yyzz

, a
zzxx

, a
xxyy

 sont appelés (par 
les auteurs qui les croient inégaux aux trois précédents) élasticités 
latérales. Enfin M-. JEtankine a nommé élasticités asymétriques les 
autres, tels que a

xxyz
, a

xxxy
, etc., qui sont nuls (n° suivant) lorsqu'il y 

a, au point considéré, trois plans de symétrie de contexture, perpen-
diculaires aux lignes x, y, z. 

Ces formules (i) de composantes de pression sur trois faces ortho-, 
gonales conviennent à des corps hétérogènes comme à des corpse 
homogènes. 

Elles sont applicables, par conséquent, pour tous les genres d'ho-
mogénéité. 

Si x, y, ζ ont partout les mêmes directions, parallèles respective-
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ment à trois axes coordonnés fixes x, y, z, et si les coefficients a ont 
les mêmes grandeurs pour tous les points m d'un corps, ce corps jouit 
de l'homogénéité parallèle ou rectiligne,· car les petits éléments paral-
lélipipèdes de mêmes dimensions, orientés de même, donnent, pour 
mêmes déformations éprouvées 3^,..., gxy, les mêmes pressions ou 
réactions élastiques pxx,..., pxr» 

Si, a
xxxx

,..., a
xyxy

 ayant encore les mêmes grandeurs partout, les 
directions des lignes orthogonales x, y, ζ varient d'un point à l'autre 
suivant une certaine loi, le corps est homogène, mais d'un autre 
genre. 

Tous les genres d'homogénéité sont donc caractérisés par les équa-
tions (x) avec les vingt et un ou .quinze coefficients a

XXXX)
..., a

xyxy 

constants, en prenant, en chaque point, les directions x, y, ζ nor-
males aux surfaces orthogonales conjuguées du système de coor-
données auquel répond le genre particulier d'homogénéité que l'on 
considère. 

3. Sous-genres répondant à des symétries de contexture de la 
matière en chaque point,· homogénéité simplement sphérique. — Chaque 
genre d'homogénéité se subdivise naturellement, tout comme le genre 
ordinaire ou parallèle, en une infinité d'espèces répondant aux va-
leurs particulières, en nombre infini, des coefficients a. 

Mais, pour chacun, il y a aussi des sous-genres, où un élément, pris 
dans un endroit quelconque, peut trouver dans tout autre endroit son 
identique suivant deux ou plusieurs orientations» 

Cette possibilité de deux orientations aura lieu si, partout, la con-
texture du corps est symétrique mécaniquement par rapport au plan 
tangent à l'une des trois surfaces coordonnées qui caractérisent le 
genre de l'homogénéité; car tout élément sera identique avec l'élé-
ment qui lui est symétrique par rapport à ce plan. 

Si x représente en direction la normale à cette surface ou à ce plan 
de symétrie, les termes en g

zx
, g

xy
 doivent disparaître des quatre pre-

mières expressions (i), et subsister seuls dans les deux dernières; il 
le faut pour quq celles-là restent les mêmes et que celles-ci ne fassent 
que changer de signe lorsqu'on change simplement le sens de la 
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ligne x, c'est-à-dire quand on la remplace par son prolongement sy-
métrique de l'autre côté de la face yz [*]. 

Si la symétrie de contexture a lieu par rapport au plan tangent à 
une deuxième face zx, cela entraîne la symétrie par rapport à la troi-
sième xy ; et l'on a un sous-genre pour lequel l'orientation possible est 
sextuple, c'est-à-dire qu'un élément pris n'importe où trouve partout 
son identique dans six positions différentes. Alors les expressions (r) 
se réduisent à la forme suivante en x, y, z, comme on sait que cela a 
lieu en x, j, ζ pour le genre parallèle ou ordinaire: ' 

•(a) 

ρ
ίκ

— a f'c>y —i— e'3
z

, 

Pi'ï — f'^xH- b 3y d'3
z

, 

Ριζ — -+~ d'a
y

-f- C"3
Z

, 
et 

Pyz — 5 

Ρζκ ^ §2X ? 

Pxj = %XÏ' 

J'affecte d'accents trois des coefficients, par le motif énoncé au numéro 
précédent, et bien que, dans mon intime conviction, non encore 
généralement partagée, les élasticités latérales d', e', f' soient égales 
respectivement aux élasticités tangentielles d, e, f. 

Et si, en chaque endroit, dans une petite étendue, x ou mx est un 
axe de symétrie de la matière du corps, chaque élément, transporté 
ailleurs, y trouve son identique dans une infinité de positions symé-
triques par rapport à cet axe. Alors on a, toujours comme pour l'ho-
mogénéité parallèle [**], 

non-seulement b = c, e = f, e' =r f', mais encore b = 2 d 4- d': 

ce qui est la condition pour que les six expressions ρ restent compo-
sées de la même manière et avec les mêmes coefficients en fonction 
des 3 et g relatifs à" leurs directions lorsqu'on fait tourner my et mz, 
autour de mx, d'un angle infiniment petit, et, par suite, d'un angle 
quelconque. 

[*1 Voj ez 'e tome de i856 de ce Journal, Mémoire sur la flexion, art. 9, ou la nou-
velle édition annotée des Leçons de Nat'ier, Appendice III, § 24. » 

[**] Voyez le tome de i856 de ce Journal, Mémoire sur la flexion^ art. 9, ou la nou-
velle édition annotée des Leçons de Navier, Appendice III, § 24 
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Ainsi, lorsque, dans le genre polaire ou sphériconique (n° 1 ), tous 
les rayons sont des axes de symétrie, on peut prendre indifféremment 
pour équateur tout plan passant par le centre, et l'on a un sous-genre 
qui peut être appelé simplement sphérique (ci-après n° 10). 

Si, en même temps que mx, my est axe de symétrie de contexture, 
mz l'est par cela seul, ainsi que toute droite tirée par m. Tout élément 
a son identique dans toutes les situations ou orientations possibles, et 
il y a isotropie pour tous les systèmes de coordonnées. 

Il ne reste alors, dans les formules, que deux coefficients d, d' 
(ou plutôt, disons-nous, un seul d = d', d'après la loi des actions ma-
térielles). 

En excluant les cristaux proprement dits, bornons-nous à considérer 
les corps amorphes ou à cristallisation confuse, tels que sont les 
métaux, etc. Us peuvent être regardés comme ayant en chaque point 
trois plans de symétrie de contexture. En effet, comme nous avons dit 
à un autre Mémoire [*], ils sont constitués comme si leur matière, 
primitivement isotrope, avait été comprimée ou dilatée en divers 
sens: Or, on sait que ces dilatations ou compressions peuvent être 
toujours réduites à trois, dites principales, dans des directions rectan-
gulaires. 

Les formules (2), ën choisissant les x, y, ζ dans ces trois directions, 
sont donc applicables à tous les corps que nous considérons ici. 

Mais il y a plus. Les neuf (ou six) coefficients a, b,..., f' de ces for-
mules (2) n'ont pas entre eux tous les rapports numériques possibles. 
Des considérations analytiques simples, confirmées par les seules ex-
périences qui aient été faites sur les élasticités dans diversés directions 
obliques l'une à l'autre, conduisent à admettre entre eux les relations 
constantes suivantes, dites de distribution ellipsoïdale des élasticités 
directes [**] : 

2d-f-d'= \/bc, 2e + e' = \/ca, 2ff'= \Zab; 

[*] Dans ce Journal, 1864, Mémoire cité sur la distribution des élasticités, principa-
lement dans les corps solides amorphes sans être isotropes, nos 18 à 16 et 28, 29 ; et 
anssi, 3e édition (annotée ) de Wavier, Appendice complémentaire, §§ 89, 90, 92. 

[**] Ou donnant un ellipsoïde pour la surface dont les rayons vecteurs sont les 

Tome X (Ï
E série).— SEPTEMBRE I8G5. 3Q 
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telles, évidemment^ que si l'on a b = c par exemple, χ est un axe de 
symétrie par cela seul, et que si a = b = c, il y a isotropïe. Il en 
résulte, en tirant a, b, c et effaçant les accents, les formules sui-
vantes : 

(*) 

Pxs — 3 -J 9χ-+- fSy H- edz, 

Ργγ— f -+- 3 — 9y-f- dè
z

, 

PzZ — e3X "+" d3y -+- 3 -J 3
Z
, 

et 

Pyz '— dg
yz

 , 

Pzx=egzx> 

Ρs y — fgxy ; 

à trois paramètres seulement; formules qui suffisent pour tous les 
corps amorphes, et par conséquent pour tous les matériaux employés 
dans les constructions et les machines. Elles devraient être générale-
ment employées, en abandonnant ces formules fautives d'isotropie à 
deux paramètres, par lesquelles "quelques auteurs ont cherché, avons-
nous dit, à interpréter divers faits. 

4. Problème des déplacements éprouvés par les divers points sous 
l'empire de forces extérieures données. — Pour poser les équations 
différentielles dont l'intégration est propre à donner ces déplace-
ments, supposés très-petits, et estimés ou projetés partout sur les 
trois normales aux surfaces coordonnées, deux procédés peuvent être 
mis en usage. 

Le premier consiste à exprimer, si on le peut, par des considéra-
tions géométriques et pour un point quelconque m du corps, les dila-
tations et glissements 

D
x

, 3 y, 3
Z

, gy
z

, gZj, gjy 

qui entrent dans les formules (x), (2) ou (3) en fonction des dérivées 
par rapport aux coordonnées choisies, linéaires ou angulaires, que 

inverses des racines quatrièmes des coefficients tels que par lesquels il faut multi-
plier une dilatation 3

X
 pour avoir la pression normale qu'elle engendre sur une face 

perpendiculaire â sa direction x; et donnant aussi un ellipsoïde avec les racines qua-
trièmes des modules d'élasticité (E de Nâvier) de la matière dans les· mêmes sens. 
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nous appellerons 
S, 7> 

des projections 
U, Y, w 

des déplacements, suivant les directions 

y, ζ 

qui sont, avons-nous dit, celles des normales aux surfaces coordon-
nées menées par le point m dont les coordonnées sont a, S, y; 

Et, par des considérations du même genre, à poser en 

Pxx J Pyy ι · · · » Pxy 

et leurs dérivées par rapport à a, β, γ, les trois équations d'équilibre 
de translation, aussi suivant les directions normales χ, y, z, d'un petit 
élément solide compris entre six des surfaces orthogonales, infiniment 
voisines deux à deux, ayant m pour un de ses angles ou bien pour son 
point central. 

-De cette manière, en mettant pour ρ
κτ

,.,., p
xy

 leurs expressions (i) 
ou (2) ou (3) en 3

X
,..., g

xy, et, pour ces dilatations et glissements, 
leurs valeurs trouvées en U, Y, W, et, β, γ, l'on aura obtenu les équa-
tions différentielles indéfinies, ou s'appliquant à tous les points, et ce 
qu'il faut pour poser les équations définies, exprimant que les pressions 
aux divers points de la surface ont des grandeurs données. 

Le second procédé, tout analytique, consiste à partir des expres-
sions déjà connues suivantes, donnant les dilatations et glissements 
parallèlement à des axes coordonnés rectangles x, y, z, en fonction 
des projections 

u, v, w, 

dans leurs directions, des déplacements supposés très-petits aussi, ou 
ramenés à être tels dans chaque petite étendue : 

(4) 

-, du 
^x= ~dx 

dv dw 
Sr·2 dz dy ' 

dv 
y df 

dw du 
*ézx dx ' dz ' 

Dz UW 5 

du dv dy 
3p.. 
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et à partir aussi des équations, également connues, 

(5). 

dpxx , dpxj dp
sx

 ^ -, 
dx dy dz ' 

d-Pxr . dprr dpr- __-y 
dx dy dz r 

dpzx . dpj
Z
 dp.- „ 

dx dy dz r 

exprimant l'équilibre de translation, parallèlement aux trois mêmes 
axes fixes, d'un élément intérieur compris entre six plans qui leur 
sont perpendiculaires, et sur les points duquel agit, à la manière de 
la pesanteur, une force dont les composantes parallèles à x, y, ζ 
sont appelées 

Χ, Y, Ζ par unité de volume. 

Puis, comme ces équations (4), (5) sont vraies pour des corps de 
toutes les contextures, on opère un changement de variables indépen-
dantes qui permet d'y remplacer toutes les dérivées en x, y, ζ par 
des dérivées en CL, S, y, après avoir, dans les seconds membres etc., 
de (4), mis pour u, v, w leurs expressions en U, Y, W, faciles à trou-
ver d'après l'état de la question. Il ne restera ainsi qu'à faire des 
substitutions des expressions (4) de 3^.,..., dans les formules de 
transformation connues (i) ci-après qui donnent 

3
X
, 3y,..., gjy en fonction de 3*, 3y,..., g

xy 

et des angles de. x, y, ζ avec x, y, z, 

et qu'à faire, à l'inverse, des substitutions,auxp
xx

, pyy,p
xy

, de leurs 
expressions, fournies par le théorème connu de projections de plans de 
pression, en fonction des composantes p

xx
, p^,..., ρ

Σγ
, dont les va-

leurs sont données par (i) ou (2) ou (3), pour obtenir les relations et 
équations différentielles que l'on cherchait. 

M. Lamé a employé avec succès [*], pour ce qui regarde l'établis-

[*] Leçons sur la théorie de l'élasticité, i852, § 77 pour les coordonnées semi-
polaires, et § 83 pour les coordonnées polaires. 
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semen t des trois équations d'équilibre intérieur, un procédé en quel-
que sorte mixte, moins direct que le premier, mais plus simple que 
la partie du second qui est relative à ces équations. Il consiste, en 
considérant, comme dans le premier procédé, les forces agissant tant 
sur les six faces qu'à l'intérieur de l'élément compris entre des sur-
faces courbes coordonnées, et dont un des huit angles est occupé par 
le point m que l'on considère, à égaler à zéro leurs trois sommes de 
composantes, non pas sur les directions x, y, ζ des trois côtés ou 
des trois normales émanant de ce point, mais suivant les directions 
fixes de trois axes coordonnés x, y, z. Ces composantes, en effet, sont 
toujours facilement exprimables, quant aux pressions sur les trois 
faces adjacentes à m, en fonction de celles p

xx
, pyy,..., ρχγ

 des pres-
sions qui s'exercent sur l'unité superficielle de chacune; car on con-
naît, et les neuf cosinus des angles de x, y, ζ avec x, y, z, et les trois 
superficies par lesquelles il faut multiplier les composantes des pres-
sions sur l'unité, pour avoir celles qui agissent, en chaque sens, sur 
les trois premières faces dont on vient de parler. Ensuite, pour avoir 
les excès, sur celles-ci, des neuf composantes, dans les mêmes sens 
fixes χ, y, z, des pressions sur les faces respectivement opposées, et 
qui ne sont en général ni égales ni parallèles exactement aux pressions 
sur les premières faces, il suffit de prendre les dérivées des compo-
santes de pressions déjà trouvées, par rapport à a, β, γ, et de multiplier 
par les distances deux à deux, pour lesquelles on peut prendre les 
longueurs des trois côtés adjacents à m. Les trois sommes de ces 
excès, en chaque sens x, y, z, divisées par le volume de l'élément et 
ajoutées aux composantes, aussi suivant χ, y, z, des forces exté-
rieures agissant sur l'unité de ce volume, donnent les trois équations 
d'équilibre. Et l'on en peut facilement ensuite déduire trois autres 
équations plus simples où figurent isolément les composantes des 
forces dans les sens x, y, z où se comptent les coordonnées curvilignes 
a, β, γ. 

Comme le deuxième procédé, qui généralise et modifie un peu 
celui qu'a employé M. Lamé, sera sans doute ordinairement mis en 
usage pour ce qui regarde l'établissement des expressions des dilata-
tions et glissements ï>

x
, 3

y
,..., g

iy
 ou 3g,..., ga

$ en fonction des dé-
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placements U, V, W et de leurs dérivées en α, β, y, il est bon d'en in-
diquer le détail ici. 

Les points du corps étant d'abord rapportés à des axes rectangu-
laires fixes de coordonnées x, y, z, appelons, pour éviter toute con-
fusion, " 

x'
r
 y', z' 

ce que nous avons nommé jusqu'ici 

x,yxz, 

c'est-à-dire les directions, au point particulier m, des normales aux 
surfaces conjuguées du système pour lequel le corps non isotrope 
jouit de Tbomogénéité. Et considérons, pour un moment, le point m 
comme l'origine de coordonnées rectilignes nouvelles fixes x', y', z' 
parallèles à ces directions, afin d'y rapporter, avant et après leurs 
petits déplacements, les seuls points qui sont à de petites distances 
autour de m; les formules ordinaires de transformation de coordon-
nées rectangles, en appelant 

(λ) c
xs

j) ■ · · C
Z3

f, les cosinus des angles de X avec x', avec y', etc., 

donneront 

(b) x, y, z — des fonctions connues de χ', yz' et de etc.," 

d'où, substituant 

χ-h u, y -+- c, z-htv, et x'-t-TJ, z'+W 
à x, y, z - et x'», y', z 

et retranchant x, y, z, ce qui revient à mettre dans ces formules 
u, v, w, U, V, W à la place de x, y, ζ, xy', z', 

(c) 

u = U c
xa

j -F- Ύ c
x
y W G

X!
f, 

V — U Cygf + V Cyyf W Cy
Z

> , 

w — Uc
z;t

( + Y c.y -f-W.e
ζί

>·, 



PURES ET APPLIQUÉES. 3N 

et, par suite, 

(d) 
d~x ~ SJ Cxxi dx ~! dx dy ' dz ' 

où C
xa

f, C
a
y,..., sont fonctions des coordonnées nouvelles a, S, y. 

Mais 011 a, par la nature ou la définition de ces coordonnées curvi-
lignes particulières, 

(e) α, β, y = des fonctions connues de X, y, 2 J et réciproquement. 

D'où 

( f) ^(g> S, 7) __ f
onct

j
ons

 connues de a, §, y. 
d(χ,χ,ζ) 

On en tire facilement, puisqu'on a 
d. da. d. d. άγ d. d. d. 

dx dx du. dx d% dx d-y ' dy ' ' ' ' dz 

où le point symbolique remplace une fonction quelconque, les for-
mules de changement de variable indépendante 

(g) ~rr— c = des fonctions connues de .. —- et de α, β, y. 

En les appliquant à U, à Y, à W, et en substituant ce qui en ré-
sulte dans les expressions (d) de P

u
*
s cePes"cî dans les 

les expressions (4) des déformations 3, g, on pbtient pour celles-ci 

(h) 2>
x

, 3
r

, 3
a

, g
yZ

, g
zx

, g
xr
 = des fonctions connues de g' ^

 et de

 «) β, y. 

Mais on connaît les formules suivantes de changement de direction 
des dilatations et glissements très-petits : 

(0 

— ^xÇxx' "t" àyCyx> àzCzxr -{- gyZ£yx? &zx:' "f" §zx ^za/ CXXJ -j— gxy (*yx/ : 
3y — ., ., 3

Z
' — ..., 

igy*z' 3χ C
X
yl O

x
y I 2Ûy i-'yy' Gyzr I -2()

z
 C~y! K*

zz
f -{— 

"+" gyz {cy/ czd + cz/ Cyz') gzx(czyr cxz' + cx/ C
zz

r) -j- g
XJ

. (C
x
y Cy

Z
< -+- C,y C

Xz
r), 

gzV — · · · > ëx'y — ' * · » 
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susceptibles d'être tirées, pour des déplacements très-petits u, v, w, 
U, Y, W, de la combinaison des formules (4) et (d), mais démontra-
bles directement et simplement, quelles que soient les grandeurs ab-
solues des déplacements, en se fondant sur ce que, lorsqu'on a deux 
résultantes de plusieurs lignes droites (comme sont les diagonales de 
parallélipipèdes par rapport à trois de leurs cotés), le produit de l'une 
des deux par la projection de l'autre sur sa direction est égal à la 
somme algébrique des produits des lignes composantes de la première 
par lés diverses projections, sur leurs directions, des lignes com-
posantes de la seconde [*]. 

Substituant les valeurs (h) des a*, 3
r
,..g

xr
 dans les seconds 

membres des formules (/) ; mettant, pour les neuf cosinus c, leurs 
valeurs en oc, β, y, et écrivant 

(/) 
^6? ^/3" 3 ëytxi Haê3 

au lieu cie tV
(
/; ι §xry'i 

vu quë les coordonnées a, §, y, même angulaires, prennent leurs ac-
croissements quand les points qu'elles désignent cheminent précisé-
ment dans les sens des normales χ', y', z' ou x, y, z, on obtient 

(A) 3„, 3g, g
S
y, gy

X
, %

a
g— des fonctions connues de J ^ ̂  et de «, S, y, 

c'est-à-dire les formules que l'on cherchait à établir. 
Nous verrons comment la complication naturelle de ces calculs 

peut souvent être fort atténuée. 

5. Application à l'homogénéité semi-polaire ou cylindrique; éta-
blissement préalable, d'une manière directe, des formules de l'élasti-
cité pour les coordonnées relatives à ce genre d'homogénéité. — Si l'on 
conçoit dans un corps une droite prise pour axe, un plan perpendi-
culaire pris pour base et un plan passant par cette droite pris pour 
méridien fixe, et si, avec M. Lamé, on adopte pour coordonnées d'un 
point quelconque m : 

[*] Journal de Mathématiques pures et appliquées, i864, p· 28g, note. 
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r son rayon vecteur ou la perpendiculaire élevée à l'axe et se termi-
nant en ce point; 

φ l'angle azimutal que ce rayon fait avec le méridien, pris d'un des 
deux côtés de l'axe; 

ζ la distance de m à la base; 
les surfaces coordonnées seront : i° les cylindres à base circulaire 
ayant l'axe du système pour axe de figure; i° les plans méridiens 
ou passant par cet axe; 3° les plans parallèles à la base. 

En appelant : 
U, Y, W les projections du petit déplacement sur les normales res-

pectives à ces surfaces; 
ar5 3«) gfZ, g

Z
ri gr? l

es dilatations et glissements dans les trois 
sens r, rcp, et ζ de ces mêmes normales; 

Prn Ρφφ> Pzz> Ρψζι Pzn P,-?
 les composantes, dans les mêmes direc-

tions, des pressions sur l'unité superficielle des petites faces qui 
leur sont perpendiculaires; 

exprimons directement (premier procédé) les dilatations et glissements 
en fonction des déplacements et de leurs dérivées, et posons, aussi 
directement, les équations d'équilibre d'un élément de volume. 

Si mn, mp, mq sont trois petites lignés tirées du point m dans les 
mêmes directions rectangulaires r, φ, ζ du rayon /·, de l'élément de 
l'arc rcp, et de l'ordonnée z, et si des déplacements extrêmement petits 
les changent en mK nK

, m
t
p
t

, m
t
 q

{
, l'on a 

/»!«, — mn mlpl — mp m, — ma 
mn ' mp mq 

Or, comme la direction de m
{
 n

{ est très-peu différente de celle 
de mn, sa longueur est égale à celle de sa projection orthogonale sur 
la direction de mn, à cela près d'une quantité très-petite d'ordre su-
périeur et négligeable; mais cette projection est égale à mn augmenté 
de l'excès de la valeur de U pour le point η sur la valeur de U pour 
le point m, c'est-à-dire est égale à mn -f- ~ mn. Donc 3r = —· 

On trouvera de même 3, = ̂ -· 

Quant à ce qui regarde 3?, m
{
 p

i
 est égal aussi à sa projection ortho-

TomeX (2e série). — SEPTEMBIIE I865. 4® 
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gonale s«r la direction de mp, c'est-à-dire sur la tangente au cercle de 
rayon r, ayant son plan perpendiculaire à l'axe, ou, ce qui revient au 
même, sur la circonférence même avec laquelle cette tangente se 
confond dans une petite étendue; mais si l'on projette polairëment 

p, sur cette même circonférence, au moyen des deux rayons vec-
teurs de m

{
 et de ρ,, projetés eux-mêmes orthogonalement sur son 

plan, la projection polaire, ou le petit arc intercepté, sera m, p
t
 dimi-

nué dans la proportion du déplacement U, dans le sens r, au rayon r, 
c'est-à-dire sera m{ pf -2, que l'on peut remplacer par mp -2, vu la 

petitesse du rapport 2. Or cette projection polaire sur l'arc est égale 
dY à mp 4- mp ; donc m

K
 ρ,, ou sa projection orthogonale sur la tan-

gente, est égal a mp + — mp -+- — mp, et par consequent on a 

U χ dY 
ψ r r dy 

Venons aux glissements, qui sont les excès des angles droits pmq, 
qmn, nmp sur les angles légèrement aigus p, m

{
 qu q

{
 m

{
 n

{
, n

{
 m

t
 ρ,, 

ou, ce qui revient au même, les cosinus de ces trois derniers angles. 
Le premier et le second, relatifs à des angles dont un des côtés pri-
mitifs était la ligne mq parallèle aux z, sont évidemment les mêmes 
crue dans un système de coordonnées rectilignes r, τφ fie petit arc ou 
sa tangente) et ζ. Ils ont donc pour grandeurs —+ et . 

Il en serait de même du troisième g
rp
 = nmp — n, m, ρ,, et, en ap-

pelant, comme ci-dessus, y' la direction d'une coordonnée suivant la', 
tangente à l'arc ΐ'ψ, ce glissement serait la somme des deux petites rota-

tions — eprouvees en sens contraires par mn et par mp en deve-
nant m, n

{
, m, p

{
, si cette tangente n'avait pas changé de direction; 

mais elle a tourné de 2 eu vertu du déplacement V de son point de 
contact. Cette petite rotation diminue d'autant celle de mn ou la quote-
part ~ qu'elle apporte dans le rétrécissement de l'angle primi-

hvement droit nmp. Donc g,.„ = ——f—; 
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On a ainsi, en récapitulant, 

(6) 
I fi dU *' = S' 

ιdV U dW 
" r d<f r dz 

gf5 ~ dz+ rdv ' 
_ dW dXJ _ d\5 dV V 

dr dz ' S'"f /•f/ç ctr r' 

formules d'accord avec celles des six composantes de pression dans un 
cylindre de matière isotrope, auxquelles arrive M. Lamé en suivant la 
marche du second procédé ci-dessus (n° 4), excepté qu'à partir de 
l'établissement des formules de changement de variable [f) et de celle 

qui remplace (g) en donnant en fonction de ^77^-^—p s 
l'illustre académicien fait les substitutions, non pas dans (i) du n° 5, 
mais dans les expressions de p

xx
,..., p^, dont il déduit celles de 

p
rr
,..., p

r?
 au moyen des six formules connues de changement de 

plan de pression dues à Cauchy, les cosinus "qui y entrent étant 

(7) 

— COS φ, -— sin ψ, c
z
^j ·— ο j 

C
œ
/ = — sin ψ, Cyyi = cosy, c

zz
j = ο ; 

C
xz

r — Ο, Cy.J = Ο, C
zz

r = I. 

La substitution dans les formules (i) donnant 3^ ou = etc., indi-

quée au numéro précédent, m'a paru plus simple et plus adaptée aux 
cas d'homogénéité hétérotrope de tout genre dont nous nous occupons. 

Au reste, on diminue considérablement la longueur des calculs 
qu'entraîne ce procédé analytique si Γο,η prend pour le plan méridien 
fixe, auquel on rapporte les points autour de m, celui qui passe par m, 
ou si l'on fait ψ = ο, après avoir effectué les differentiations par rapport 
à cet angle, simplification dont on verra l'analogue au n? 9 pour les 
coordonnées sphériques, ce qui rendra abordables les calculs y relatifs. 

Établissons aussi d'une manière directe (premier procédé) les équa-
tio.ns d'équilibre d'un élément de volume compris entre deux surfaces 
cylindriques ayant pour axe celui du système, et distantes de Δ r, deux 
plans méridiens, distants angulairement de Δφ, et deux plans parallèles 
à la base, distants de Az. 

4o.. 
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Si, au lieu de placer l'un des angles de l'élément au point m, auquel 

se rapportent les coordonnées r, φ, s et les valeurs p
rr

, p9f, etc» des 
composantes, nous y mettons, pour plus d'exactitude et de symétrie, 
le centre de l'élément, c'est-à-dire l'intersection des trois surfaces 
coordonnées à égale distance de celles qui le limitent deux à.deux, et 
si nous appelons 

(8) Ar= rAtp.Afc, Ap==ArAz-, A
z
 = Ar.rA<p 

les faces moyennes ou les parties de ces trois surfaces qui sont inter-
ceptées par celles de l'élément, et sont respectivement perpendiculaires 
à r, à rf, à z, nous aurons 

Α,-Ρττ·} Α
Γ
 p

T?
, · · ·, Azpzz 

pour les composantes, suivant r, πρ, ζ, des pressions qui s'exercent 
à travers ces faces moyennes, d'où, par exemple, 

* - {kp. - V) 

pour les composantes, dans le sens r, de celles qui ont lieu à travers 
les faces antérieure et postérieure de l'élément, situées respectivement 
aux distances r-t- r— ~ de l'axe. Leur somme algébrique, qui 

doit seule figurer dans l'équation de l'équilibre de translation dans le 
sens r, se réduit à 

d.ArPrr \ 
dr ' 

et une pareille réduction aura lieu dans les autres additions de com-
posantes de même nom, prises sur deux faces opposées. 

Mais il entrera des termes d'une autre forme dans deux des trois 
équations d'équilibre. 

En effet, les faces méridiennes antérieure et postérieure de l'élément, 
distantes respectivement de çp ψ — du plan méridien fixe, ne 
sont pas parallèles à la face moyenne correspondante Ap; elles font 
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avec elle des angles —■· Les composantes, suivant les rayons qui y 
aboutissent, des pressions sur ces faces, fourniront néanmoins, suivant 

la coordonnée r, un terme ei'AjP<?r Δ<ρ, comme si elles étaient paral-

lèles à cette coordonnée, car le cosinus d'un angle extrêmement petit 
ne diffère point de l'unité; mais les composantes qui sont normales à 
ces mêmes faces, du côté du dehors de l'élément, fourniront, à celles 

que l'on prend suivant r, deux forces — A?p99 de même sens; et, 

suivant la tangente à l'arc r<p, les premières composantes fourniront 

deux forces Α?ρ9,.·~, qui seront aussi de même sens, précisément 

parce que ces composantes, agissant sur les faces A? antérieure et 
postérieure, tendent, l'une à éloigner, l'autre à rapprocher de l'axe, 
son point d'application. 

Les trois sommes de composantes de pressions sur les six faces de 
l'élément, dans les sens de r, de r<p et de z, sont ainsi 

sr- Ar + -if- Af + s~Az - T' 

—yL-f ΔΓΗ -p-Z? Αφ H y~-±Az-4- 2λφρφΓ — > 

—φ- Ar+-if-Af+ s~ As· 

On peut écrire Ap, k
z
 hors des sigues d, car les faces de l'élément qui 

leur répondent sont égales des deux côtés antérieur et postérieur. II 
n'en est pas de même-de A

r
, qui varie proportionnellement à son 

rayon vecteur, en sorte qu'en effectuant la differentiation, chacun des 
termes où entre A

r
 en fournira deux. Mettant, pour ces trois super-

ficies, leurs valeurs (8), et appelant 

R, Φ, Ζ 

les forces agissant, en m, dans le sens r, ry, ζ sur l'unité de volume 
de la matière, on peut diviser tout par le volume de l'élément, qui est 

Ar.rAy.Az; 
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ce qui donne, pour les trois équations générales d'équilibre, 

(9> 

tlp„ dpr? dp., p„ ppp _ 
dr ray dp r 

jggg. + jv -fr. aPr9 Φ — Q 
dr rdtij dz r ' 

dPtr t
 dp?, _ v _ 

dr rdf dz r 

Elles sont identiques avec celles que donne M. Lamé [*] après avoir 
obtenu, avec la troisième, deux autres équations plus compliquées 
exprimant l'équilibre, non dans les sens r et rçp

3
 mais dans ceux de 

deux coordonnées rectilignes fixes x, y, au moyen du procédé mixte 
mentionné au numéro précédent. 

6. Caractère analytique de l'homogénéité semi-polaire ou cylin-
drique. — La matière d'un corps jouira, de la manière lâ plus générale, 
de ce genre d'homogénéité autour d'un axe ζ lorsqu'en mettant, dans 
les formules (1) des six composantes de pression, 

les expressions (t>) 3
r
 = —5 3f = etc., gp. = ~ -h —

5
 etc., 

à la place de 3y, etc., gyZ) etc., 

avec pf?, etc., p
?z

, etc., 

Pour Ρ XX 3 Pyv* etcv Py
Z1

 elc-> 

lorsque, dis-je, elles seront satisfaites en tous les points, ou, ce qui 
revient au même, lorsque de petits déplacements U, Y, W y engendre-
ront des pressions dont les grandeurs soient données par ces formules 
avec les coefficients a les mêmes partout. 

Il y aura symétrie de contexture en chaque point par rapport aux 
surfaces coordonnées si les vingt et un ou quinze coefficients des 
expressions (1) se réduisent aux neuf ou six des expressions (2), c'est-à-

[*] Lrçons, i85%, §77, équations (5). 



PURES ET APPLIQUÉES. 'Si 9 

dire si l'on a partout 

(ro) 

dlS r,fdV U\ ,dW , (dv , dVf\ 

Pf?=£ ΊΪ^[7Γ^7)+άΊΪΓ> et = 

Pzz β ~dr + +C^f'' P'?-£ \^ + ~d?-~F)-

7» Cylindre creux. — Supposons que ce cylindre ou tuyau ait les 
rayons 

r0 à l'intérieur, r, à l'extérieur. 

et jouisse de l'homogénéité ainsi que de la symétrie de contexture 
définies par les équations (10); qu'il ait ses parois soumises à des pres-
sions normales constantes 

— p0
 intérieurement, — pt

 extérieurement, 

et qu'il soit fermé aux deux bouts par des fonds ou couvercles plans 
ou courbes. Ces fonds sont supposés soumis aux mêmes pressions, et 
ajustés de telle manière, comme dit M. Lamé, que les tractions paral-
lèles à Taxe n'altèrent pas la forme plane des diverses sections trans-
versales du tuyau, c'est-à-dire qu'elles produisent, en tous les points 
de chacune des sections, le même déplacement longitudinal W. Cette 
condition sera exprimée plus loin (n° 12) ; elle est d'ailleurs toujours 
remplie sensiblement, avec des couvercles quelconques, si le tuyau 
est très-long et si Ton ne considère pas des points trop proches de ses 
extrémités. 

Vu la symétrie de contexture et la normalité des pressions aux pa*· 
rois, les déplacements des points ne pourront s'opérer que dans les 
plans méridiens, et seront les mêmes aux mêmes distances r de Taxe ; 
en sorte qu'on aura 

(») 
dû d\S dYT dYf 
= V=°' -dF = °> = 
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d'où, formules (10), 

(12) 
rfU ,,U , ,dW , U „dW ,rfU ,,U , dW 

p
f
z=°* Pzr—a, P

r?

 — o. 

La seconde des équations d'équilibre (g), en faisant abstraction des 
forces extérieures telles que la pesanteur, se trouve identiquement véri-
fiéej la troisième (comme le remarque M. Lamé) se réduit à 

— =°, doù -^ = α·, 

d'où, y étant une constante, 

(Ι3) ^ = 3
Ζ=Γ

, W = yz. 

Enfin la première de ces équations (10), qui se réduit à 

(χ4) ■+■ Çfi—Eîî. — ο 

prend la forme 

(i5) a ~~τ~ϊ—1— b —-î · — = o. 

On l'intègre en la changeant d'abord, par U — ry ( r étant une nou-
velle inconnue), en 

(l6) ,.._Z+3r^ + — r+_ï = o, 

puis en posant, pour faire disparaître le dernier terme, 

y+ e'—d' y=y' 

ce qui la réduit à 

('7) " ■"
,

'
E

^
:+3R

È'
 +

 (
I

-Ï)^ =
 0

-
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Celle-ci est homogène entre les variables y', r et leurs différentielles 
du premier et du second ordre. On ramène, comme on sait, une 
équation de ce genre à une du premier ordre entre deux nouvelles va-

riables u, ρ, en y faisant y' = ur, = ρ, = y ce qui donne 

de suite, en divisant par r, une expression q =f[p, u), expression que 

l'on substitue dans l'équation = obtenue en égalant les deux 

valeurs de ^5 tirées l'une de pdr= d{ur), l'autre de - = Puis on 

sépare les variables de du — ,?p . en faisant ρ — tu, qui donne 

à la fonction homogène f(p, u) la forme kF(z), d'où l'on déduit 
l'équation, intégrable par quadratures, 

(18) ^
 = wr

J~i -dt. 

Mais, dans le cas actuel, comme dans tous ceux où cette dernière 
équation intégrée fournit une expression trop implicite, on ne peut pas 

songer à en tirer t = pu en u pour le substituer dans ^ de 

manière à pouvoir opérer une deuxième intégration après y avoir 

remis — pour u et —, -J— pour t. 

On lève heureusement cette difficulté en divisant par t — χ l'équa-

tion différentielle, ce qui, vu dw = —? en donne une seconde 

(*9) 
dr dt 
τ = F{t)-I(t-1)' 

Eu sorte qu'on n'a plus qu'à éliminer la variable auxiliaire t entre son 
intégrale et celle de la précédente (18) pour avoir, avec deux con-

stantes, la relation cherchée entre r et u — —· r 
Appliquée à l'équation (17), écrite sous la forme 

(2°) rS + (I+ + = 

Tome X (ae série). — OCTOBRE I865. 4 ' 
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cette méthode, avec cet artifice, donne 

et T+ (t-bmy-n*-0> 

d'où, C, et C2
 étant deux constantes, et en passant des logarithmes 

aux nombres 
m-hi—η 

[t -4-m — nÇ~™~~~ __. 

(£-)-/» +ft) 2n 

t+m — n rj„ _
 c 

f 4-7«-+-ft 

De la seconde de ces deux intégrales, on tire t -1- m — η
 r«

a
_Q quij 

substituée dans la première, donne, eu remettant — pour u, G et C 
étant d'autres constantes arbitraires, 

(ax) f — Crn~m 4- C'tr*-*. 

D'où, pour l'intégrale cherchée de (17), 

(22) y==Cr V^c'r Va. 

On a donc, pour les déplacements, vu ce que représentent y et y', 

(23) U = C r^ -t- G' r Va

 + γ r 

Y==o, W = γζ·; 

et, pour les dilatations (6) et les pressions (12), 

(a4) 

17 dl] ^=="^== A – vl Gr Vï , ‘i'-e1 + 7=b.1> 

3,=2 = <> V- + c.,. V. + i-iL,, 

3«=-a-=ïi 
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(*5) 

p„=G(\/zb-l-PjV· ' -C'(\/»b '
 +

 iî+Îl£_^_±Î2£
y

, 

^=Κ^ν0^
- ν

Κ'-ν^"
νμ+ίί±ί:2

^
±Ώΐ:

''· 

ft
,=c(d'+

8
yt)rV

/
: '+0'(ί-.'^)Γ '^(i-f+c),.· 

On voit, quand les élasticités b et a, ou d'et e', sont inégales, que 
la traction longitudinale p

zz
 n'est pas constante, bien que la dilatation 

3- le soit. Cette traction varie alors avec la distance r à l'axe, comme 
font toujours p

rr
 et p

??
, ainsi que les dilatations normale et tangentielle 

Les constantes C, C', y doivent être déterminées par les conditions 
à remplir aux surfaces, à savoir : 

(26) 
qu'on ait prr — — ρ ο Poul' r = Γ0, 

Prr— — Pi Ρ"·"· r—r,i 

et que les tractions p
zz

 s'exerçant longitudinalement dans l'étendue de 
l'épaisseur r, — r

0
, sur toutes les couronnes élémentaires znrdr de la 

section transversale,- fassent équilibre à la différence des pressions 
— p

0
, —p

{
, s'exerçant sur chaque couvercle à l'intérieur et à l'exté-

rieur, c'est-à-dire qu'on ait 
(27) p

0
nrî—p

{
itr*= 2tt f 'p

zz
rdr. 

Il en résulte 

(28) 

(V5
 +

 r)
r

;'Vïc_(VS-
t
.)r

l
"^=^™5F

£h:
-'=-''·· 

WŒ+r) c - W3- f)rp-'(a + nd'-lbn-f)·',
=

_
Λι 

, M r"VL,'+V? , v,-V:_,,-V: 

I+Vâ '"VÏ 

( a —b +C) — 

4i.· 
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équations du premier degré, d'où l'on tirera les valeurs de G, C' et γ==3

ζ
, 

à mettre dans (23), (24), (^5), et que l'on mettra aussi, si I'on^veut 
avoir la proportion de l'augmentation de la capacité intérieure 011 du 
volume de l'espace vide, dans l'expression de 23p 4- γ pour r = r

0
, 

qui est, U0 exprimant U pour cette valeur de r, 

(a9) 2 ~"+"7= 2Cr
0

 V =
 +

 ^-^-4-1) γ. 

Les équations du premier degré (28) en G, C', γ se simplifient lors-
qu'on suppose très-mince l'enveloppe cylindrique. Soient alors 

ε I épaisseur — r{ — r0, r le rayon moyen == —-—5 i / — = «, 

d'où r\ = r£ 4- — ri_', H = ri —— ri_l : 

ces équations se réduisent, en ajoutant ensemble les deux premières, 
puis en les retranchant l'une de l'autre, à 

(3o| 

(«a + f') r"-'C— (na — f')r--'C'+ (a + F) ̂  (b-h ('Je' y
=

_P°±£
1) 

[n — r) («a 4-f') r*_2C 4- [n -+- i) (na — f') r-n_2C':== ——-^1} 

(d'4-/7e>»C4-(d'-/ze')r-*C'+- (^yrir+c) r? — 

Résolvant et substituant dans (25), (24) en négligeant ε2, on ob-
tient d'abord, toutes réductions faites, l'expression simple 

'Μ Ë ?i)r 

Elle revient, sauf ce qui résulte de la pression atmosphérique exté-
rieure pi}

 à celle qui a été donnée depuis longtemps par Mariotte [*] 
pour la traction tangentieUe p?? ε de l'unité de longueur de la paroi d'un 
tuyau de conduite d'eau; expression qui est, comme on sait, facile à 

[*] Traité du mouvement des eaux, Ve partie, 2e discours. 
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démontrer. Pais on trouve, pour les dilatations tangentielle et longi-
tudinale, qui sont plus essentielles à connaître que les tractions lors-
que l'on veut exprimer les conditions de résistance, 

(32) 

^ U ι 2ac — ad'+e'f—ae'! (p
a
—p,) r 

c? r — 2 abc — ad'2—be's—cf'2-t-2d'e'f' e 
^ ι ab — aad'-h ae'f—f'J (pa—Vi)r 

ίζ ^ 2 abc — ad'2—be'2 — cf'2-{-2d'e'f ε 

Quand les rayons r sont des axes de symétrie de contexture, c'est-à-
dire quand on a (n° 5) 

b = c = 2d+d' ou = 3d, e' = f', 

les expressions de C, C', 7 à tirer de (28) pour des valeurs quel-
conques de l'épaisseur r, — r

0
 ne se simplifient presque pas. 

Mais elles se simplifient beaucoup si les axes de symétrie en chaque 
point sont les lignes parallèles à l'axe du tuyau, ou si, seulement, l'é-
lasticité est la même dans le sens du rayon vecteur et dans Je sens de Ja 
tangente à son cercle, ce qui aura lieu ordinairement pour les pièces 
forées ; en sorte que 

d'=e', â = b, ^/5 = 1. 

Alors une partie des termes des formules (23), (24), (26), (28) prend 
la forme -· ο 

Ou peut éviter cette indétermination en faisant d'abord d' = e', ce 
qui annule le dernier terme de la valeur (23) de U, qui, ensuite, en 
faisant a = b, se réduit à 

U = Cr-H-· r 

La même chose se trouve en faisant b = a en premier lieu, mais 
après avoir remplacé C par une autre constante C, g- γ, d'où 

U = C, Λ a + C'r V a (d'- e') 7 , 
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qui, par b s= a, devient 

U = C, r + —t- -—y. rlog r. 

Cette intégrale de l'équation (x5), pour le cas b = a, se réduit à ses 
deux premiers termes lorsqu'on a aussi d'= e'. 

Mais on obtient la même chose en remontant a l'équation différen-
tielle (16) elle-même; car, par d' = e', a = b, elle se réduit à 

(33) or2 d2y 

Et comme le premier membre, multiplié par r, est la dérivée de 
r3 on a, — aC'j et Ct

 étant des constantes, 

Dr aC'<’ r¡= ac* £*!+<;„ 
OU 

(34) U = C
F
R+&. 

On en déduit 

(35) 

Prr= a (c, -$)+*' (c, + §) + d'y, 

Pff—t' (c* — + a (c. H- -t- d'y, 

p
3Ss
 = ad'Cj + cy; 

(36) 

-Fo = (a-t-f) C, - 2—1" C; + d'y, 

— pf = (a -h f') Ci c;+ d'y, 

i>o ro - Pi ri = (2 d'ci + oy) (r» - r») ; 

dont on tire, quelle que soit l'épaisseur rt — r0, 

(d?) 

a -4- f'— 2d' parl—ptr* 
t c (a -t-f')—ad'2 rJ—r2

0
 ' 

pr _ [fh —p,) r\r\ _ _ c —e' P»r\—
Pi

.r\ 

(a_f')(rj — rj)' — c(a-i-f') —2d'2 r2 — τ-J ' 
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d'où 

/*Q\ TT
 c —e' P>rl—Pirî {P*—Pi)r\r\ * 
(jo/ u_ c(a + f')— 2e'2 rf—r» (a —— 

Les formules sont aussi simples, dans ce cas de contexture hêtéro-
trope semi-polairement homogène, que dans le cas d'isotropic. 

Elles se réduisent, dans ce dernier cas, pour lequel 

a £== c — 2Ï e' = f', 

aux formules trouvées en 1828 par MM. Lamé et Clapeyrou [*] et 
appliquées par M. Lamé à la détermination des augmentations de 
capacité des piézomètres cylindriques qui ont été employés par 
M. Regnault dans ses belles expériences sur la compressibilité des 
liquides [**]. 

En mettant pour U sa valeur (38} dans (6) 

V=H, 

on voit que les proportions des dilatations tangentielles des couches 
cylindriques de l'enveloppe solide diminuent sensiblement à mesure 
que l'on s'éloigne de l'axe. Celle de la paroi intérieure atteint presque 
le double de celle de la paroi extérieure quand l'épaisseur r

t
 — r

p
 est 

le sixième du diamètre extérieur 2 r,, si la matière est isotrope. 

On voit au reste, par notre analyse, que lorsque la matière des pié-
zomètres cylindriques (la même chose pourra se conclure ci-après 
pour les piézomètres sphériques), au lieu d'être isotrope, n'est qu'ho-
mogène, les expressions des dilatations peuvent différer non-seule-
ment par la valeur des constantes, mais, même, par la forme, des ex-
pressions relatives au cas rare d'isotropie. Cela explique suffisamment 
les différences qui ont pu être trouvées entre les résultats de diverses 

[*] V'oyez aussi Leçons sur l'élasticité de M. Lamé. 

[**] Relation des expériences, etc. — Voyez aussi la nouvelle édition ( 1S64 ) des 
Leçons de Navier, Appendice V, §§ 57 et 58. 
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expériences et ceux qu'on tirait des formules d'isotropie à un seul pa-
ramètre, de Navier, Poisson, etc. Il ne faut donc point conclure, de 
pareilles différences, que celles-ci soient défectueuses et qu'il faille y 
introduire deux paramètres dont le rapport varie avec la nature chi-
mique de la substance isotrope, contrairement à ce qui résulte de la 
loi moléculaire dans ce qu'elle a de commun à toutes, et qu'il faut 
toujours invoquer. Les formules d'hétérotropie ci-dessus offrent,, sans 
rien d'illogique, des paramètres en nombre encore plus grand, pour 
expliquer tous les résultats que l'expérience présente. 

Voyons ce que deviennent les formules (a3) à (a5) du cas général 
d'élasticité inégale dans les trois sens lorsqu'on prend, pour les pres-
sions, les formules (3) de distribution ellipsoïdale des élasticités; di-
rectes, à trois paramètres d, e, f, expressions qui conviennent, avons-
nous dit, pour les corps à cristallisation confuse, comme sont tous 
les matériaux de construction ; c'est-à-dïre-lorsque l'on a, en effaçant 
les accents, 

(39) 
a = ο τ> b = o—j c = 0 -7-5 

y a. e 7 

(40) 

Prr — 3 rj ï>
r
 -h fi

?
-h e2

s
, 

p9?— -f- 0 73p -+-

pzz— e"V~+~ d2
?

-f- ο -γ^
ζ

, 

Les expressions et équations générales (3o), (3a) se réduisent à 

(40 

<1 _<i , 
U = Cre-t-C'r β 

: "(H- : 
y = o, W=ys·, 
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2

g 

m 

p„=4£Cr» 1 — 2fC'r β ' + ,^d N 7, 

σ =4f;~Cr® ' 4- af - C'r ® H ,?d χ y, 

/>
M

=adCr® ' + |'<ΐ|γ; 

(43) 

,r;-C -ν"-'0·+^έϊ=-Γί· 

ar
j-.c_

rr
.-,e+-iT^, = _^ 

_3 c -4- — Crz — rs)y — 0 7 1 

On tire, de celles-ci, les suivantes 

(44) 

3(n-f- r) fo*4"1— r"+1) [Po^—Pi if*1}-(« + 1)3 

7 2d

 (γΓ

< _ ̂
1
)'-4 [r\-r\) (r* - r») 

G —
 r

n+i—
r

n+l [ 4d
 2

 3n( 

C=ar-C + γ.·η. (»
+

-L-£,), 

qui se simplifient en effaçant p
{
, ordinairement la pression de l'at-

mosphère; et qui se réduisent, quand l'enveloppe est mince ou quand 
r, et r

0
 = r àz la très-petite demi-épaisseur - ε, à 

(45) 

d 

r — 8e~f (p°—Pi) r e 
71 + ee-i- (ί-,) f (Λ_Λ),·-î 

3od (^ + 1) f
 5 

v_3 = 2f~e (P°~P<)r. 
_ U _8e —f (pt — p,) r 

d? — r ~~ 20fd " ε 

Bien que ces formules aient été tirées de celles (ώ3) à (5.8), elles ne 
Tome X {aB série). — OCTOBRE I865. 4^ 
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donnent plus de ^ lorsqu'on y suppose que τι= χ ou d = e, a = b, 
ou lorsque les rayons r sont des axes de symétrie. En effet, les rela-

tions ellipsoïdales a=3 b = 3 c = 3 j mettent en évidence et 

permettent de supprimer un facteur commun aux deux fermes de 

fonctions telles que ,e· Avec ce mode de distribution des élasticités 

généralement inégales en trois sens, on n'a donc pas besoin de recom-
mencer l'intégration quand on vient ensuite à supposer égale élasti-
cité en deux des sens. 

8. Dilatations d'un cylindre creux hètérotrope exprimées en fonc-
tion des modules d'élasticité de traction en divers sens. — Les élastici-
tés latérales d', e', f' sont difficiles à mesurer, même par des expé-
riences de torsion, en admettant avec nous leur égalité aux élasticités 
tangentielles d, e, f (n°2); car, exécutées sur le cylindre entier, ces 
expériences ne peuvent donner que la première d. Le mesurage di-
rect des élasticités dites directes a, b, c est à peu près impossible. 

Mais, comme on sait, l'on mesure facilement, tant sur une pièce 
entière que sur de petits prismes qu'on en extrait en plusieurs sens, 
pourvu qu'ils aient une certaine longueur, les modules d'élasticité de 
traction de Young et Navier, ou les rapports de la traction longitu-
dinale qu'on y exerce, à l'allongement qu'elle* produit par unité de 
longueur. Appelons 

E
x
 ou E

r
, Ey ou E?, E

z 

les modules d'élasticité de prismes extraits dans Jes trois sens que les 
sous-lettres indiquent. Les trois premières formules de composantes (a), 
en faisant p

vy
 = ο, p

zz
 — ο pour exprimer qu'il n'y a aucune pression 

sur les faces latérales d'un petit prisme dont les arêtes sont parallèles 
aux x, et en éliminant les contractions latérales 3

X
, 3

Z
, donnent la 

valeur de Εχ = et comme on obtient de la même manière les Σ 
modules des deux autres sens, l'on a 

«6'Ε*= ca — e'
1
 '

 E'= ab — f" ' 
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On ne peut pas,comme on voit, exprimer les six coefficients a, b,..., £' 
entrant dans les formules (2) ou dans celles (23) à (28) du cylindre 
creux, au moyen de ces trois modules d'élasticité de traction; il fau-
drait, pour y arriver, poser trois autres équations, en mesurant encore 
trois modules sur des prismes extraits dans des directions obliques à 
x, y, ζ ou à r, r<p, z, par exemple dans les directions bissectrices des 
trois angles yz, zx, xy. 

Mais toutes les formules d'élasticité symétrique en chaque point par 
rapport à trois plans, et par conséquent, comme nous avons dit (n° 5), 
foutes celles qui sont relatives aux matériaux et autres solides amor-
phes ou à pâte cristalline confuse, peuvent être exprimées an moyen 
de trois modules de traction seulement, si l'on admet avec nous la 
distribution ellipsoïdale des élasticités directes autour de chaque, 
point (même n° 5), car 

:47) 
a=3 j)b = 3^>e = 3 ji ou 3d = y'bc, 3e=Vea, 3f=\/ab, 

donnent Ex— = --T = n a, Ey= = cb, Ez = - -~ = -c. 

En faisant donc, dans les formules (4i) à (4·5), 

(48) d = |s/E?Ez, e = |s/E,Er, £ = §)/Ë» = 

tout se trouvera exprimé en fonction de trois modules de trac-
tion E. 

On aura, par exemple [expressions (4i), (4»)], pour le cylindre 
creux d'une épaisseur quelconque, 

(49) 
V-Crfi+Cr-tâ-i-J*. 

„ 8 -ρ ρ \/Ε | 4 p. Çt V Ε ' ι 4 \Z^r Κρ Ε* Γ* ι 

[*] Les formules (3ο) à (35) ci-dessus, dont se déduisent toutes les suivantes, re-
viennent à celles qu'on voit à l'extrait de mon Mémoire du 21 mai i860, publié aux 

42.. 
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Et, pour- un cylindre mince [expressions (45)], 

y 1 nf&v—sfËt p0—Pl _ ^ _ϊ8\β,— \β 
1 j ζ~ι~ί ε^~r' s e?vë: * 

Comptes rendus, t. L, p. 982. Je disais explicitement, à ma lecture, ainsi qu'à un article 
imprimé au Cosmos de la même semaine, que les coefficients des élasticités inégales en 
divers sens passaient en exposants des rayons vecteurs, ce qui ressort du reste de ces 
formules. 

M.S. Virgile, dans une Note récente (8 mai i865, id., t. LX, p. 962) surlefrettagedes 
bouches à feu, a donné également, de la force de tension des fibres circulaires, ou de ce 
qui est appelé ici p^, des expressions où les modules E^, E

r
 des élasticités tangentielle 

et normale à ces fibres figurent aussi, pour la racine carrée de leur rapport mutuel, en 
exposants des rayons. Mais ces expressions diffèrent essentiellement de celles que je 
viens de donner. Cela vient de ce que leur auteur, voulant éviter l'emploi des formules 
de la théorie générale de l'élasticité, assimile, comme il le croit permis, les effets des 
tensions ou pressions qui s'exercent à l'intérieur d'un corps, à ceux de la traction 
d'une fibre isolée, ou d'un petit prisme dont les faces latérales sont libres. Cela revien-
drait à supposer qu'on a les formules monômes 

Pre Ej*3J-, Ρ (y y Ες; 3ψ 

au lieu des deux premières formules trinômes 

(ίο) ou (4o) /7
rr
=a3

r
-!-f'3f>-t-e

/3
3
==3 — 3

r
-t-..., />pp= f'3

r
-t-b3p-t-d'3

3
=:..,, 

ou, en substituant (48), 

(4o bis) p
rP

^z — E
r
3
r
-f- ̂  ΐ'-ς;3ς;-ρ-^ ^/Ε

γ
Ε

=
3-, />pp

:=:pVEçjE/3
r
-t-^Ep3p-t-^j\/EjjE-3-. 

Cette supposition conduit, en effet, aux expressions que donne M. Virgile pour ses 

forces dites du groupe principal ( sauf le rapport — des rayons au lieu du rapport 

φ de leurs carrés, qui entrent dans ses deux premières formules \ · 

Il pose, il est vrai, à côté de ces expressions, d'autres expressions qui sont relatives 
à ce qu'il appelle les forces du groupe secondaire, et qui sont les tensions ou pressions 
tangentielles engendrées par les tensions ou pressions normales, ou réciproquement, 
lorsqu'un petit prisme de même matière soumis aux unes est assujetti ou contenu 
dans le sens des autres, c'est-à-dire lorsqu'il est astreint à conserver ses dimensions 
dans ces derniers sens, au lieu d'être libre de s'enfler ou de se rétrécir perpendiculai-
rement à ceux de sollicitation. M. Virgile dit que ces deux groupes de forces se super-
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9. Application aux homogénéités polaires

}
 ou du genre sphériconique 

et du sous-genre sphérique. Etablissement simple des formules. — 
Prenons, avec M. Lamé, pour coordonnées du point m d'un corps : 

r, rayon vecteur Ο m de ce point, à partir d'un point central fixe Ο ; 
fj sa latitude, ou l'angle que fait r avec un plan fixe ou équateur 

passant par O; 
ψ, sa longitude, angle que le méridien de jk, c'est-à-dire le plan 

mené par r perpendiculairement à l'équateur, fait avec un méri-
dien fixe; 

en sorte que les surfaces orthogonales coordonnées sont des sphères 
de rayon r, des cônes de latitude ayant pour axe l'intersection com-
mune des méridiens et des bases circulaires de rayons r cos φ pour des 
côtés r; enfin des plans méridiens. 

En sorte que : 
U, V, W seront les projections du petit déplacement éprouvé par le 

point m, sur le prolongement de r, sur l'élément rdy de son cercle 
méridien, du côté de sa rencontre avec la moitié positive de l'axe 
polaire fixe; enfin sur l'élement rcosodcp de son cercle de lati-
tude parallèle à l'équateur et ayant son centre sur l'axe, en comp-
tant W positif du côté opposé au méridien fixe; 

p
rr

, pf?, ρφφ, p
7{n

 ρφΓ, p
r?

 seront les composantes de pression, en m, 
sur l'unité superficielle des éléments des trois surfaces orthogo-
nales conjuguées. 

posent et confondent leurs effets. Mais, bien qu'il présente une évaluation des forces 
du second groupe, en donnant à leurs expressions la même forme qu'à celles des forces 
du premier, il ne les combine point ensemble, ou il n'en compose pas l'effet résultant 
ou total. Il dit au contraire que le premier groupe intéresse seul le plus souvent les so-
lutions, et qu'on peut abstraire l'autre. Il fait aussi abstraction de la pression ou trac-
tion longitudinale, et des pressions transversales qu'elle engendre nécessairement de la 
même manière, dans le sens ç comme dans le sens r. 

Notre solution n'oblige pas à ces suppressions que rien n'autorise, et dispense de 
faire de pareilles divisions et distinctions; car les formules générales de l'élasticité (i) 
ou (2), ou (10), (4o), tiennent compte simultanément de tous les effets, directs ou 
latéraux, de chaque pression composante, ou autre force donnée. Te présente comme 

seules vraies les expressions ̂  [de (4i)]i
 et

 (4
2
)

ou
 {%)> qu'elle donne pour etp

??
. 
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Et ncms appellerons : 
R, Φ, Y les composantes, suivant les mêmes trois directions (de r 

prolongé et des tangentes au méridien et au parallèle de ni), de la 
force extérieure qui agit à la manière de la pesanteur sur les par-
ticules de l'unité de volume d'un petit élément solide dont m fait 
partie. 

Posons directement, comme nous avons fait au n° 5 avec les coor-
données semi-polaires, l'équation de l'équilibre de translation, dans les 
sens r, ψ, ψ où s'estiment U, V, "W, d'un élément de volum,e terminé 
par deux sphères distantes de Δ r, deux cônes ayant des demi-angles 
au centre différant de Δφ, et deux méridiens distants angulairement 
de Δψ. Pour cela plaçons (n° 5) le point m à son milieu, ou à l'inter-
section des trois surfaces moyennes entre celles-là, et appelons 

(5i) A
r
 = rAf.rcosq>A<p, A?=rcostpAi]j.Ar, Ay = rA/p.Ar 

les portions de leurs trois aires interceptées par les faces de l'élément. 
Nous aurons d'abord (même na5) les sommes suivantes de compo-
santes de pressions 

(52) 

dans le sens ι, —— Ar -1 A ψ -)—■—' - Δ ψ, 

d.A rPrv d,A?p " d.A.p. 

d.A rPrv d,A?p " d.A.p. 

Il faut y ajouter les composantes provenant du défaut de parallélisme 
ou de perpendicularité, aux trois directions r, φ, ψ qui sont relatives 
au centre m de l'élément, des six directions de même nom qui sont 
relatives aux centres de ses six faces. 

Pour cela, appelons respectivement 

r', ψ', ψ' 

celles qui partent du centre de la face antérieure, quasi-parallèle 
à A

a
, et 

r", ψ", ψ" 
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celles qui partent du centre de la face quasi-parallèle à A^, et aussi 

antérieure, ou ayant pour troisième coordonnée ψ + 4 Δ ψ et non 

— - Δ ψ. Nous aurons 

(53) 
cos (φ', r) = — cos (r'

}
 ψ) = ̂  ; 

car 1 angle [ψ , Γ] = — + — , et (Γ , ψ) en est le supplément. 

Nous aurons aussi 

(54) 
cos (ψ", r) = — ̂  cosip, cos(ψ", φ) =. ~ simp, 

cos (/', ψ) = ̂  cosy, cos (φ", ψ) = — ̂  sin ψ ; 

car, à l'égard des deux premiers de ces quatre angles, si l'on nommer, 
la direction de la projection du rayon r sur le plan du parallèle de m, 

comme l'angle (ψ", r,) est = ~ ·+- une longueur = ι portée sur la 

tangente ψ" à ce cercle de latitude donne, sur r,, une projection — — ·, 

et cette projection, à son tour, donne — ̂  cos ψ et — —■(— sin ψ) en 
la projetant sur les directions r et <p. Or ce sont bien là les projections 
de cette longueur r = i elle-même sur ces dernières directions, puisque 
sa projection sur la direction ψ ne fournit rien, ni projetée sur r, ni 
projetée sur çp, auxquels ψ est perpendiculaire. Quant aux deux der-
niers angles (54), ils sont suppléments des deux premiers. 

On trouve, au reste, ces mêmes expressions (53) et (54) en compo-
sant chaque cosinus de l'angle de deux directions au moyen des six 
cosinus (58), ci-après, des angles qu'elles font avec trois axes fixes x, 
h z-

En multipliant par ces six cosinus (53), (54) les pressions sur les 
faces moyennes, savoir 

(55) A ψΡψ
Γ

ι ^-ρΡρρι ^-ρΡρρ, ^-ρ Ρρψι 
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il suffit de doubler les produits pour avoir, à cela près de quantités né-
gligeables du troisième ordre, ce qui vient à la fois des faces anté-
rieures et des faces postérieures, où les forces correspondantes agissent 
en sens inverse, mais pour lesquelles, par compensation, les cosinus 
ont des valeurs de signe contraire. On a ainsi, pour les forces à ajou-
ter à (5n), 

(56) 
dans le sens Γ, — A

p
/?

p?
 Δ φ — A^p^cοβφΔψ, 

?» αρΡ
Ρ
γΔ? +A#P

#
sinf Δ ψ, 

A^cos-φΔφ —Δ^ρ^βϊηφΔψ.. 

Substituant les valeurs ( 5 χ) de Α
Γ
, A?, A φ, et effectuant, puis égalant à 

zéro après avoir divisé par le volume de l'élément qui est 

Ar.rAœ. rcosoA^, 

et ajoutant les forces extérieures qui agissent dans les mêmes trois sens 
sur l'unité de volume, on obtient les équations d'équilibre suivantes, 
dont cette démonstration motive bien la composition, 

(57)< 

dpr I d(prpCOSf) ι χ dP^r ^Prr-Plî-Pit 
dr r cos γ αφ rcosçp dr r 

dPr9 ; I d(P??cosf) [ I άΡ9φ ZPro + PM^S? , f_c 
dPér , X ^(^costp) _ ! dp

n t

 ^>P,p
r
-~Pç,p tan g φ

 t iTf
_^ 

dr rCOSç αφ rçOStp α ψ r 

Ces équations sont identiques à celles que M. Lamé a déduites de 
trois autres équations de vingt-trois, de vingt-deux et de quatorze ter-
mes, obtenues par le procédé mixte (n° 5). Pour les en déduire il les 
ajoute trois fois entre elles, après multiplication parles trois premières, 
les trois qui suivent et les trois dernières des expressions suivantes des 
cosinus des angles que font les directions r, φ, ψ avec trois axes rectan-
gulaires fixes des x, des jr, des Z', le troisième de ces axes fixes est celui 
du système sphériconique, et le premier est l'intersection du plan mé-
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ridien fixe zx avec l'équateur xy : 

(58) 

(cos(r, Λ?)=οο8φοο8ψ, cos(/',^)=cos(psiniJj, cos(r, z)=sinç, 
] cos(ç, x)=— simpcosip, cos (φ ,y)= —sin φ sin ψ, cos(<p,z)=cosip, 
( cos (ψ, χ) = — sin ψ, cos^j^cos^, eos(<|>,z)=o.. 

En effet, les trois équations, plus compliquées que (57), dont nous 
parlons, expriment (n° 5) l'équilibre de translation de l'élément dans 
les directions de ces coordonnées χ, y, z. 

Pour l'établissement des expressions des dilatations et glissements 
en fonction des coordonnées sphériques, servons-nous du procédé 
analytique (n° 5) en montrant comment on peut en diminuer considé-
rablement les calculs. Si nous adoptons avec M. Lamé les abréviations 

(5g) cos<p = c, simp = s, cost|> = c/, sin<{i = s', 

nous obtenons, comme particularisation des relations indiquées par (c) 
et (e) d'une manière générale au n° 5 ci-dessus, entre les coordonnées 
polaires et les coordonnées rectangles x, y, ζ qui viennent d'être dé-
signées, ainsi qu'entre U, V, W et les déplacements m, V, W dans les 
sens de celles-ci, 

(6o) u = cc' U — se'Y — s'W, v — cs'U — ss'V-t-c'W, if = sû-)-cV; 

(61 ) 
x — rcc', y = rjcs', z = rs, 

r=y/x*+y* + z\ tau = tan £ψ = J-

Différentions ; mais après et à mesure que les differentiations sont effec-
tuées, faisons 

(62) ψ = d'où c'=i, s' = o; 

ce qui revient à prendre le méridien du point m pour le méridien fixe 
auquel on rapporte les points environnant m·, et ce qui ne restreindra 
aucunement la généralité des résultats finaux, puisque tout est symé-
trique autour de l'axe du système. Nous aurons ainsi pour les formules 

Tome X (a" série), — OCTOBRE IS65. 43 
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désignées par (/) au n° 5 : 

dr dr dr 
dx C' dy dz S' 

(63) dq s dy do c 
dx r·' dy ~ dz- r* 
dif ι dif 
dx dy rc* dz ° ' 

et, pour les formules (g) de changement de variables, 

d. d. s rf. if. ι if. if. tf. c if. 
' ' ifx C dr r dy dy rc. dit' dz S dr r dq 

En mettant successivement les expressions (6o) de u, v,wà la place 
du point symbolique, et en faisant toujours ψ = ο aussitôt et à mesure 
que les différentiations sont opérées, on obtient les valeurs des neuf 
dérivées de u, v, w, qui, substituées dans 

. du, dv dcv 

donnent six expressions [(h) du no: 5] affectées du monôme^? du 

binôme ̂  4- 5, et de quatre certains trinômes; et qui sont, en appe-
lant provisoirement 3, 3', 3", g, g', g" ces fonctions monômes, binômes, 
trinômes de U, V, W (que nous écrirons tout à l'heure), 

(65) 3
α

. = c23 4- s2 3·'—2CSg", 3r = 3', 3". = s23 4- C23' 4- acsg", 
g/z— sg'+ eg, g^ = 2cs(3—3')4-(c2-s2)g', g^ = Cg'-sg. 

Or ces expressions étant mises, à leur tour, dans les suivantes, qui 
particularisent les (i) du n° S, 

(66) 3γ— 3a;Ca4- 3
z
sa4- gza;CS, 3

f
 = 3*s2 4- 3*C2 — g

za
.CS, 3^ = 3^., 

g^=g^c-g^s» g^.= gr*s + g*rc> ërf~ -
 23-cs + 23

s
cs4-g

CT
(cs - s2), 

rendent celles-ci précisément égales à 3, 3', <>", g, g', g". Écrivons donc 
les fonctions que représentent ces six lettres,, et égalons-les à 3

r
,...,g

r
 , 
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nous avons [pour (k) du n° 5] 

(67)' 

rfU . ι (iv υ „ ι dW U V 
dr T r ay r T rcosf α ψ r r DT 

„ 1 dV , 1dW W ,
r

 „ __dW 1 rfU W 1 dTJ dV V 
r cly r tan&?' rcosyd-ty r 5 ^r? Τ dy ~^~dr 7' 

formules qui concordent avec celles que M. Lamé a trouvées pour les 
pressions dans un corps isotrope. 

On n'y arrive qu'après des calculs démesurés lorsqu'on laisse arbi-
traire ψ, qui doit disparaître de toute manière et ne pas se trouver dans 
les résultats. 

10. Sphère creuse, douée de Γ homogénéité sphériconique.— Suppo-
sons que sa matière soit douée aussi en chaque point de la symétrie 
de contexture (n° 2) par rapport à trois plans, qui est définie par les 
formules dérivées de (2) et déjà employées pour le cylindre, 

(68) 

p
rr

 — aî)
r
 f'Dp -+- e'3^, 

P^9 — f'3r 4- b H- d'3^, 

/»w=e'3
r
+ d%+c^, 

et 
Ρψψ ^ëçtir' 
Pipr e§^r' 
ρ — fg ; 

et prenons pour données, avec M. Lamé, des pressions normales et 
constantes 

— Po, — p, 

sollicitant respectivement les surfaces sphériques intérieure et exté-
rieure, dont les rayons sont 

r0, r
t

. 

Vu que tout est symétrique autour du rayon servant d'axe au sys-
tème, les points appartenant à ce rayon particulier ne pourront se 
déplacer que dans sa direction. Yoyons à quelles conditions, ou pour 
quelles relations entre les données, il en sera de même pour tous les 
autres rayons vecteurs, en sorte qu'on ait partout 

(%) V = o, W = o. 
43.. 
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Si l'on introduit cette supposition dans (67), puis dans (68), en 

faisant de plus, vu la symétrie parfaite autour de l'axe polaire, 

(7°) . 3-=o, 

on a 

(71) 

r~ dS 8φη~ rcosç^' %rf— °» 

Prr ~ a ~dr + ) 7' P?f ~ °' 

P?p-
£ + et Pfr~ FFos^ ' 

P^*-dF*-^^d)
T

„ P
r?

—o· 

Et les trois équations d'équilibre (57), dont la seconde se réduit 
à — P¥?+Pw ~ °> deviennent 

a^+M;ï-(b+c+2i-s-f'?+?s;5b-,-=0. 

(7a) 
(e'-f')y + (c-b)H = o, 

r cosç d·^ \ dr r j 

Elles doivent être satisfaites toutes trois'par la même valeur de U. 
Or, on tire de la seconde, C" étant une constante, 

b — c 

(73) U = 0"Γ^Γ. 

Cette valeur satisfait identiquement à la troisième; et si on la substitue 
. b — c 

dans la première, on peut tout diviser par C/'e'—r , ce qui donne, 
comme condition pour que l'on puisse avoir (69) V = 0, W = 0, la 
relation suivante entre les coefficients 

(74) \&ζψ)
+

ν=Ψ~— S 
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On aurait ia même chose, si l'on supposait à priori que U est fonction 
de r seul, en résolvant d'abord la première équation (72) débarrassée 
ainsi de son dernier terme, car si on l'assimile à l'équation différen-
tielle générale (20) du n° 7, en faisant ses paramètres m = ^ et 

. /1 b-t-e-t-'2d'—e'—f' 

l'intégrale (21) de celle-ci donne, C et G étant deux constantes, 

ι r 
(75) U = Cr" 2-h C'r 2. 

Substituant dans la seconde équation différentielle (72), on a 

£(e'—f') (rt— -l-c — bjc/·2"-!-^—(e'—f')|re -4-^-|-c~bj C'=o, 

condition qui ne peut être satisfaite quel que soit r que si les deux 
quantités entre crochets s'annulent, ou au moins l'une des deux avec 
la constante qui affecte l'autre. Or ces deux quantités égalées à zéro 
donnent pour n les deux valeurs 

(76) n = 

qui, égalées à ce que représente n, redonnent bien la condition ou re-
lation obligée (74)-

Si cette condition (74) est remplie, et si l'on n'a pas e' = f', le dé-
placement U est donné par l'expression exponentielle monôme (7®), 
à laquelle on ramène même l'expression binôme (75) quand on met 
pour n, dans celle-ci, les deux valeurs (76). 

Les composantes de pressions, variables, comme on voit, avec la 
distance au centre, ont pour valeurs (71) 

(77) 
P
„=(a^+e' + f)c"r«-i 

(b + J')e'—(cH-a')f'CT— 
Ρψο—Fff— e'·— ff

 , 
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Mais il faut encore que celle de prr
 qui n'a, comme U, qu'une con-

stante, puisse satisfaire à la fois aux deux conditions aux limites 

(78) 
Prr = — Po pour Γ = Γ

0
, 

Prr=—p 1 pour r ==/',. 

Cela exige qu'il y ait, entre les deux pressions sur les parois intérieure 
et extérieure, un rapport déterminé par celui des rayons de ces parois, 
et qui est donné par 

7 (79) ilL‘ , 

Il n'y aurait pas lieu à poser cette deuxième condition si la sphère était 
pleine. 

il. Même sphère douée de l'homogénéité simplement sphérique. — 
Mais le rapport des deux pressions données p0 et pt peut être absolu-
ment quelconque si le numérateur et le dénominateur de l'exposant 
de r dans la valeur (73) de U s'annulent à la fois, ou si l'on a, entre 
les coefficients qui déterminent l'élasticité, ces deux relations au lieu 
d'une seule (74) : 

(80) e' = f', b = c. 

C'est ce qui a lieu, par exemple, lorsque tous les rayons de là sphère 
sont des axes de symétrie de contexture, ce qui entraîne, en outre 
(n° 5), h — 2 e -H e' =; af -h f'. 

Alors il n'y a plus de rayon particulier dont tous les points sont 
ombilicaux ou exceptionnels (n° 1). Le seul point ombilical est le 
centre, en ce que, quand la sphère est pleine, il faut s'écarter légère-
ment de ce point pour trouver des éléments qui soient identiques à 
tous les autres éléments du même corps. Tout rayon peut être pris 
pour axe du système, et la matière jouit du sous-genre d'homogé-
néité (n° 5) qui peut être appelé sphérique. 

Les déplacements causés par des pressions constantes et normales 
aux parois ne peuvent se faire que suivant les rayons, et être fonctions 
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que de r seul ; en sorte que les égalités supposées (69) V = o, W == ο 
sont ici obligées, ainsi que (70) ^5 ̂

 0> e
t
 a(lSS

i 

du 
d~ °· 

Il n'y a plus lieu de prendre la solution monôme (y3) tirée de la 
deuxième équation (72), même quand il y aurait eu, entre les coeffi-

cients, des relations telles que -- ne donne plus ~ en faisant. e' = f', 

par exemple les relations de distribution ellipsoïdale b = 3 -^-5 

c = 3 -ψ-f d ou —i; en erret, cela η empeche pas la 

deuxième équation (72), dont les deux termes sont alors affectés de 
e' — f', d'être identiquement satisfaite, et l'on ne peut pas s'en servir 
pour obtenir U. 

Il faut donc tirer la solution de la première équation d'équilibre 
(72), seule subsistante, et dont 011 doit effacer le dernier terme, vu que 
dû 
dï" — °" 

Si l'on fait 

(81) n = - y 1 + 8 - , 

cette equation donne 

(82) U ==: Cr 2 + C'r \ 

Il en résulte 

(83) 
r= )c-5, 

= il = Cr" 2 -f- G'r " 2; 

(84) 
/»rr = [(n-j)a-f-2e'JCr

n 2
 — + a - ae'Jc'r "

 2
, 

P
9f

~ Pw = [
h
 +

 d
'+ (n - i) e']crn"2 + |~b+ d'- (" 4-^e'jcV_n_2. 
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Efles conditions aux superficies, résultant de la substitution, à p

rr
 et 

de — p
0
 etr

0
, — p

{
 et r, successivement, dans la première de ces équa-

tions (84), fournissent pour les constantes 

(85) 

3 3 
r — p'r" *~~ρ'Γι 3 

[(n-i)a+2e'](rr-rn' 

{ Ξ~η à-n>) t>or,)ïn 

[(n
 +
 i)a-

2
e'](rr-rr) 

En les substituant dans (8a), on a 

(86) U=^—^ 

3 3 3 3 — " 

7" ;γλγ· ,r^ Μ)"ν~η" 

qui, divisé par r, donne les dilatations tangentielles 

3ρ=2>0=-, 

variables, comme on voit, avec la distance au centre. 
D'où aussi, U

0
 étant U pour r = r

0
, la valeur suivante de la propor-

tion de la dilatation cubique de la cavité sphérique : 

(87) 
3Uo _ 3r° 2 

r ~r?-.r\a 

,3 3 3 3 
Por, a pyo ~p,r; 

—^Ja -h2e' -f- iJ a — 2 e' 

Dans le cas particulier de Pisotropie, où 

d' = e', b = a, 11 = -, 

ces formules se réduisent, en faisant e' = A, a = 3A, à ce qui a été 
trouvé pour une sphère isotrope, au moyen des coordonnées recti-
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lignes ordinaires, par MM. Lainé et Clapeyron en 1828 [*], et à peu 
près en même temps par M. Poisson [**]. Et, en remplaçant 

a par λ-H αμ, e' par λ, 

elles sont aussi conformes à ce qui a été trouvé en i852 par M. Lamé, 
au moyen des coordonnées sphériques. 

Mais on voit, ici comme pour le cylindre creux (n° 7), que lorsque 
l'élasticité de la matière de la sphère, dans le sens de l'épaisseur de 
son enveloppe, n'a pas la même grandeur que les élasticités dans les 
sens tangentiels à ses couches, ce qui sera sans doute très-fréquent, 
les formules, malgré le passage en exposants des coefficients qui me-
surent l'élasticité, sont à peu près aussi simples que les formules sup-
posant l'isotropie. 

On dispose alors, pour interpréter les faits, de trois constantes, a, 
e' ou e, et η = ou tout au moins de deux d, e en faisant e ' 

3ef α ^ #> fd η j 

relations voulues pour la distribution ellipsoïdale des élasticités (n°3). 
On voit donc que pour expliquer ceux des faits qui ne s'accordent pas 
avec les formules d'isotropie à un seul coefficient, il n'est nullement 
nécessaire d'admettre et d'employer des formules d'isotropie à deux 
coefficients, que je maintiens être fautives. 

Supposons que l'enveloppe soit d'une faible épaisseur ε. 
En faisant dans les expressions (85) de G et C' : 

(88) r
0
 — r — ^ ε, r, = r -4- l- ε, 

[*] Sur l'équilibre intérieur des solides homogènes [Savants étrangers, t. IV, nos 57 
à 60). 

[**] Annales de Chimie et de Physique, 1828, 2e série, t. XXXVIII, p. 33o. 
Tome Χ (a® série). — Octobke i865. 44 
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et négligeant ε2, elles deviennent 

5 5 

[°9) r / i\ -] * Vf ι\ Ί
 1 

I τι — — J a -t- ae' ,2ηε ί η -(- — j a — ae' . aru 

d'où, en substituant dans (84), et remettant pour n2 sa valeur 
ι b -4- d'— e' 

y -t- 2 r 

foo) Pff = ÎW
 = iûll. 

Cette expression, analogue à celle (3i) de Mariotte relative au cy-
lindre, de la traction éprouvée par la paroi d'une sphère mince pressée 
intérieurement et extérieurement, a été trouvée par Navier [*]. Elle 
est facile à démontrer directement, car la pression que chaque moitié 
de la sphère éprouve a la même résultante (p

0
 — ρ,) πτ~ que celle 

qu'éprouverait le grand cercle diamétral s'il servait de couvercle à 
l'autre moitié; et elle doit, pour l'équilibre, être égale à la traction 
P?f'2nrè supportée par la couronne suivant laquelle le plan de ce 
grand cercle coupe l'enveloppe sphérique. 

En substituant de même les valeurs (89) de C et C dans (83), nous 
trouvons " 

" ' p v a(b + d') —ae'1 2e 

pour la dilatation tangentielle à laquelle il faut imposer une limite, re-
lative à chaque matière, pour établir la condition de résistance, ou de 
stabilité de la cohésion. 

Le quotient ° 

(92) ^
=

b + d'-^l 

n'est point égal au module d'élasticité Ε de Navier et de Young, qui 

[*] Résumé des Leçons à l'Ecole des Ponts et Chaussées, i833, n° 670. 
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est le rapport de la traction à la dilatation longitudinale d'un prisme 
de même matière. Quand il y a isotropic, ou quand b = a = 3d == 3e, 
et même seulement quand il y a distribution ellipsoïdale des élasti-

cités, on a b == = 3d, a = 3 -j = 3 vu l'égalité déjà supposée 

(80) e = f. Donc, alors 

_ 3 {pa—pi)r P9? _20 d a? 

en sorte que ce quotient est les ~ du module connu Ε = - d. 

12. :ise cylindrique terminé par deux calottes sphériques. — 
Parmi les aperçus ingénieusement pratiques dus à l'esprit initiateur de 
M. Lamé, on doit remarquer ce qui se trouve consigné aux Comptes 
rendus de VAcadémie, dans une simple Note de i85o intitulée: Sur les 
épaisseurs et les courbures des appareils à vapeur [*]. L'excellent 
géomètre y recherche à quelle condition une chaudière cylindrique, 
terminée par deux portions de sphère, et soumise intérieurement à 
une forte pression, éprouvera la même modification, dans la partie 
cylindrique, que si le cylindre était de longueur indéfinie, et, dans les 
calottes sphériques, que si elles appartenaient à des sphères creuses en-
tières, en sorte que chaque partie agisse sur l'autre, à la jonction, 
comme feraient les portions manquant à chacune. C'est bien la condi-
tion pour que l'enveloppe se dilate partout sans flexion ou altération 
de forme, et résiste ainsi avec le plus grand avantage. Par les chiffres 
que M. Lamé donne comme règle, et que l'on reconnaît être déduits 
du Mémoire présenté par lui et par M. Clapeyron en 1828 en se ser-
vant des formules d'isotropie à un seul coefficient, 011 voit qu'il ex-
prime, pour cela, que la dilatation tangentielle soit la même dans les 
deux sortes de surfaces, ou que les cercles de jonction s'étendent au-
tant comme faisant partie du cylindre que comme faisant partie des 
sphères. 

Nous pouvons, à l'aide de nos formules ci-dessus, donner des règles 
plus générales, et applicables non-seulement quand la matière des 

[*] 18 février, t. XXX, p. ι5η. 

44«. 
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tôles n'est pas isotrope, mais même quand celle des parties sphériques 
est d'upe variété de métal différente de celle de la partie cylindrique. 

Désignons par l'indice ι les dilatations et les coefficients d'élasticité 
relatifs aux parties sphériques, en réservant pour la partie cylindrique 
les lettres sans indices. La condition d'égalité des dilatations pour les 
cercles de raccordement sera 

(94) a
P = V; 

ou, en mettant pour les valeurs (32), (91) relatives à des ma-
tières homogènes, l'une cylindriquement, l'autre sphériquement (nos7, 
-11) , et en divisant les deux membres par p

0
 — pt, 

(9 ) 2 abc—ad'2—be'2—cf'2-)-2d'e'f' ε 2ai (h-j- d',) — 4e',2 ε> ' 

formule qui fournira le rapport^ à donner aux épaisseurs quand le rap-

port j des rayons sera donné, et réciproquement. 

Au lieu de laisser les rapports mutuels des nombreux coefficients 
d'élasticité que cette formule contient pour chaque métal, dans un ar-
bitraire qu'il n'est guère possible de faire cesser au moyen de résultats 
d'expériences, si l'on met pour les coefficients a, b, c, a„ b„ les va-

leurs 3 3^5 3 γ-ι 3^-j 3d,, relatives à la distribution ellipsoïdale 

des élasticités directes (n° 5) qui convient aux métaux comme à toute 
matière qui n'est pas en cristaux réguliers, ou si l'on prend pour 3?1 
les expressions (45), (g3), cette condition devient 

, 8e — f r 3 r, 

ou, et vu que (n° 8) d = | \f&
?
Ιζ, e = | \/E

z
E
r

, f = | \ΙΕ
Γ
Έ

Ψ
, d, = | E

fl
, 

8§—1 , ei/l1—ι ' 
(97) 3 l~rl y 

en sorte que les épaisseurs ε, ε, de la partie cylindrique et des parties 
sphériques devront être comme leurs rayons r, r, multipliés respecti-
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vement par les fonctions 

—;— et ou bien E? e EPl 

des élasticités de leurs matières. 
S'il y a isotropie, et même matière dans les deux parties, ou si 

d=e = f=d„ Ep = E
s
 = E?l, 

l'on a pour la condition (97) 

ει 3rf " 

ou que les épaisseurs soient comme sept fois et trois fois les rayons, 
en sorte que si les épaisseurs sont les mêmes, les rayons du cylindre 
et des portions de sphère soient entre eux comme 3 est à 7, ce qui est 
la règle indiquée par M. Lamé pour les fonds sphériques compensa-
teurs

}
 élevant en quelque sorte, dit-il, le système des chaudières cylin-

driques au rang des formes naturelles, ou des solides d'égale résistance. 


