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DEMONSTRATIONS DE QUELQUES THEOREMES

GONCERNANT

LA RESOLUTION EN NOMBRES ENTIERS DE LEQUATION 22— Ny?=—1;
. Par M. Caspur RICHAUD.

1. Nous allons, en premier lieu, résumer succinctement le procédé
de Lagrange pour la résolution en nombres entiers des équations
x® — Ny® =1, dans lesquelles le déterminant N est un nombre entier
positif non carré.

Q. Réduction de N en fraction continue. — Lorsqu’on réduit yN -
en fraction continue, les quotients incomplets forment une suite pério-
dique; le premier de ces quotients, égal & la racine carrée a du plus
grand carré a® contenu dans N, ne se reproduit pas; la période com-
mence au second terme, et son dernier terme est double de l'initial 4,
qui n’en fait pas partie. De plus, au dernier terme prés 24, la période
est symétrique, c'est-a-dire qu’elle est la méme quand on la lit en
ordre rétrograde. V '

Les dénominateurs des quotients complets provenant du méme dé-
veloppement de YN forment aussi une période symétrique analogue &
la période des quotients incomplets, et les seuls dénominateurs, qui

YN+0

qui produisent le dernier terme de la période a chacun de ses retours

» A r A . r - » I
puissent étre égaux a Punité, sont le premier =a+? et ceux

N+4a - B " Y .
~/_1+ =2a+ Tous les termes de la période des dénominateurs
sont d’ailleurs inférieurs 4 2 yN.

5. Résolution en nombres entiers des équations x* —Ny*==%=P

(P < yN). — Pour que V'une de ces deux équations soit soluble en

nombres entiers, il faut et il suffit que 'un des termes de la période
Jo..
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des dénominateurs provenant du deve]oppement de VN en fractlon

continue soit égal 4 P.

Lorsque cette condition est remphe les valeurs entiéres de x et de f
sont égales respectwement au numérateur et au dénominateur des
redmtes qui précédent le quotient complet dont le denommateur estP

H
chacun de ses retours. En d’autres termes, si— " represente Pune de

ces redultes, ona tou]ours
(1) . -rNH""::j:P

‘Le deuxiéme membre de cette égalité doit étre pris avec le sign,é +

H . . s ) o
si la redmte 7 st de rang impair, et avec le signe — dans le cas con-
traire. (Dans cette évaluation des rangs, la premiére réduite est sup-

. 1
osée égale & —-
P 8 o ) ) ,
Le théoréme compris dans 1’égalité (1) peut s’énoncer de la maniére
snivante : Le résultat de la substitution des deux termes d’ une rea'uzte,

quelcanque déduite du développement de \\N, & la place de x et de x-
dans I’ expresszon a? —Ny2, est égal au denommateur de la completer

H
. sutyante przs avec son signe si —; d est de -rang zmpazr, et en szgne con-

LH .
traire si g est de mng pair.
" 4. Résolution en nonibres entiers des. équations x* — N, ‘7’* =ckr,—
Résumons, toujours d'aprés Lagrange, les conditions qui doivent étre.
remplies pour que ces équations soient possibles en nombres entiers. .

Si les deux périodes signalées ci-dessus (n° 2) présentent.un nombre

pair de termes, auquel cas il y a dans chacune d’elles un terme du. -

milieu dela symétrie qui ne se reprodult pas, les redultes qu1 précé-

\/——{—

deront le quotient complet ——, a chacun de ses retoura, seront'

toujours de rang impair, Donc, dans ce cas, I’ équation x2— Ny =i
aura une infinité de solutions_entiéres, et l’equanon x* —Ny*=—1
1y’en admettra aucune de cette nature (n° 5) ) .
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Si les mémes périodes contiennent un nombre impair de termes,
Cest-a-dire si elles renferment au milieu de la partie symétrique deux
termes consécutifs égaux entre eux, les réduites qui précédent le quo-

. N+a e . . .
tient complet —\/——I—, aux périodes de rang impair, seront toujours de

rang pair. Donc, dans ce cas, chacune de ces réduites fournira une
solution entiére de 'équation x? — Ny*=—r1. De méme, les réduites
VN -+

C . . a s i
qui précédent la fraction compléte ————— aux périodes de rang pair,

seront toujours de rang impair, et par suite chacane d’elles donnera
une solution entiére de I'équation x* —Ny? =1.

Ainsi, en résumé, lorsque le déterminant N est un nombre positif
non carré, Péquation x> — Ny* =1 admet toujours des solutions en-
tiéres, et, pour que I'équation x? —Ny?=—1 admeite des solutions
de la méme nature, il faut et il suffit que les deux périodes provenant
du développement de /N en fraction continue contiennent un nombre
impair de termes.

Pour simplifier le langage, nous formulerons cette derniére condi-
tion de la maniére suivante : L'équation x* — Ny® ==—1 est toujours
possible en nombres entiers, lorsque les périodes provenant du dévelop-
pement de (N en fraction continue ne présentent pas de terme du
milieu.

5. La condition qu'on vient d’énoncer est peu utile dans la pra-
tique, parce qu’elle ne dispense pas de trouver une premiére solution
entiére de 'équation x® —Ny?=—1, lorsqu’on veut reconnaitre la
possibilité des solutions de cette nature.

'On peut cependant faire un pas de plus, et établir une condition
nécessaire mais non suffisante, qui doit étre remplie par le nombre N,
pour que la méme équation admette des solutions entiéres. Cette
équation peut se mettre sous la forme

(1) ' Ny? =2’ +1.

On reconnait ainsi immédiatement que tous les facteurs premiers
de N divisent une somme de deux carrés premiers entre eux; par cela
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méme ces facteurs sont enx-mémes égaux 2 la somme de deux carrés,
ou, en d’antres termes, tous les facteurs premiers impairs de N sont
dela forme 4n +1, lorsque I'équation (1) admet des solutions entiéres.
Dans cette dermere hypothése, le facteur 2 ne peut d’ailleurs entrer
qu'une fois dans N. Car si N est pair o, sera impair, et le second
membre de I'équation (1) sera de la forme 8rn-+2. Ce deux1eme
membre ne pourra donc contenir qu’une foxs le facteur 2 et par
suite N sera dans le méme cas.

Ainsi, pour que I'équation x* —Ny*=—1 adlnettp de.s‘ valeurs en-
P q >q J’

tiéres, il faut que tous les factews premiers de N ou a’e — soient de la

jorme 4n-x.

Cette condition n’est pas sufﬁsante elle est remplle pour le nom-
bre 178 par exemple, et cependant I'équation x* —178y* =—1 n’ad-
met pas de solutions entiéres. Nous verrons plus loin que cette équa-
tion ne peut pas étre soluble en nombres entiers, parce que 178 étant
de la forme 87+ 2 ses deux carrés composants 13> et 3* ont des
racines carrées des formes 8+ 3, 8n+5 (n=8 et 15).

6. Ces Prehmmalres posés, nous a]lons demontrer quelques theo-
rémes qui permettront de formuler, dans une série de cas, des condi~
tlons mgoureuses de possibilité en nombres entiers pour I'équation .

—Nyi=—r.

THEOREME - Lorsque les parties symetrzques des per'zodes provenant

du développement de N en fraction continue ont un terme du miliew,
le dénominateur du quotient complet, qui fournzt ce terme du milieu,
est un diviseur de 2N et aussi un diviseur du double du numemteur de
la réduite précédente.

Considérons les deux permdes provenant du developpement de \/N
‘en fraction continue, savoir :

Quotients incomplets. . . . a, (b 65000 8 ﬁ’, my by g,...5 C, b, 2a),

Dénominateurs. . . . . . . (1,6, 9,005 & Oy Py P Ex-ees Y3 6) Tyee

Nous représentons ici par m et p les termes du milieu des deux
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périodes, et nous avons 4 démontrer que g est un diviseur des nombres

I 4 r rd - H
2NetaH (H étant le numérateur de la réduite 7 correspondante au
quotient incomplet % qui précéde immédiatement m)-

(—é—,a %, %{f’ placées par ordre de gran-
deur, et correspondantes aux quotients incomplets g, £, m, nous don-
neront (n° 3) les relations suivantes :

Les trois réduites consécutives

(1) NH?2=H?+tup,
(2) NG?*=G*=p,
(3) NM?2=M*=p.

D’aprés la loi de formation des réduites, nous avons M=Hm +G,
M’ = H'm + G/, ce qui donne la nouvelle relation

M—G H
(4) | T

L’élimination de p entre (2) et (3) donne N(M"* —G”?)=M* — G,
‘ou, en ayant égard & la relation (4),
(8) : N(M+G)H =(M+G)H.

En combinant cefte derniére relation avec Pégalité (1), il viendra

NH/[(HG'— GH') — (MH'— W'H)] = 5 (M + G).

Or, d’aprés les propriétés des réduites, la valeur absolue des diffé-
rences HG' — GH/, MH' — M'H est égale 4 I'unité, de telle sorte qu’en
ayant égard & la corrélation des signes, nous aurons finalement

(6) ' 2NH' = (M + G).

Cette derniére relation prouve que 2 NH' est divisible par jt. Mais le
nombre H' est premier avec ., en vertu de la relation (r), parce que,
dans le cas contraire, H et H' auraient un facteur commun, ce qui est
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H :
1mposs1ble pulsque . est une redmte. Le nombre 2N est donc dm-r
- sible par p. . : ' , ,

Pour démontrer la deuxmme partle du theoreme, remplacons’
dans (5) N par sa valeur déduite de (1), nous aurons

(B2 p) (W' @) =(M+ G;) HI
ou R o
= p (W G’ H[(MH M'H) + (GH — HG') ],

ou, en ayant eGard a la con'elauon des signes,

(70 - eH= 6’-(M' G"-}'

Amsx 2H est le]SlbIe par ‘u.

7 Renzarque. — Lorsque, dans le developpement de vN en ﬁ*ac—,,r :
tion continue, aucun dénominateur des quonents complets ne pourra
étre égal 2 un diviseur de 2N, r équation x* — Ny* =—1 sera tou;ours

_possible en nombres entiers (n° 4). : _ -

1a remproque nest pas exacte, ou, en d’autres termes, la méme
équation pourra admettre des solutlons entiéres, méme dans le cas ou
certains dénominateurs des quotients complets seraient des -divi-

seurs de 2N. C'est ce qui arrive en particulier pour quaatlon, S

2% — gaby? =-—1 qui admet des solutions entiéres, malgré que le
nombre 25, divisear du déterminant, se trouve dans la période des
denommateurs des quotients complets. Mais la réciproque ‘sera évi-.
demment vraie, si aucun dénowminateur nepent étre simultanément un
diviseur des deux nombres 2N et 2H. Il était donc mdxspensable
- d’établir la deuxidéme partie du théoréme précédent, au. point de
Avue de la- recherche des conditions de posslblhté de. l’equatlon,

—Ny=—1. R '

8. THFOREME. — Lorsque le développement de \/N en fmctmn .
contmue ne présente pas de terme du milieu, auquel cas ’équation
— Ny?=—1 est soluble en entiers, le terme qui se répéte, au miliew
de la perzode des dénominateurs, est égal a la racine carree de lun
de.r carrés composants. du nombre N, o
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Considérons les deux périodes provenant du déveioppement de \/ﬁ :

Quotients incomplets. . . a,[b,¢,-.. sk 10 hy...,c, b,2a],

Dénominateurs. . . . . . [1,8,7,0cvs8ps P38 00s s 6],1...

et représentons par © le Aquotient complet

u—=r-+ .
T h—+.,
°3
ce quotiernt sera de la forme
N -+
"y \/_p Pk
d’onr
1\ _ YN—(pr—p)
¢ P
et .

o tfE +pr—p),
N—(pr—0pJ

par snite, comme par hypothése le dénominateur de v est égal a p,

nous aurons
N=(pr—p) +p¢"

Le carré du dénominateur p, qui se reproduit deux fois consécu-
tives au milieu de la période, est donc 'un des carrés composants du

nombre N.

9. Remarque. — 1l est facile de voir que, dans la période des déno-

minateurs du développement de YN, deunx termes consécutifs ne peu-
vent étre simultanément pairs. Donc, dans le.cas du théoréme précé-
dent, le carré composant de N, dont la racine se reproduit deux fois
consécutives dans la période des dénominateurs, est toujours impair.

40. Dans le cas du méme- théoréme, on démontrerait facilement

. H R PR x .
qu’en représentant par ; et 4 les réduites consécutives, qui corres-

pondent aux quotients incomplets hy r de la premiére période, les nom-
31

Tome X (2® série), — Juirer 1865.
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bres Jy=H?+R"?, et r=HH + RR’ constrtueralent la plus petlte
solution entiére de I'équation 2® — N —I.

11. Trtoriue. — Si N est de la forme 87 41, les dénominateurs

pairs des quotients complets, qilon obtient en leduzsalzt VN en fraction
contmue, sont forcément des multiples de 8. '

H
Soit 2p un dénominateur pair et > la réduite precedente, nous

aurons (n° 3) 7
H® — NH = + ap.

H et H' sont ici impairs; H? et H'® sont donc I'un et I'autre de la -
forme 87 + 1, & laquelle le déterminant N se rattache d’apreés I’énoncé.
Mais alors la différence 2p entre H* et NH'® est nécessairement un
multiple de 8, ce qui démontre la proposition. :

12. Tatorkme. — SiN est de la forme Sn + 5, les dénominateurs
pairs des quotients complets, provenant du développement de \/ N en
fraction continue, sont forcement des multiples de 4 '

En conservant les notations du theoreme precedent, nous aurons
H? — NH” = = ap,

et comme H? et H'? sont nécessairement de la forme 8n + 1, la diffé-
rence H* — (8n - 5)H™ est tOllJOllI‘S de la forme 8n+4, ce qm
démontre le théoréme. :

. 13. Remarque. — 1l resulte des deux theoremes précédents que les
deux équations

"oNyf==e, 2'—Nyt=ta(2a)
sont impossibles en valeurs entiéres de x et de 7 pour tout détermi-
nant N de la forme 47 4 1.

14. Tatortme, — SI N est de la forme 8n + 2, les dénominateurs

pairs des quotzents complets, gi'on obtient en réduisant VN en Jraction
‘continue, ne peuvent contenir qu'nne fois le facteur a.
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En représentant par 2p un dénominateur pair, nous aurons
H*> — NH? = = ap.

Dans cette relation H est pair et H' impair; par suite H* est de 'une
des formes 87 ou 87 + 4, tandis que NH'2 est de la forme 82 -+ 2.
La différence H* — NH'2 ne peut donc contenir qu’une fois le facteur 2,
ce qui démontre le théoréme.

On arriverait 4 la méme conclusion dans le cas ott N serait de la
forme 8n + 6. ‘

15. Trtorime. — Si N est de la forme 8n + 2, les dénominateurs

impairs des quotients complets, qi’on obtient en réduisant yN en Jrac-
tion continue, ne sont jamais de l'une des deuzx formes 8n—+3, 8n-+5.

2p -+ 1 désignant un dénominateur impair, nous aurons
H* —NH? == (2p +1).
Ici H est impair, tandis que H’ peut étre pair ou impair; par suite,

8n,

H=8n4+1 et NH®=
8n + 2.

. :
La différence H* — NH'? sera toujours de 'une des deux formes

8n + 1, ou 87 -+ 7, ce qui démontre la proposition.

16. Tororitme. — Si N est de la forme 5n, les dénominateurs des

quotients complets, provenant de la réduction de N en fraction conti-
nue, ne sont jamais de l'une des deux formes 5n+ 2, 5n + 3.

En désignant par < I'un de ces dénominateurs, nous aurons
H? — NH? = = d.

Il est facile de voir que, par rapport au module 5, H* ne pourra
étre que de I’une des trois formes suivantes :

5n, Sn-+1, Sn+4,
31..
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et comme, par hypothese NH’? est de la forme 57, la différence

*— NH'? ne sera jamais de l’une des formes 5 n-+2,5n-+3 mdlquees
01—dessus. ; '

17. Remarque. — Sans multiplier davantage ces théorémes, qui se
rattachent & la théorie des résidus quadrathues, nous nous borne—
- rons & enoncer le suivant : -

Si N est de la jbrme 3n+ 2, aucun denommateur des quotlents

- complets, provenant de la reductzon de \/N en _fraction continue,ne sera
divisible par 3. :

18. THFOREME. — Lorsque N——a"b6 c”‘.'. contient (Ies facteurs
premiers a, b, ¢, élevés & des puissances supérieures & la premiére, le
terme du. miliew, dans la période des dénominateurs provenant de la

réduction de N en fraction continue, ne peut pas contenir un facteur

«

premier a, affecté d’une puzssance znféneure & l’zndwe de ce méme

facteur dans N.

Admettons, conformement a lhypothese de lenonce, qu 11 existe.
un terme du milieu dans la période des dénominateurs, et representons
parp=a"" "p ce terme, que nous supposerons d’abord i 1mpa1r, nous
aurons (n° {)) : ~

(}) , ;L “b%"f JHR = 05T,

On sait (n° 6) que le terme du milien g est un d1v1seur des nombres «

N et 2H nous aurons done la re]ahon H= P h. Subshtuons
cette valeur dans (1), il viendra

At T PR — a*bc?. . H? = = a*“""p,
ou : ' , S ‘
a* " ph? — a”KH"' = j:

relation impossible, si 7 n’est pas nul, puisque le deuxiéme membre
“est. egal 4 l'unité, tandis que, -d’aprés les conditions de I'énoncé, les
~ termes du premier membre contiendraient tous les -deux le facteur a.
On verrait d’une maniére analogue que l’egahte (I ) est unpossxble en

>
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valeurs entiéres, lorsque a“ "p est pair. Le théoréme est donc
démontré.

19. Taforime. — Si Péquation x* — a"b’c’...y*=—1, dans
laquelle a, b, c,..., désignent des facteurs premiers 4n -+ 1, admet des
solutions entiéres, il en sera de méme de I’équation

2% — au+26607_._].2 —_ 1,
qui se déduit de la premiére par Uaddition de deux unités & 'exposant
de U'un des facteurs premiers du déterminant.

Posons a*b®c?...=N, et considérons la plus petite solution
entiére & = p, y = ¢ de 'équation

([) : ' x2 — Nyz =— ; ;
on sait que dans 'égalité
(p+qvN)* =P, + QN

les nombres entiers £ = P,, = Q, représentent toujours une solu-
tion de I’équation (1). Cela étant, considérons la solution de la méme
équation déduite de 'exposant impair et premier 47 + 1 =a. Dans la
relation '

(2) (p +gyN)*=P + QyN,
nous aurons
Q=gap*'q+ ala—yla—2) —1.12)%—2) PPN -+ N “: ',

Or, comme a est premier, tous les coefficients de cette expression
de Q, 4 Vexception de celui du dernier terme, sont divisibles par a.

Ainsi, puisque N contient &, la solution entiére de I'équation (1), dé-
duite de la relation (2), pourra se metire sous la forme '

x=P, y=Q=aQ,.
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- Substituant dans (1), nous aurons
P —N(Qua)=—1,

égalité qui prouve que I'équation x* — a”T2b%7 ... y¥ = — 1 admet
des solutions entiéres, S : ' ,
On comprend facilement que le raisonnement précédent est admis—
sible dans le cas ot le déterminant N est pair. Il suffira, pour que le
théoréme soit encore vrai dans ce cas, que le facteur premier de N,
dont on augmente I'exposant de 2 unités, soit impair. :

2

20. Conotrarme. — Si Uéquation x* — pa"’bec". Cyi=—1 ad-
met des solutions entiéres, il en sera de méme de [ équation
R 7 ;o wt V o \
2t _Pau+2alb6+26 ey '.},2 — 1,
qui dérive de la premiére par Uaddition d’un nombre pair quelconque
aux exposants des facteurs premiers zmpazrs quz entrent darns le déter-
minant.

Ainsi, comme I’équation x* — A y* = — 1 admet toujours des sola-
tions entiéres lorsque A désigne un nombre premier 47 -1, il en sera
A - . 2 . o
de méme de I'équation x* — A "_'“j'z =—1.

91. Remproquement lorsqu on aura 4 rechercher si une équation
telle que o S -

(1) : Tt — g bzGV—H L o[pArrpzape 2 .

est soluble en entiers, il est évident, d’aprés le théoréme qui préceéde,
qu'en ramenant 4 la premiére puissance les exposants impairs des fac-
teurs a, b, ..., [, et a la deuxiéme puissance les exposants pairs des
facteurs A, B,...,L, il faudra, et il suffira, pour que cette équation (1)
" soit soluble en entiers, qu’il en soit de méme de I'équation

(2) ot —ab. JARRE IRt =

De plus, on constate de suite que la possibilité de I'équation (2) i
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entraine celle de I'équation suivante :
(3) xt—ab... ly*=—1.

Mais la possibilité de cette derniére équation en valeurs entiéres
de x et de y ne suffit pas pour qu’on puisse en conclure celle de I'équa-
tion (2). Ainsi, par exemple, 'équation 2 — 2.13y* = — 1 admet des
valeurs entiéres de x et de y, tandis queI'équation &*— 2.13.5%2=
ne peut pas étre satisfaite par des valeurs de méme nature. Dans cette der-
niére équation, en effet, le déterminant N=12.13.52=650 =252+ 25,
ou N = a* 4 d (d étant un diviseur autre que 'unité du double 2 z de
la partie entiére de la racine carrée de N). Or, dans ce cas, le déve~
loppement du nombre littéral ya® + d en fraction continue est tou-
jours possible, et la période des dénominateurs a un terme du milieu
égal & d, ce qui prouve (n°® 4) que I'équation x* —(@+djy'=—1
est toujours impossible en valeurs entiéres de x et de y, dans le cas
ou d satisfaitaux conditions précitées. Dans la méme hypothése, la plus
petite solution en valeurs entiéres de 'équation x? — (a*~-d) y* =1

. 2a? 2a . . A " ,
serait o = —- + 1, y = — Le signe de d pourrait méme étre changé,

ou, en d’autres termes, si a surpasse d’une unité la racine carrée dua
plus grand carré contenu dans N, et si d est un diviseur de 2@ autre

que l'unité, la plus petite solution en valeurs entiéres de I'équation
2a® 2a

2 —(a*—d)y* =1serax=— —1, y=.

Toutefois, il existe des cas nombreux pour lesquels la possibilité de
I’équation (3) entraine celle des équations (2) et (1); ces cas sont com-
pris dans la proposition suivante.

22. Trforime. — Si l'dguation x* —ab...ly* = —1 admet des
valeurs entiéres, et si A, B,...,L représentent des nombres preimiers
4nr -1 non compris dans les diviseurs linéaires de t* — ab.. Au?,
Déquation x* — ab... IA’B...L?y® = — 1 sera aussi soluble en nom-
bres entiers.

Considérons d’abord I'équation x* — ab...lA®y? = —1; nous
allons établir le théoréeme en démontrant que, si-A satisfait aux condi-

tions de I’énoncé, le développement de yab ... /A% en fraction con-
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tinue ne peut pas ‘présenter de terme du milien dans la pemode des
dénominateurs. Nous représenterons par la leitre p le- -dénominateur

du milieu de la période, et nous rappellerons que, lorsque ce terme p.

se reneontre dans le developpement de \/N il est toujours un dunseur

des nombres 2N et 2 H. : : S
Cela posé, les diviseurs de 2ab... [ étant déterminés et inscrits les uns

4 la suite des autres, en multipliant successivement ces diviseurs par 1,

~ ce quiles reproduira, ensuite par A et enfin par A%, on obtiendra tous -

les diviseurs de 2ab ... [A*. Ainsi, en représentant par ¢ un diviseur
quelconque de 2ab. . ., les diviseurs de aab... ZA2 se rattacheront
a Pun des trois types suivants :-

_,o:; acA UA"‘*

Or, il est facile de voir qu’aucun nombre de ces types ne pourra étre

~ égal & la valeur de y dans le developpement de yab...[A? en frac~

~ tion continue. , .

Si, dans ce developpement, on pouvalt avoir =, 11 resulterau de
egallte -
B -—rabs SlAHR) = @

" que le méme nombre « serait également admissible pour p. dans le
deve]oppement de yab.. ./, ce qui est contraire aux COl]dl[lOI]S de
énoncé, puisque, par hypothése, l’équatlon x® = ab . o lyt=—
* admet des solutions entiéres.

La valeur p. = acA ne peut pas étre admlse & apres ce quia 16 dé-

montré (n° 18). :
Enfin, si p = aA_” était admissible, nous aurions I'égalité

H? —ab...[AH? = =+ qA?,
et, comme H = 2 A? k, cette égalité peut se mettre sous la forme
8 P met
(aAIz) ab. .. lH"“ = =+ g,

relation qui prouve que, dans I’ hypothese ou 1 on sest place, p=a
serait admissible dans le développement de yab.. . . [ en fraction con-
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tinue, ce qui est impossible, ainsi qu'on I’a va dans le cas précédent.
1l est donc également impossible qu’on puisse avoir g = «A* dans le
développement de yab ... [A® - :

Il reste toutefois & prouver cette derniére impossibilité, dans le cas
ou « serait égal & 1, c’est-2-dire pour p. = A*. Nous aurions, dans celte
hypotheése,

H? —ab...[A’H? = = A%,

Tci H= A2 h, et, par suite,
AR —ab... [H?=*1,

A serait donc un diviseur de ¢2 == ab. . . lu?, ce qui est contraire aux
conditions de I’énoncé. Le théoréme est donc démontré dans le cas de

Péquation x* — ab...lA? y? = —1.
En considérant l’equatlon x?—ab...lA B* y*=—1,le theoreme
*établirait de la méme maniére; car I’équation x* — ab... [A® y*=—1

admet des solutions entiéres, et, de plus, B n’est pas compris dans les
diviseurs linéaires de 2 — abl... A* u®. La proposition s’étend donc
4 un nombre quelconque de facteurs A, B, . . ., L, remplissant les con-
ditions de I’énoncé.

CoRorLAIRE. — -Si I'équation x* — ab... ly* = — 1 admet des solu-
tions entiéres, et si les facteurs premiers A, B, ..., L, de la forme fn +1,
ne sont pas compris dans les diviseurs de t* — ab . ..lw*, Uéquation
22— a2a+x 626+l Zzl+l A2 B26
des solutions entiéres (n° 19).

L2y = — 1 admetira aussi

25. Taxorime. — Si A, B, G,..., Lreprésentent des nombres premiers
de la forme 8n + 5, les équations
x?—2A 9’ =—1,
x* — 2AB y* = —1,
x?— 2 A2B2C2. . L2 i =—

sont toujours possibles en nombres entiers.

Tome X (2° série). — JuiLLer 1865, - 32
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Nous démontrerons ce théoréme en suivant la methode du numero
précédent. - - ,

1° 2% — 2 A y* = — 1. Les diviseurs du double du déterminant N
inférieurs 4 2 VN sont 2 et 4. Or, comme 2 A estde la forme 8n—+ 2,
g = 4 estinadmissible dans la période des dénominateurs (n° 14).

1l en est de méme de p. = 2; car, dans cette hypothése, nous

aurions 7
02 — 2AH? = =% o,

relation impossible, parce que A, qui est de la forme 8n + 5, serait
diviseur linéaire de £* == 24?, ce qui n’a jamais lieu. Donc le dévelop-

pement de V2A en fraction continue ne peut pas avoir de terme du

milieu de la période, et, par suite (n° 4), I'équation x*—2 A _}' =—1
admet toujours des solutions entiéres.
2° x* — 2AB y* = — 1. Les douze diviseurs de 4AB- sont :

I,2,4,A 24, !;AB:aB [;BAB 2AB, 4AB

Rejetant I um’ce, le facteur 2 d apres ce qu'on a d1t au cas precedent

les multiples de 4 (n° 15), et les nombres supérieurs & 2 yV2AB, les
seu]es valeurs, que pourrait prendre p., parmi ces diviseurs, sont

(A, 2B), (B, 24);

= A et p.= B sont inadmissibles (n°45), il ne reste donc & consi-
dérer que les diviseurs conjugués de ces deux derniers 2A et 2B. Or,
en général, si un diviseur B n’est pas admissible pour p, il en ést de
méme de son diviseur comjugué 2A. C'est ce que nous allons recon-
naitre dans ce cas partlcuher Supposons, en effet, qu on puisse avoir
p.= 24, il en résulterait : :

H* — 2ABH”? = = 24,

ou bien, en vertu de la relation H = 2A#R,
oA R =BH? =1.

Dans cette relation H' est impair, puisque H et H' sont les termes d’une
pair, puisq : ,
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méme réduite, par suite BH est de la forme 87 -- 5 et BH” =1 de
P'une des deux formes 87 -+ 4, 87 4+ 6. D’un autre coté, le premier
membre 2A %2 de la méme relation ne peut étre que de I'une des deux
formes 872, 87 - 2. Cette derniére relation est donc impossible en va-
leurs entiéres de % et de I, et, par suite, s = 2 A est inadmissible.

1l en serait de méme de p. = 2B, ce qui démontre le théoréme pour
le second cas x? — 2ABy? = —1.

30 22 —2A2B2C2...L2y>=—1.On sait que I'équation &* —2y°=—1
admet toujours des solutions entiéres; on sait de plus que les nombres
A, B,..., L, supposés premiers de la forme 87 + 5, ne sont jamais
compris dans les diviseurs linéaires de 22 — 22°. Ce troisiéme cas est
donc démontré, puisqu’il rentre dans le théoréme établi (n° 22).

94. Tl résulte immédiatement des théorémes démontrés (n° 20 et 23)
que, si A, B, C, ..., L représentent des nombres premiers 8n+ 5,
les équations. '

x? — 2A" yP=—1,

- .Z’2 . 2A2z—l—! B26+1 ]_2 =1,

X — aA>* B CY .. .L“y‘-’:——- I
admettent toujours des solutions entiéres.

25. Remarque: — On voit, d’apres le théoreme précécient, que si
deux facteurs premiers A et B de la forme 87 + 5 sont combinés avec
le facteur 2, I'équation ® — 2A™B" y* = —1 est toujours possible
en nombres entiers, lorsque les exposants m et 7 sont de méme parité.
Mais, si les exposants de A et de B sont de parité différente, I'équation
correspondante peut ne pas étre soluble en valeurs entiéres de x et
de y. On en voit un exemple dans I'équation x®> — 2.5 . 13°y*=—1,
qui n’est jamais vérifiée par des valeurs entiéres.

Toutefois, il résulte du théoréme (n°20) que si les nombres premiers A
et B de la forme 872 -+ 5 sont tels, que B ne soit pas compris dans les
diviseurs linéaires de £ — 2A 4?2, 'équation 2? — 2A**™" Byt =1
admettra toujours des solutions entiéres. ‘ :

Cette derniére proposition peut d’ailleurs (n% 20 et 22) étre généra-

lisée de la maniére suivante :
3a..
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TrforiME. — Si B, C,..., L représentent des nombres premiers
8n 45, et a, b,..., L des nombres premiers 8n 1, qui né soient com-
pris ni_les uns ni les autres dans les diviseurs lindaires du nombre

quadratique ©* — 2Aw?, dans lequel A replesente aussi un facteur
pr'emzer 8n -+ 5; Déquation- R

x* — 2 AP R, [P gmpm | P yre
admet toujours des solutions entiéres.

26. Tmforime. — Si A, B, C de'sfgnent des nombres premiers de
la forme 8n + 5, et si B et C ne sont pas compris dans les dwzseursr
lmeazres de 82 — 2Au?, les équations '

—2ABCJ’ =1,
2A2BCy =1

- sont toujours posszbles en nombtes entzers.,

1° £* — 2ABC y* = — 1. Les diviseurs de 4ABC sont au nombre
~de 24; en excluant : 1° le facteur 2, 2° ceux qui sont des multiples
de 4 (n°14), 3° ceux quisontdela forme 87 + 5(n°15) et les fac-
teurs conjugués de ces derniers, tels que 2AB, 2AC, 2BC, 4° ceux
qui sont plus grands que 2 y2ABC; et en ne considérant qu’une fois
ceux qui sont symétriques, tels que 2B et 2C, AB et AC, ces 24 divi-
seurs se réduisent aux quatre suivants :

(2A BC), (2B AC),

et ces divisenrs peuvent s’assembler deux deux en groupes de facteurs '
conjugués dont le produit est égal 4 2ABC. . . -

Pour élablir le théoréme, il suffira donc de démontrer que le nomhre
que nous avons deSIgne par ., ne peut étre egal a aucun de ces quatre :
diviseurs. o . : '

Dans I'une des hypotheses p= 24, = BC nous aurions, aprés la
réduction connue consistant en ce que P est toujoura un diviseur
de 2H, la relation ~ '

(n =24, BC), '2A7z2 ~BCH"? == 1.
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Or, cette relation est impossible en valeurs entiéres de & et de H/,
puisque, d’aprés I’énoncé, B et C ne sont pas compris dans les divi-
seurs linéaires de #* == 2Az®. L’hypothése ;= 2A ou p.= BC est
donc inadmissible.

Supposons en deuxiéme lieu qu’on puisse avoir p. = 2B ou p.= AG,
il en résulterait, aprés la réduction connue, la relation

(1= 2B, AC), 2BA? — ACH? == 1.

Si, dans cette relation, % et H' admettaient des valeurs entiéres, A se-
rait un diviseur de ¢* &= 2Buz?. Or, comme les nombres premiers A
et B sont de la forme 87 -+ 5, il est facile de prouver que si B ne
divise pas la formule t* 4 2Au®, réciproguement A ne divisera pas la
Jformule * + 2Bu.

J

En conservant la notation de Legendre (ll> pour exprimer le reste

C
C—1
2

de la division du nombre N

par le facteur premier C, reste qui,

d’aprés le théoréme de Fermat, est toujours égal 4 +- 1 ou & — 1, nous
aurons en effet, puisque, d’aprés 'énoncé, B ne divise pas £* -+ 2 Au?,

I'égalité
2A

mais comme B est de la forme 87 + 5, on sait que (%) = —1; par
. A\ . d’anres 1a loi d . g B
suite g)=1" Donc, apres la lo1 de reciprocite, i) =5 et
2 2B PSR T
comme | 7 ) =—1, nous aurons enfin 'T) =— 1, égalité qui prouve

que A n’est pas compris dans les diviseurs linéaires de ¢* + 2Bu?.

1l n’est pas nécessaire de rappeler d’ailleurs que tout nombre pre-
mier 47 -+ I, qui ne divise pas la formule #* + a*, ne divise pas non
plus la formule £2 — au®. L’hypothése (g = 2B, AC) est donc inad-
missible et le premier cas du théoréme est démontré.

2° 2% — 2A? BC y* = — 1. D’aprés I'énoncé du théoréme les nom-
bres premiers B et C de la forme 87 + 5 ne sont pas diviseurs de
t? + 2 Au?; il est facile de prouver par suite que réciproquement A
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n’est pas diviseur de #* -~ 2BGw®. Puisque B et C ne divisent pas
2>~ 2 Au?, nous avons, en effet,

(&)= ()=

mais comme (=) = (= )=—1, il en résulte | A\ (2 =1 d’bﬁ én
B/ \¢/7 7 : B/ \¢/ 7 ?
vertu de la loi de réciprocité, (%) =1, et finalement (2Aic> =—1,

égalité qui prouve que A n’est pas diviseur de 7%+ 2BCz?.

Cela posé, on sait (n°® 23) que I'équation x* — 2BCy* = —1 admet
toujours des solutions entiéres. Donc (n° 22) il en sera de méme de
I'équation x* —2BCA®y*=—1. : :

27. Des théorémes, qui viennent d'étre démontrés, on déduit comme
conséquence la proposition suivante : -

Trtortme. — Si A, B, C,..., L représentent des nombres premiers
8n+5, et siB, C,..., L ne sont pas compris dans les diviseurs linéaires
de i* — 2Au?, les équations

2t 2A“B26+‘ C’)."/—l—lfg_____l,’

a2 _QA_o:Bzﬁc‘z/ 2).7_ ——
sont toujours solubles en nombres entiers.

28. En donnant 4 A diverses valeurs particuliéres, on peut déduire
du théoréme précédent une série de corollaires.

Corollaire I. — 8i B, C,..., L désignent des nombres premiers de
Lune des formes hox -+ 21, fox + 29, les équations
xz — 2‘5z B2€+I 027+tjr2 =.——I,

2% — o b*B2E %7, | S

admettent toujours des solutions entiéres.

~ Corollaire IT. — Si B, Cyonry L de'.sv enent des nombres premzers de
U une desformes 104X + 29, 1042 4 53 104x+ 61, 1042+ Gy,
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104x -+ 77, 1042 4101, les équations

x% — o, 13% B8+ C7 iyt g,

2 — 2,137 B¥CY . LM yr=—1
sont toujours solubles en nombres entiers.

29. Remarque. — D’aprés le théoréme (n° 26), I'équation
x* — 2ABCy?=—1, dans laquelle A, B, C représentent des nombres
premiers 87 + 5, admet des solutions entiéres, si les deux conditions

A A s pos .
(E) =1, (E) =1 sont satisfaites. Or, les facteurs premiers A, B, C

du déterminant peuvent étre permutés dans ces égalités symboliques;
nous pouvons donc généraliser la premiére partie du théoréme n° 26
de la maniére suivante :

Léguation x* — 2ABCy® =—1 admet toujours des solutions en-

.y . - rd A'- A- B g 1
tiéres, lorsque deux des trois quantités (§> ’ (E) s (C) sont égales &t +-1.

En examinant les huit combinaisons de signe que peuvent présenter

] . .y A A B le d . , R
es trois quantités {7 )> (5)7 (G )7 le dernier énoncé prouve que,
pour quatre d’entre elles, 'équation considérée admet toujours des
solutions entiéres. Mais la méthode ne permet aucune affirmation

- . .. (A\ (B
pour les quatre- combinaisons restantes. Si deux quantltes (E) 9 (—C-)

sont égales & — 1, nous aurions en effet la relation
(m=2C, AB) 2C/h* — ABH? = *1
qui peut admettre des valeurs entiéres pour A et H'.
La deuxiéme partie du méme théoréme peut s’énoncer ainsi qu’iyl
suift @ -

L' éguation x* — 2BCA* y* = — 1 admet toujours des solutions en-

tiéres, lorsque (—i) = (’2) ==+71 (n* 22 et 23).

On voit, d’apres ces deux énoncés, que si, (E) étant égald — 1, on

I

considére une équation toujours possible en nombres entiers, dont le
déterminant 2BC soit égal au produit du facteur 2 par deux facteurs
premiers 87+ 5, et que si on introduit dans ce déterminant un facteur
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: premler A de’la méme forme, la probabilité de la possxblhte en valeurs
entxeres ne sera pas la méme pour les deux equatmns smvantes s

2% — 2BCA y* =—1,
a*—2BCA® y*=—1.
Pour qu on puisse affirmer que la premlere equatlon admet forcé-
B
ment des valeurs entiéres, il faut en effet les deux condltmns (K) =1,
C
(K) =1, tandis que la seconde sera touJours soluble en entiers non-

: ek s B\ _ _ [C)\_ o
seulement dans le cas qui précéde (—| =1, () =1, mais encore

A AJ
dans le cas suivant ({-)g:-— i, (—Z—) =—1. P}ourrﬁxer les idées, con-
sidérons les deux equatxons - - o ‘
(r) o - x*—a.5.13. 373’2 =1,
(=) ' 7 x*—2.5.13.372y =—1

dans lesquelles (%) ==—1, IOUS avons <3—57) =—1, (;—3) =—1.Par_
suite, 'équation (2) admet toujours des solutions entiéres, tandls que
‘nous ne pouvons rien affirmer pour Ié équation (1). On reconnaitrait
d'ailleurs, par une autre voie, que ceite €quation (I) est 1mp0551b1e en

valeurs entleres de x et de 7.

50. Avant d’examiner le cas dans lequel les facteurs premlers 8n+ 5
et 8n+1 sont mélés dans leur combinaison avec le nombre 2, recher-
chons d’une maniére générale les conditions de possibilité en nombres
entiers d’une équation x*—2AB...RLy*=—1,qui contient un nombre
quelconque de facteurs premiers 872+ 5 dans son déterminant.

A cet effet, considérons encore un cas particulier, et déterminons
analytiquement les conditions de posszbzlzte en nombres entiers de

r equatzon
2% — 2ABCDJ’_2 __—;—I

dans laquelle A B G, D rep) ésentent de.s nombres premzers de. la Jorme.
8n+5. ,
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Nous déterminerons ces conditions en écrivant que, dans la période
des dénominateurs des quotients complets provenant du développe-
ment de 2ABCD en fraction continue, il ne peut pas y avoir de
terme du milieu, terme que nous avons désigné jusqu’ici par la lettre p.

Or, en inscrivant les quarante-huit diviseurs de 4 ABCD, on constate
que, pour trente-six de ces diviseurs, les relations analogues a la

suivante :
H* — 2ABCDH? =%y,

dans lesquelles p1 doit non-seulement diviser 4ABCD, mais encore 2H,
sont naturellement impossibles en valeurs entiéres de H et de H'. Tous
les diviseurs impairs de 2N, qui contiendraient un nombre impair
de facteurs premiers A, B, C, D, seraient de la forme 87+ 5,etseraient
ainsi inadmissibles pour g (n° 48); le diviseur impair ABCD est supé-
rieur & 2 /N, et doit étre rejeté. Il ne réstera donc A considérer que
les six diviseurs impairs AB, AC, etc., provenant de la combinaison
deux a deux des facteurs A, B, G, D, ainsi que les facteurs conjugués
de ces diviseurs impairs, en tout douze diviseurs, qui pourraient cor-
respondre 4 la valeur de p, savoir :

(AB, 2CD), (AC, 2BD), (BC, 2AD), (AD, 2BC), (CD, 2AB), (BD, 2AC).

Par suite, les conditions de possibilité de I'équation considérée en
nombres entiers s’obtiendront en écrivant qu'aucune des six relations
suivantes ne peut admettre de solutions eatiéres, :

/ (. =AB, 2CD) ABA* — 2CDH? ==+,
(w=AG, 2BD) ACh*— 2BDH”? = =1,
, (=BG, 2AD)  BCA® — 2 ADH? = =1,
() (n=AD,2BC)  ADA* —2BCH”?
‘ (n=CD, 2AB)  CD/? —2ABH"
(.= BD, 2AC) BDA* — 2ACH”? = =1,

1l

+1,

*1,

1l est facile de reconnaitre que ces relations ne peuvent étre vérifiées
par aucune valeur entiére de % ou de H', si 'on a les cinq égalités
symboliques suivantes :

5 B @ G- B B

Tome X (2¢ série). — Aopr 1865, 33
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Car, en examinant la premiére desrelations (a),;nous‘a'urons,' en com-
binant la premiére et la troisiéme des égalités () avecI'égalité connue
(%) =~—1, I'égalité nouvelle (2—:22) =—1, qui prouve que A n’est
' paécompris dans les diviseurs linéaires-de 2 2= 2CD#?, ou, en d’autres
termes, que la relation considérée n’admet pa's de valeurs entiéres pour
% et H'. On prouverait d’'une maniére analogue que I'existence des
cinq égalités symboliques (§) entraine I'impossibilité en valeurs en—
tieres de /& et de H' pour les autres relations (a). '

Ainsi, en traduisant en langage ordinaire les conditions representees
par les égalités symboliques (), nous aurons les conditions de possi- -
hilité en nombres entiers de I'équation considérée, dont le détermi-
nant est 2ABCD. Remarquons & cet effet que la premiére et la
deuxiéme des égalités (€) expriment que A et B ne sont pas compris dans
les diviseurs linéaires de t*— 2Cu?, ou, en d’autres termes, qu'elles
expriment (n° 26) que l'équation x* —2ABCy*=—1 admet des
. solutions entiéres. Bemarquons de méme que. les troisiéme, qua-A
triéme et cinquiéme égalités () expriment que A, B et C ne sont pas.
compris dans les diviseurs de 2 — 2Du?. '

Nous arrivons ainsi & formuler la proposition saivante :

TrEOREME, — Si A, B, G, D représentent des nombres plemzers'
8n+5 1 équation '
% — 2ABCDf2 =—

admet toujours des solutions entiéres, lorsque Uéquation
Xt — 2ABCy*=~—1

est soluble en nombres entlers, et lorsque, de plus, les facteurs premiers
A, B, G, qui entrent dans le déterminant de cette derniére équation,
ne sont pas compris dans les diviseurs lindaires de t* — 2Du?.

La loi relative au cas de quatre facteurs premiers 8n+ 5, combmes
avec le nombre 2, est donc analogue 4 celle qui a été determmeé
pour le cas de trois facteurs. Hitons-nous d’ajouter cependant que
les égalités symboliques (€) ne comprennent pas tous les cas d'i 'impos-
sibilité en nombres entiers des relations (oc), ou, en d’autreq termes,
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que les conditions restrictives du dernier théoréme peuvent étre mo-
difiées. Mais, avant de développer cette considération, nous allons
démontrer que laloi, qui vient d’étre remarquée, est susceptible d’étre
généralisée. : o

34. Recherchons a cet effet les conditions de-possibilité en nombres
entiers de [’équation

(1) x* ~ 2AB...FKLy*=—1,

dans laquelle un nombre quelconque de facteurs premiers 8n + 5 est
-combiné avec 2 dans le déterminant.

Commencons par déterminer d’une maniére générale le nombre
des équations de condition analogues aux relations («) du numéro
précédent. Comme chaque diviseur impair de 2N aura son conjugué
dans les diviseurs pairs, lenombre de ces relations sera égal au nombre
des diviseurs impairs admissibles pour wp. Or (n° 15), les valeurs
impaires & assigner 4 p contiendront toujours un nombre pair de
facteurs premiers de N. Par suite, dans le cas ol le nombre m de fac-
teurs premiers 8z -+ 5, qui entrent dans le déterminant, est pair, on
pourra assigner a p les valeurs suivantes : .

1° Les diviseurs AB, AG, etc., provenant des combinaisons deux a

n

. - . . m\m-— :
deux des facteurs premiers du déterminant, ¢’est-a-dire (—2—— va-

leurs. i
2° Les diviseurs ABCD, ABCE, etc., provenant des combinaisons

N « qe — — —3
quatre & quatre des mémes facteurs, c’est-h-dire = (m—1)(m—2)(m )
1.2.3.4

valeurs.
3° Les diviseurs ABCDEF, ABCDEG, etc., provenant des combi-
m(m—1)...(m—35)
1.2...0

naisons six a six des facteurs de N, c’est-a-dire

valeurs.
Et ainsi de suite jusqu’aux combinaisons m — 2 & m — 2 des fac~
m(m—1)

teurs de N, c¢’est-a-dire valeurs.

Le nombre total de ces valeurs de p sera évidemment égal 3 la
: 33..
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somme des coefficients des termes de rang impair de la formule du .
bindme de Newton diminuée des coefficients du premier et du der-

nier terme, qui sont lun et Iautre égaux i I'unité. Or, on sait que,

dans cette formule du bindme, la somme des coefficients des termes

de rang impair est égale &4 2™~'. Ainsi, dans le cas dem pair, le

nombre des équations de condition analogues aux relations () sera

égal & 2™ —a. Pour m = 4, cette formule nous donne six relations,

ainsi que nous I'avons constaté dans le numéro précédent, Ponr

m = 2, la méme formule indique qu’il n’y a pas d’équations de con-

dition pour la possibilité en nombres entiers de I'équation

X —2ABy? = —1,

ou, en d’autres termes, elle confirme e théoréme consistant en ce que
cette équation admet toujours des solutions entiéres, lorsque A et B
sont des nombres premiers de la forme 8n + 5.

Si le nombre m de facteurs premiers qui entrent dans le- delerml-
pant est impair, le nombre des valeurs impaires & assigner & p. s’ob-
tiendra, comme ci-dessus, en additionnant le nombre des combinaisons
deux 2 deux, quatre 4 quatre, etc., jusqu’au nombre des combinai-
sons m —1 4 m —1 des facteurs premiers de N. Comme dans ce cas
le dernier terme de la formule du binéme est de rang pair, le nombre
total des valeurs impaires, qui pourront étre assignées a (1, sera égal a
la somme des coefficients des termes de rang impair de la formule
du bindme diminuée du coefficient du premier terme, c’est-a-dire de
I'unité. Pour m impair, les équations de condition seront donc an
nombre de 2™ ' —1. Pour m==1, il n’y a donc pas d’équation de
condition, et I'équation - ‘

2 — 2Ky = —1

admet toujours des solut1ons entiéres pour tout nombre A premier
8n + b.

Aprés cette d]gressmn revenons & la recherche des conditions de
possibilité de Péquation (1), et remarquons que les équations de con-
dition se raméneront aux types suivants :



PURES ET APPLIQUEES. 261

(p. = type AB) ABA? — 2CD...LH? = =1,
(n. = type ABCD) ABCD/* — 2E...LH? = =%,

() 1 et, enfin, pour m pair
‘ (n=type 2AB)  CD..LA* — 2ABH? = =1,

et, dans le cas de m impair

(= type 2A) CD...LL22 — 2AH? = = 1.

Toutes ces relations seront impossibles en valeurs entiéres de % et

. [A er s ) m(m—1x
de H’ si, ( §> restant arbitraire, nous avons les m [ — 1)
AN

~ 1 égalités
symboliques suivantes, que on obtient en combinant deux 4 deux les
facteurs premiers 8z + 5 qui entrent dans le déterminant, savoir:

()= ()=
N R OROE
O E=0=0-0)-

G-

11 est clair, en effet, que si, dans I’hiypothése ol nous venons de nous
placer, nous considérons un type quelconque des relations (y), le
2CD...L

B
combinaisons AB, et que, par cela méme, les diverses égalités de ce
type seront impossibles en valeurs entiéres de % et de H'. La méme im-
possibilité s'établit facilement pour les relations (y) des autres types.

11 reste & établir nettement que, dans le cas particulier ot 'on s’est

type AB par exemple, nous aurons ( ) = — 1 pour toutes les

m{m—ri)

2

, (A S PR T
placé, (E) peut rester arbitraire, et que les - 1 égalités (d)

concourent toutes i 'impossibilité des relations (y). Ea premier lien
P 7 p s
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A n’entrera jamais seul (n° 15) dans un coefficient impair de A* de ces

relations; dés lors, en examinant I'une quelconque d’entre elles

(2) ARE—apHr g

et en considérant un facteur premier 'quelcohqﬁe n, de n, il est évi--

dent qu’en vertu des relations (¢) nous arriverons toujours & établir

I'égalité (2—P> =—1, qui assure I'impossibilité de cette relation (2}
7

en valeurs entiéres de % et de H', sans que nous soyons obhges d’avoir

A
eg'u'd au signe de (B) Nous arriverions 3 une conséquence analogue
pour les relations dans lesquelles A entrerait dans un coefﬁment pau*

Le signe de (A) peut donc rester arbltralre 7

En deuxiéme lieu, en admettant que (g) rsoit Varbrit:ra'ire, c?ést-éfdire' :
égald +1 ou d —1, il est facile de voir que Tune quelcoﬁqué de's,
égalités (9), telle que (g) =1, 'concou'lfi: & Pimpossibilité des rela-
tions (7). Il résulte en effet de ce qui préc;éde ql;é le diviseur AE du

déterminant sera P'une des valeurs susceptibles d’etre assignées & [
les relations () comprendront donc la suivante '

AE/z2 — 2BCD..KLH? —+ 1.'

Or, llmposmblhte de cette relatmn en valeurs entiéres de % et de H

’ 2BCD...KL
se prouve par I'égalité —

) =—T1, & Fetabhssement dev Ta-
C 1z oo p ) s Yys_x b ' -
quelle concourt I'égalité considérée (fi) =1,
Ainsi, eu résumé, sans affirmer que l’équatibn
x° — 2ABCD.. FKLy?* = —1
ne soit possible en nombres entiers que dans le cas on les égalités (d‘) :
- . - - . - —1I
sont remplles, il est certain que si ces m<—m?——) 1 égalités sont satls-

 faites, lequatlon considérée admettra des soluuons entiéres,



PURES ET APPLIQUEES. 263

Pour formuler une loi de possibilité, il suffira de traduire en lan-
gage ordinaire les égalités (¢). Or, les deux premieres expriment que
A et B ne sont pas compris dans les diviseurs de #* —2Cu?, les trois
suivantes signifient que A, B et C ne sont pas compris dans les divi-
seurs linéaires de £ — 2D#?, et ainsi de suite, suivant une loi évi-
dente jusqu’aux égalités de la derniére ligne qui expriment que les
m — 1 facteurs premiers A, B, C,..., F, K ne sont pas compris dans
les diviseurs linéaires de #*> — 2L.?. Nous arrivons ainsi a la proposi-
tion suivante :

TeEOREME. — L’équation x* — 2 ABC..FKLy* = — 1, dans laquelle
A, B, C,..., L représentent des nombres premiers 8n-5,admet toujours
des solutions entiéres, lorsque U'équation x* — 2 ABC...FKy* =—1 a
des solutions de méme nature, et lorsque de plus les facteurs A, B,
C,..., K, qui entrent dans le déterminant de cette derniére équation,
ne sont pas compris dans les diviseurs linéaires de t* — aLu?.

32. Dans I’énoncé précédent, on a traduit en langage ordinaire les
conditions qui dérivent des égalités symboliques (d); par cela méme,
la condition relative & la possibilité en nombres entiers de I'équation
22— 2ABC...FK y*= — 1 doit étre entendue dans ce sens que I'équa-
tion x? — 2ABC...Fy* = — 1 admet 4 son tour des solutions entiéres,
et que de plus A, B, C,..., F ne sont pas compris dans les diviseurs
linéaires de £*— Ku#?, et ainsi de suite, en passant par une série d’é-
quations dans lesquelles le nombre des facteurs premiers du détermi-
nant diminue successivement d’une unité jusqu’a ce qu’on arrive 2
Péquation x* —2ABy*®= — 1, qui admet toujours des solutions en-

.\ - A .
tiéres aussi bien dans le cas de (—) =1 que dans le cas contraire

()= |

En donnant cette interprétation a I'énoncé du théoréme du n° 31,
il est évident que les équations qui auraient pour déterminant le fac-
teur 2 multiplié par une combinaison quelconque 7 & 7 des facteurs
premiers 87—+ 5, qui entrent dans le déterminant de Péquation pri-
mitive, seraient aussi toujours possibles en nombres entiers,
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Ainsi, pour fixer les 1dees, considérons quurmon ’

X% — 2’.29.61.5.109_}'* = —1;

nous pouvons afﬁrmer (n" 31) quelle’ ddmet des solutlons entlexeq,

m(m—x)
2

pulsque nous avons les —1=15 egaivtea symbohques sui-
vantes :

29\ = (80) =y (2N (&) (S,
5)7\8)7 7 109} \1og) — \rog/ =7 ..
et nous pouvons affirmer de plus que des nombres entiers peuvent,
également vérifier les équations qui auraient pour déterminant les
nombres qu'on obtiendrait en multipliant 2 par les combinaisons trois
a trois des facteurs premiers 871+5 qui entrent dans l’equatmu
pnmltlvez savoir:
2. 5.29. 61 = 17690,
2. 5.29.109 = 31610,
2. 5.61.109 = 664go0,
2.29.61.109 = 385642.

Dans I'équation dont le déterminant serait 17690, nous aurions-en-
2.8\ 2.5\ R T . Y
effet (—5) =—1, (F) = — 1, conditions qui suffisent (n° 26) pour
assurer la posmblhte de cette équation en valeurs entiéres. On recon-
naitrait de la méme maniére que les trois équations suivantes sont
dans le méme cas.

55. Nous avons dit ci-dessus, & la suite de I'énoncé du théo-
réme du n° 30, que tous les cas de possibilité de I'équation
2% — 2 ABCD y® = — 1 en nombres entiers n’étaient pas compﬁs dans
ce théoréme; pour légitimer cette assertion, supposons que les éga-
lités symboliques (€), inscrites au numeéro precue soient remplacees
par les égalités suivantes :

@ @=®=- '(%) -®=Q=-r -

En suivant la marche habituelle, on reconnaitra sans difficulté que
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si ces cinq conditions (§') sont remplies, les équations de condition (),
inscrites (n° 30), sont impossibles en valeurs entiéres de & et de H', ou,
en d’autres termes, que, dans cette hypothése, I'équation

x? — 2ABCDy* = —1

admet des solutions entiéres.
En traduisant en langage ordinaire les conditions ("), nous aurons
la proposition suivante :

Taforime. — L'éguation x* — 2ABCDy® = —1, dans laquelle A,
B, C, D représentent des nombres premiers 8n + 5, est toujours pos—
sible en nombres entiers, si A et B ne sont pas compris dans les diviseurs
de t* — Cu?, et si de plus A, B, G ne sont pas compris dans les diviseurs
de t* — D’

54. 1l est facile de constater que le théoréme précédent, dans le-
quel la loi relative aux conditions de possibilité apparait clairement,
peut étre étendu 4 un nombre pair quelconque de facteurs premiers
87 - 5 combinés avec 2. Dans cecas, en effet, les valeurs, qu'on
pourra assigner au nombre que nous avons désigné par g, contien-
dront toujours un nombre pair des facteurs premiers 87—+ 5, aussi
bien pour les valeurs impaires de p. que pour les valeurs conjuguées
de ces derniéres. Dés lors les équations de condition () du n° 31
seront impossibles en valeurs entiéres de / et de H’ non-seulement
dans le cas ou les égalités symboliques (d) seraient satisfaites, mais
encore dans le cas ott 'on changerait le signe du deuxieéme membre de

{m — 1)
2

7 Ty . . m
ces égalités, ce qui donnerait les

(&)= =—n
) =)= =

— 1 conditions ;

Tome X (2f série). — Acur ;865. 34
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NOHS aurons ainsi la p!‘OPOSlthD smvante -

THFZom"-'ME. - L’éqaation 2% — 2 ABCD...FKLy* =—1, dont le
déterminant contient un nombre pair de facteurs premiers A, , Byees
K, L, de la Jorme 8n + 5, -est tou]ours posszble en nombres entzers,
Zorsgue les conditions suivantes sont remplzes : '

1°Si A et B ne sont pas comprzs dans [es dwzseurs Zmeazres
de 12 — Cu“' :

2% Sz A, Bet G ne sont pas comprzs dans Zes dwzseurs lmeazres
de 12— Du“' ' —_— L

o--..o...-..i--.uo......,.,../.».‘r‘..c,"

(m — 2)° Si A, B, G,..., F, K ne sont pas comp/ is dans les dwzseur's g
lmeazres de £* — Lu . e , :

11 est facile de voir qu’il ne serait plus exact de dire, dans le cas du
“théoréme qui vient d"étre énoncé, que les equauons_, qui auraient pour
déterminant le nombre 2 multiplié par une combinaison quelconque

n 4 n des nombres premiers 87z + 5 qui entrent dans I'équation pri--

mitive, seraient toujours possibles en nombres entiers. Cette proposi-
tion ne serait vraie que dans le cas de n pair. Pour fixer les idées,
comsidérons I'équation . SR

x* ._'2'./5.‘1997.13,3712 = I,

nous aurons les cinq égalités symboliques

()= ()= (&) -()=E) -
13 13 ST \3g) T\ 38y ) T3y T
qui permettent d’affirmer que cette équation admet toujours des solu-
tions entiéres; si nous multiplions ensuite le facteur 2 successivement
par les quatre combinaisons trois 4 trois des facteurs premlers 8n +5 .
qui entrent dans la méme equat[on, les conditions déterminées (n° 29)

- ne seraient pas remplies pour les équations dont les déterminants
seraient égaux aux nombres :

, 27-5.13.37, ,’2.5.13.109, 27.5.,377.1"()9,7 72.13.37.1097.1 L



PURES ET APPLIQUEES. 267

Nous ne pourrions donc pas affirmer que ces équations admettraient
des solutions entiéres; on peut constater d’ailleurs par une autre voie
qu’aucune d’elles n’est snluble en nombres entiers. On reconnait, par
exemple, que la décomposition du déterminant 2.5.13.37 en deux
earrés ne peut s'effectuer que des quatre maniéres snivantes :

2.5.—13.37:692—1—72:632-1—29‘*’:5|2+472=332+612,

et examen de ces carrés composants suffit (n* 8, 15, 16) pour per-
mettre d’affirmer que 'équation correspondante serait impossible en
valeurs entiéres.

35. On ne peut pas dire que les théorémes énoncés (n 31 et 34)
comprennent tous les cas de possibilité en valeurs entiéres des équa~
tions auxquelles ils se rapportent. On a seulement démontré en effet
que, si les égalités symboliques (&') ou (¢") étaient satisfaites, les équa-
tions de condition () ne pouvaient pas étre vérifiées par des valeurs
entiéres de % ou de H'. Mais la réciproque de cette proposition n’est
nullement exacte. Pour compléter ce qui se rattache aux équations qui
ne contiennent que des facteurs premiers 8z +- 5 combinés avec le
nombre 2 dans le déterminant, nous serions donc conduits a recher-
cher tous les cas pour lesquels on peat affirmer, d’aprés les principes
qui précédent, que ces équations admettent forcément des. valeurs
entiéres. :

Pour effectuer cette recherc’he,' on ne saurait songer, pour une

équation qui contiendrait m facteurs premiers 8z -+ 5 dans son déter-

. 3 . . . . . m{m-—1
minant,  faire toutes les combinaisons possibles des signes des m{m—1)

Lo (A) (A s . o -
quantites (%) ’ (‘(’:) , etc., et & examiner ensuite si, pour chaque série
(¢") d’égalités symboliques, les équations de condition (y) admettraient

ou n’admettraient pas de valeurs entiéres pour % et H'. Le nombre de

roe . Ty . - 7 s mim—I
séries d’égalités symboliques serait en effet égal a 2(7)7 ou

m(m—1)

— — I, enne fixant pas, comme il est souvent possible de le

. . T o [A ' R T ..
faire, le signe de I'une des quantités (E) - Ce procédé serait imprati-

34..
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cable des que m serait un peu grand. Il est donc 1ndlspensable de
recourir 4 une autre marche; par analogie avec ce qui précéde, nous
allons essayer de rattacher une équation, qui contient un certain nom-
bre de facteurs premiers .dans son déterminant, 4 une équation pour.
~laquelle les équations de condition () seront supposées impossibles
en valeurs entiéres de % et de /', et qui contiendra un ou deux facteurs
premiers de moins dans son déterminant. Commencons cette recherche
par les équations qui renferment un nombre pair de facteurs premiers
87+ 5, et établissons A ce sujet les théorémes suivants.

56. Tmtorime. — Si Uéquation
(1) ' x2—2ABCD..,KLj2=——1,

dans laquelle les facteurs A, B, C,..., K, L de la forme 8n + 5 sont
en nombre pair, admet des solutions entiéres, il en sera de méme de
l’équation

(2) 2* — 3ABCD...KLPQy* = —

dans le cas ot les facteurs premiers P et Q de la _/brme Sn+5 satzsjont
aux conditions suivantes :

(6)=E)=(E)=-=6 |
| =@=@=@==@==-

Considérons les équations de condition (oc) relatives & ces deux
equatlons, savoir :

(a)

Pour 1’équatibn (1),

(p-= type AB) ' ABR? —2C . KLH? = =1,
(@) (p. = type ABCD) ABCDA? — 2C.. KLH?2 = =1,

s rrsererssennoe u--..._.-...-....--..-...‘.......’-...-m

(= type 2AB) CD.. RLA* — 2 ABA™

L)
~
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Pour I’équation (2),

[ (n=type AB) - ABA® — 2C...KLPQH? = =1,
(@) | (=1t7pe ABCD)  ABCDA® —aC...KLPQH® = %1,
2

(. =type 2AB) CD...PQA* — 2ABH? = =1,

Par hypothése, les relations (z,) relatives & 'équation (r) ne peuvent
pas admettre de valeurs entiéres pour ket H', et il faut démontrer que,
les autres conditions de I'énoncé étant remplies, les relations («,) n’ad~-
mettront pas non plus de valeurs entiéres pour les mémes quantités.

Ces derniéres relations se divisent en trois séries :

1° Celles qui ne contiennent ni P ni Q au coefficient de £?, relations
qui reproduiront exactement les égalités (a,) relatives a I'équation (1),
avec cette seule différence que le produit PQ sera introduit au coeffi-
cient de H’2. Toutefois, dans ces relations qui ne contiennent ni P ni Q
au coefficient de %2, on trouve encore la suivante, unique de son
espéce

(3.) ABC..KLA* — 2PQH? = % 1.

2° Celles qui contiennent soit P s0it Q au coefficient de A%,

- 30 Celles qui contiennent & la fois P et Q audit coefficient de k2, et
qui sont analogues aux relations de la premiére série, puisqu’elles
n’en différent que par le déplacement du produit PQ d’un coefficient
4 l'autre.

Prouvons d’abord que les relations de la premiére série ne peuvent
pas admettre de valeurs entiéres de % et de H'. En considérant 'une
queleonque de ces relations :

(4s) AB...EFA* — 2C...KLPQH? = %1,
et en la rapprochant de la relation

(44) AB...EFA® — aC..KLH? = ®= 1,

qui lui correspond dans les égalités (a,), nous observerons que, d’apres
Pénoncé, cette relation (4,) ne peut pas admettre de valeurs entiéres
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pour et H'; par suite, en désignant par M un facteur particulier du
coefficient de H'? de cette derniére relation, et par N un coefﬁc1ent par-
hcuher de k?, nous avons l’une ou Pautre des deux égalités

. /AB...EF\ -y (2C...KL . .
M) . N -
Dans le premier cas, la relation (4,) ne peut pas admettre de valeurs
entiéres pour % et H'; dans le deuxiéme cas, nous remarquerons que,

d’aprés les cond1t10ns (a) de Yénoncé, (112> =T, d,’ou it res_u,lter,a,'

N
(ﬁ_N&LﬂZ) = — 1. La relation (42) est donc tou_]ours 1mp0551ble en

valeurs entiéres de hetdeH. - . 7
La relation (3,), qui se rattache & la méme série, est aussi-dans ce

A
" Passons aux relations de la deumeme ser1e, et consuderons Pune
quelconque d’entre elIeb : o o

- : e 2PQ\ i
cas; nous aurons en effet, d’aprés Pénoncé, (__9) =—1I.

(52)  AB. .EFsz—zBC KLQH? = =*=7,

Les facteurs premiers autres que Pet Q, qui entrent dans les coefﬁ-
-cients de A? et de H'® de cette derniére relatlon, sont en nombre im-
pair (n° 31). Nous avons donc, d’aprés les conditions (a) :

(=)= ()= ()

d’ou il résulfé 7 7
o (AB...EFP) _ (AP) (230...1@3) _ (ég) B
LAY VAR U Q .

Or, comme (‘%2) =7, ces demiéres inégalités prduvent que la
relation (5,) est impossible en valeurs entiéres de h et de H.
Considérons enfin les relations de la troisiéme série, qui rentrent

dans le type suivant :

(6,) ~  AB,.PQA*—20D., KLE?= =1,
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Les facteurs G, D,...,K, L du coefficient de H'® sont évidemment en
nombre pair, nous avons donc, en vertu des conditions (a),

CD...KL\ . 2CD...KL :
—p =5 et par suite, —p )=

ce qui pronve que la relation (6,) ne peut pas admettre de valeurs en-
tiéres de % et de H'. Le théoréme est donc démontré.

Pour démontrer que les relations de la premiére série sont impos-
sibles en valeurs entiéres de % et de H', nous nous sommes reportés aux
relations correspondantes de I'équation (1) dont le déterminant contient
deux facteurs premiers.de moins.On pourrait se demander, par suite, si
le théoréme est applicable au cas de 'équation x* — 2ABPQ y* = — 1,
pour lequel les relations («, ) relatives & I'équation x* — 2ABy? = —1
n’existent pas. Mais, sans entrer dans les détails de la question, il est
facile de voir, en appliquant la marche suivie dans la démonstration
précédente, que le théoréme est aussi vrai dans ce cas particulier.

37. Réciproquement, on peut démontrer que si les conditions

@ {)=@) == B)= ()= ) == (5 ==

sont satisfaites, ce n’est qu’en réunissant ces conditions & un groupe
d’égalités en vertu desquelles Féquation

(1) 2% — 2AB.. KLy* = —1 .

admettrait des valeurs entiéres, qu'on pourra établir que P’équation
x* — 2AB...KLPQ y* = — 1 admet aussi des valeurs entiéres.

Reprenons la relation de la premiére série, considérée dans le
numeéro précédent, et rapprochons-la de celle qui lui correspond dans
les relations (a,) relatives & I'équation (1). Ces relations, déja inscrites
ci-dessus, sont : -

(4s) AB...EF%* — 2C...KLPQH” = =1,
(44) ~ AB...EF/* — 2C..KLH? = ==1.

Si les égalités qu’on deit grouper avec les conditions (@) n’expriment
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pas que 'équation (1) admet des valeurs entiéres, nous ne pourrons
pas établir, au moyen'de ces égilités, que I'une des quantités

AB...EF\ _ (2C...KL
) N ’

dans lesquelles M et N désignent comme ci-dessus un facteur premier
quelconque des coefficients de H'® et de /° de la relation (4, ), est égale

N : .- PQ} .
A — 1. Mais comme, en vertu des conditions, (a) (’1\%) =1, il sera,

par suite, également impossible d’établir que la relation (42) n'admet
pas de valeurs entiéres pour ket H'. La réciproque est don¢ démon- .
trée. : : .

’

538. Tarorime. — Si I’dquation
(1) o x2—2AB;.;KLA,B{..;K;L;‘y2_—_fr,

dans laquelle les facteurs premiers 8n+-5 sont en nombre pair dars
chacune des dewx séries A, B,..., K, Let A, By,..., K,, L, admet des

solutions entiéres, il en sera de méme de I'équation
(2) x? — 2AB.. KLA,B,.. K, L,PQy* = —1,

dans le cas ot les facteurs premiers P et Q dela forme 8n + 5 satis-
font aux conditions suivantes : : :

: / A B L A B L
B =E==E=@)=&)=={
)= ()= ()= () =)= ()
A& =(3)=-=(3)=5)=(3 =..=(g)=
Imaginons que I'on ait écrit, comme dans le théoréme précédent,
les équations de condition (e, ) et (2,) relatives aux équations (1) et (2).
Nous supposons, d’aprés 1'énoncé, que les facteurs premiers, qui entrent
dans le détermipant de Péquation (1), sont tels que les relations («,)
ne peuvent pas admetire de valeurs entiéres pour % et H', et il faut
démontrer que, si les conditions (a) sont satisfaites, il en sera de
méme pour les relations (2g)s - ' : L

I+

i

ut
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Ces derniéres relations étant divisées en trois séries analogues a
celles que nous avons définies dans le théorémé précédent, les rela-
tions de chaque série se raménent aux types suivants :

[resériegAB...KLA,B, ...K,A? —2CD...C,D,...L,PQH2=%t1 (3,),

B --KLA{B]...K.L{kz—QPQH,2=iI (42
(

» Série{AB...LA,B,...KiPlzz—-z(]D...KC,D,.;.L,QH’“::*:.I
B...LA,B,...K,Qk* —2CD...KG,D,...L,PH? =1 (6,),

36 sériegAB...LA{B,...K,PQ/z“——QCD...KC,D,...L,H""::F:I (72)s
PQA* —2AB...KLA,B,...K,L,H?==%1 (8,)-

Etablissons d’abord que les relatious de la premiére série ne peu-
vent pas admettre de valeurs entiéres pour % et H'. D’aprés les cou-
ditions (&), nous avons pour tout facteur premier N qui entre dans le

. . , . P . 2
déterminant de I'équation (1) (—ﬁg) =1, et partant <%2) =-—1, ce

qui prouve que la relation (4,) est impossible en valeurs enticres de
ket de H'. Il en est de méme de la relation (3,); car, en rapprochant
I'une quelconque des relations de ce type (3,) de celle qui lui cor-
respond dans les relations (e,) ou (3,), nous aurons, en conservant
aMet & N la signification définie an théoréme précédent, I'une des
égalités suivantes :

= —1I.

AB...KLAB,.. . K\ T 2CD...G/D,L,
M - ? N

. . PQ . ,
Ainsi, comme nous venons de voir que ~) =" il en résulte que
7

I’ensemble des relations {3,) est impossible en valenrs entiéres de A
et de H'. .

Considérons maintenant les relations de la deuxiéme série; dans le
» type (5,), les facteurs A, B,..., L, qui entrent dans le coefficient de 72,
seront en nombre pair ou impair, mais, quel que soit le cas qui se
présente, le nombre des facteurs G, D, ..., K, qui enirent dans le coeffi-
cient de H'?, sera de méme parité; de néme, les chiffres qui représentent
le nombre de facteurs A, B,,..., K, qui entrent dans le coefficient de
h? d'une part, et le nombre de facteurs G, D;..., I; qui entrent dans

Tome X (2° série).— Aour 1865. 7 35
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le coefficient dé H'2 d’autre part, seront tous les deux pairs ou tous
les deux impairs. Nous aurons donc, en vertu des condltlons (a) les
deux égalités, . o - L

(*%“L)=<"”;'F)’ (55) = (%)

en rapprochant ces deux égalités de la suivante (g) = (%) gt'mul-f

tipliant membre & membre les trois égalités, nous aurons finalement

(AB!..LA,BI...K‘,P> (CD...I{C,DI...LlQ)"
q = Y

P/

quelconque des relations représentées par le type (5,) est impossible
en valeurs entiéres de 4 et de H'. La méme démonstration est appli-
cable aux relations (62) et elle s’appliquerait aussi, ave¢ une légére
modification, au cas ot l'un des coefficients de A2 ou de H' ne con-
tiendrait pas de facteurs premiers de 'une des séries A, B,..., Lou
A, By, Ly : :

Examinons enfin les relations de la troisiéme série, et commencons
par la relation (8,), qui est unique de son espéce. Les facteurs pre-
miers A, B,..., K, L entrent en nombre > pair dans le coefficient de H'?,
et les facteuls Ay, By, Ky, L, sont dans le méme cas; nous avons
donc, en vertu des cond1t10n5 (a),

A.B...KL ) VA(B[.-.K.(L[
—% )T \T @ )70

2AB...KLAB,.. KL,
P

que la relation (8,) est impossible en valeurs entiéres de % et de H-.

. En ce qui concerne les relations de cette troisiéme série dont le

type est représenté par 1'égalité (7,) inscrite ci-dessus, considérons le

- type (7,) qui lui correspond dans les relations («,)

ce qui prouve, en lenant comple de I'égalité (i)':—'r, que I'une

ce qui nous donne I'égalité ( ):4—1,qu_i prouve

(7.) AB...LA,B,..K,A* —2CD...KC,D, — L, H? =1

et observons que, puisque I'équation (1) est soluble en nombres entiers,
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cette relation (7,) n’admet pas de valeurs entiéres pour % et H'. Nous
~ avons donc l'une des égalités suivantes : ‘

AB...LAB;...K, 2CD...KCGD,...L,
— =-—1I, N =13
i ' . PQ . .
mais, en vertu des conditions (a), (7 )=1. Les relations de la troi-

" sieme série dont le type est représenté par I'égalité (7.) sont donc
impossibles en valeurs entiéres de % et H', ce qui démontre le théo-
réme. '

39. Remarque. — Dans le cas ot les signes des seconds membres
des conditions (a) sont différents, il est essentiel que les facteurs pre-
miers A, B,..., K, L et A,, B,,K,,..., L, soient en nombre pair dans
chacune des séries. Dans la démonstration on s’est en effet appuyé sur
cette condition; mais, pour ne laisser aucun doute 4 cet égard, par-
tons de I'équation

(x) x?—2AA yP=—1,
et essayons d’établir la possibilité de I'équation
(2) ’ x? —2AA'PQy* =—1

dans le cas suivant :

) A\ (A (A.__Al___
(a) ’ (F =\g)=" \p)=\g/)=7H
parmi les six équations de condition (a,) relatives 4 I'équation (2), nous
trouverons la suivante : :

PQA® — 2AA H2==%1.

Or, d’aprés les conditions (a), <]—?AQ)=;, (%%):17 (21:)5() =1,

(“;A‘) =1, il serait donc impossible d’établir que la relation, qui vient

d’étre inscrite, n’admet pas de valeurs entiéres pour % et I, et par

35..
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suite dep prouver quel’ equatmn (2) admet toujours des valeurs ennel es
pour x et . On arriverait 4 la méme conséquence dans le cas ou les'
condltlons (a) seraient remplacees par les suivantes : .

@ @@ @G

Ainsi, on ne peut rien conclure sur Ia po=51b1hte en va]eurs ennex es -

~de Péquation x* — 24A, PQj ' ——1, dans le cas on les COUdlthnS:—
(a) ou (a,) sont remplies. Mais il est facile de voir que cette consé-
quence a une portée plus générale. Entrons dans quelques detalls

40. Lorsque les conditions (a), mscmtes dans les énoncés des theo-
rémes (n* 36 et 38), sont satisfaites, ces théorémes permettent de rat-
tacher les condmons de possibilité -en valeurs entler'es de I’équatlon

(2)7 - x«-zAB‘. KL K L, PQ_} —'--I

a celles de lequatlon analogue (1), qui ne contlent pas ]e produit PQ
dans son déterminant. - :
En examinant dans les énoncés de ces theoremes les condltlons (a
on constate que ’elles rentrent dans les suivantes :

<F§>=(§>=...;(P§) (i_Q) (1;Q> - (iQ) ) .

e (P P ' s
les Aquanntesr(z)a (Ag), <§)’ (%), - étant toutes eggleg d+41o0u A
— 1 dans le théoréme (n°® 36), tandis que dans le théoréme (n° 38),

lorsque le sigrie des seconds membres des égalités () n’est pas le méme, -

c’est-a-dire pour le cas o ce théoréme dlffere en réalité du theo-',

A

,> et (%) relatlves 3 uan facteur premler

réme (n°36), les quantités <P

quelconque du déterminant de l’équatlon (1), sont bien toujours de

méme signe, mais ce signe commun n’est plus le méme que | le s1gne
P\ Q
des quantités (A} et <A,> o | , 7 »
Cela posé, lorsque les deux séries A, B,..., Let A, By,..., L, consi-
- dérées dans le théoreme (n° 58) contiennent chacune un nombre palr
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de termes, conformément & la condition posée dans I’énoncé, on prou-
verait, en suivant la marche indiquée (n° 37), que réciproquement ce
ne serait qu’en réunissantles conditions (a) a un groupe d’égalités (),
en vertu duquel I'équation (1) serait possible en valeurs entiéres, qu'on
pourrait établir que I'équation (2) admettrait aussi des solutions de
méme nature. Pour la recherche indiquée (n° 35), il suffira donc,
relativement 4 I’équation (2), dans le cas ou les égalités (a) seraient
remplies, de grouper ces égalités (a) des théorémes (n> 36 et 38) avec
les égalités qui expriment la possibilité de I'équation (1) en valeurs
entiéres, sans s'inquiéter des autres permutations de signes quon

g . o A A
pourrait faire subir aux quantites (§>9 <E> y+-+5 provenant des com-

binaisons deux 2 deux des facteurs premiers qui entrent dans le déter-
minant de I’équation (1). '

De plus, et c’est 12 Pextension de la conséquence constatée 2 la fin
de la remarque précédente, si les deux séries A, B,..., Let
A,, B,,..., L, renferment chacune un nombre impair de termes, con-
trairement i ce qu’on a supposé (n° 38), et si les conditions

[(3)=() == ()= ()= (&) == @) = o =

(@)

()= ) == (5) = Q=== )=

sont remplies, on peut démontrer qu’il ne sera pas possible de rien
affirmer sur la possibilité de I'équation (2) en valeurs entiéres, soit
que ’équation (1) admette des solutions de méme nature, soit qu’elle
n’en admette pas. '

Parmi les équations de condition (), relatives 4 Péquation (2),
nous aurons, en effet, la suivante :

By

(r) PQA® — 2AB...KLA,B,... K, L, H? = %13
pour un facteur Quelconque M du coefficient de H'?, nous aurions

™
premiers des deux séries, A, B,..., L et A,, B,,..., L, sont en nombre

(PQ> =1, en vertu des conditions (a). En outre, comme les facteurs



&

278 JOURNAL DE MATHEMATIQUES

impair dans chacune d’elles, nous avons, d’aprés les conditions (a),

A e

’

par suite,

" [AB...KLA/B....K,L\ . [AA, - -
empny gy
ce qui prouve, eu égard i la symétrie qui existe entre P et Q, que la
relation (r) peut admettre des valeurs entiéres pour % et H, ou, en
d’autres termes, qu’on ne peut pas affirmer que I’ equatlon (2) admet,
dans ce cas, des solutlona entleres.

Sans entrer dans d'autres detalls, nous arrivons ainsi 2 la consé-
quence suivante : Lorsque pour ume équation (1), qui contient un .
- nombre pair de facteurs premiers 8 n + 5 combinés avec le nombre 2
dans son déterminant, on a obtenu toutes les séries d’é_galités symbo-
liques (@) pour lesquelles on peut affirmer que I’équation considérée
admet des solutions entiéres, les considérations précédentes permettent
d’établir sans titonnement toutes les séries d’égalités symboliques (d,)
pour lesquelles on pent affirmer que 'équation (2), qui contient denx
factenrs premiers de plus de la forme 87+ 5 dans son détermi-.
nant, admet aussi des valeurs entiéres pour le cas ou les conditions
suivantes, relatives aux-deux nouveaux facteurs P et Q, sont remplies,

(9= ()= ()= ()= () == ()

41. Eno conservant les norations précédentes, recherchons les consé-

savoir :

quences auxquelles on peut'arriver—lorsque les quantitéé £Q s
Al 2 ; A

P P _— - .
(%2)7 etc. sont toutes négatives, et supposons d’abord que les facteurs
premiers, qu1 entrent dans le déterminant de I’equatlon (1), se partagent

en deux séries A, B,..., K, L et A,, B,,...,K,, L, composées cha-
cune d’un nombre pair de termes, et pour lesquelles on aurait les



PURES ET APPLIQUEES. 279

conditions

(8= 2) == ¢) =(3) = (3) == (§) ==~
@ ()= () == ()= ()= (3) == () ==

dans ces égalités, les signes supérieurs des seconds membres marchent
ensemble, ainsi que les signes inférieurs, 2 cause des conditions

(iﬁ)z_;, (\%Q.>=-—1, etc.

Cela posé, dans les relations («,), relatives & ’équation

(2) x® — 2AB...KLA,B,...K,L, y*=—1,

nous trouverions 1a suivante :
(r) AB...KLA,B,...K, L, 2> — 2aPQH? =% 1.

Or, pour un facteur quelconque M qui entre dans le coefficient

7 . ’ P
de %%, nous aurons I'égalité (?ﬁg

de chacune des séries A, B,..., K, L et A, B,,..., K, L, entrent
par hypothése en nombre pair dans le déterminant de I’équation (1) &
laquelle nous rattachons I'équation (2), nous aurons

) = 1. De plus, comme les facteurs

AB...KLA,B,— X, L, AB...KLA B, — K, L,
P = Q f—1 1‘;

la relation (r) peut donc admettre des valeurs entiéres pour h et H'.
Ainsi, dans les conditions ot 'on s’est placé, on ne peut pas se pro-
noncer sur la possibilité de I'équation (2) en valeurs entiéres de x et
de y. Pour fixer les idées, partons de ’équation x* — 2AB y*=—1,
et supposons que les facteurs premiers P et Q de la forme 87 + 5,
comme cela a lieu pour les nombres premiers A et B, satisfassent aux
conditions suivantes :

@ B=G @=G)=-
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on me pourrait pas se prononcer sur la possibilité en valeurs entiéres
- de & et de y pour 'équation x* — 2ABPQ]' =—1, et cette consé-

: , A\
_ quence est mdependante de la nature des signes des expressions (E)
G 7 N . ™ ey A ! 7 - V .
et (1—)> . On arriverait aussi 4 la méme conséquence, en permutant les
signes des seconds membres des égalités (a, ).

(La suite prochainement.} -




