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SUR LA FORME 

ix- 4- 2xy 4- By2 4- 2ζ2 4- 2z£4- 5ί2 ; 

Par M. J. LIOUVILLE. 

1. La forme 

ix2 4- 2Xy 5y2 4- 2Z2 4- 2zt 4- 5 £2, 

dont nous voulons nous occuper ici, est liée intimement à la forme 

x2 4- J"2 4- 9 z2 4- 9 £2 

que nous avons considérée dans l'article précédent. Pour le mieux 
comprendre, on remplacera la forme 

x2 4-y2 4- 9Z2 4- 9£2, 

par la forme équivalente 

x2 4- 9y2 4- z2 4-912, 

et l'on remarquera que les deux formes binaires 

λ.·2 4-gj·2, 2x2-h zxy-h Sy2
f 

distinctes il est vrai, appartiennent néanmoins au même déterminant 
— 9. On ne s'étonnera donc pas que le nombre Β (η) des représenta-
tions d'un entier donné η par la forme 

2x2'->r 2 x y 4- 5 y2 4- 2s24- 2zû 4- 5z2 

se rattache au nombre analogue A (n) qui répond à la forme 

x2 -hy2 4- 9Z2 4- 912. 

2. Posons 

η = 2K S1*m, 
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τη étant un entier impair, non divisible par 3, et parcourons les divers 
cas qui peuvent se présenter relativement aux exposants a, β. 

D'abord, on prouve sans peine que, sous la seule condition de oc > o, 
l'on a -

B(a«3*m)=A(a"3*iii). 

Aux formules (i) et (3) deTarticle précédent répondent donc les deux 
formules ci-après : 

i° Pour a et β > ο, 

Β (2K3|37?z) = 12 (3^ 1—ι)ζ
ι

(ιη), 

de sorte qu'en particulier 
Β ( 3. 2K /72 ) = ο j 

2° Pour β = ο, mais « > ο, 

B(zam) — 4ζ"ι (m). 

Le cas d'un entier impair multiple de-3 n'est guère plus difficile, et 
je trouve que, sous la condition de. β > ο, l'on a 

B(3'3m) =4(3/î l — t)ζ
ι
{τη). 

Le second membre est nul quand β — ι. Mais il ne l'est jamais pour 
β > ι, et l'on a, par exemple, 

. B(
9

) = 8, 

résultat confirmé par les identités 

g = 2.1
 2 4- 2.I.I -f- 5.i2 4- 2.02 + 2.0.0 + 5.0!, 

9 = 2(— I)2 + 2 (—1)(—l)4"5(—j)2 4-2.02 4" 2 0.0 4" 5.02, 
9 = 2.0

2 4~ 2.0.0 4" 5.02 -f- 2.1 4" 2.1.1 4~ 5, ί , 

9=2.02+ 2 0.0+S.0S + 2(-lf -t-2(— t)(— ΐ) + 5(— i)2, 
9 = 2 (— 2)2 + 2 (—2). I ~h 5.1 2 -f- 2.02 + 2.0.0 -f- 5.02, 

9 = 2 (2)2 4- 2.2 (— i) 4~ S(—l)2 -h 2.Q2 4- 2.0.0 H- 5.02, 

g = 2.02 4- 2 0.0 4- 5.02 -}- 2 (—a)2 4- 2 (—2). ! 4- 5a2, 
g = 2.02 4- 2.0.0 4- 5.02 4- 2 (2)2 4- 2.2 l) 4" 5 (— l)2, 
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qui con tiennent toutes les représentations dont l'entier 9 est suscep-
tible sous la forme 

2X2 -+■ %xy H- 5J·2 -t- 232 2Zt-b 5i2. 

3. Nous n'avons plus à parler que des entiers m impairs et premiers 
à 3. Mais je n'ai jusqu'à présent obtenu à ce sujet que l'équation sui-
vante : 

A(7?z) -+-2B (ni) = 4Çr('«). 

Il est vrai que.cette équation détermine 

Β [m) 
quand m est de la forme 

61-1; 
car, sachant déjà que 

A(6/-i) = |ç, (6/-1), 

nous pouvons en conclure que l'on a également 

Β(6Ζ-.)=§ζ,(6Ζ-ι). . 

Mais, quand m est de la forme 

61 1, 

nous n'avons que la seule équation 

A(6i-f- i) aB(6£-i- 1) = {61 -t- r) 

entre les deux inconnues 
A (61 x) 

et 
Β (61 -M). 

Il reste donc à obtenir une seconde équation pour arriver à un résultat 
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définitif* J'ai cru pourtant que la formule 

A(61-+- r) + 2B(6/-j- r) = 4 (6^ + 0 

méritait d'être indiquée indépendamment de ce que l'on pourra trouver 
plus tard. On la vérifiera sur les nombres ι, η, i3, au moyen des va-
leurs suivantes 

A (ι) = 4j B(i) = o, 

A (7) — °> Β (7) = 16, 

A(i3) = a4, B(i3) = I6, 

qu'il est aisé de former directement. 


