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JOURNAL

MATHEMATIQUES

PURES ET APPLIQUEES.

SUR LA FORME
R o A ok T S TAP
Psr M. J. LIOUVILLE.

1. Nous avons démontré dans ce journal (cahier de janvier 1859,
p- 47) que tout entier 7 différent de 3 peut étre représenté par la
forme

x® + y* +5z2+5tﬁ.

Mais personne, que je sache, n’a tronvé jusqu’ici une expressmn simple
et générale du nombre

N(n=ux*+ y* + 52* + 52%)

des représentations dont 7 est susceptible sous la forme citée, c’est-a-
dire du nombre des solutions de I’équation indéterminée

n=x*+y* + 522+ 5%,
dans laquelle x, ¥, z, £ sont des entiers indifféremment positifs, nuls
ou négatifs. Je veux traiter aujourd’hui cette question délicate, mais
pour le cas seulement d’un entier 7 pair. Le cas de 7 impair offre, en

Tome X (2° série), — JANVIER 1865, : I
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effet, des difficultés spéciales que je n’ai pas encore pu vaincre com-
plétement. On verra néanmoins qu’il suffirait d’avoir réussi'pour les
entiers premiers & 5. De 14 on passerait sans peine aux multiples de 5.

2. Mettons en évidence les facteurs 2 et 5 que 7 peut contenir et
pour cela écrivons

n= 2*“5"m,
m étant un entier impair, premier 4 5. Supposons
«> o
“afin que 7 soit pair, mais faisons successivement § = o, puis § > o.
Dans le premier cas, c'est-a-dire quand il s’agit d’un entier 2%m

pair et premier a 5, le résultat que j’obtiens est-d'une extréme simpli-
cité. La valeur demandgée de

N (Zum = x* +J/?!+ 552 . 552)

s'exprime en effet par le quadruple de la somme des diviseurs de m. En
d’aufres termes, on a, d’aprés une notation dont j’ai fait bien sou-
vent usage dans ce journal,

(1) N(2"m=x? + 7+ 52 4+ 5¢82) = ¢, (m).

Dans le second eas, le facteur 4 est remplacé par un facteur dépen-
dant de f3; savoir

2(5ﬁ .{-I'f’- 3)5

Ainsion a
(2) N (2%5Pm=o® - y* 4 52° 4 512) = 2 (54" = 3) ¢, (m)

La formule (2) comprend la formule (1) & laquelle elle se réduit-
quand on fait = o. L’exposant « 0’y joue aucun rdle; mais il ne faut
pas oublier que Ton suppose cet exposant > o. '

3. Appliquons les formules (1) et (2) & quelques exemples; et d'a-



PURES ET APPLIQUEES. 3

bord prenons ¢.=1 avec m =1 dans lJa formule (1). Elle nous don-
nera
N(2=a*+p*+ 525+ 5*)= 4,

résultat confirmé par l'identité
2= (1) + (£ 1)+ 5.0*+ 5.0
qui fourni't pour l'entier 2 quatre représentations sous la forme
x% —++ x* + 5z + b

Avec a = 1, soit m = 3 dans cette méme formule (1). Nous trouve-
rons
N(6=ua*+ y* + 5z* + 51*) =16,

ce qui est exact en vertu des identités
6=(x1)?*+0*+5(xt1)?+5.0°%
6=0+ (1P +5(=r12+5.0%
6=(x1)*+0*+5.0"+ 5(=x=1),
6=0%+(x1)+ 5.0+ 5(=1),
de chacune desquelles on déduit quatre représentations de I'entier 6.
Soit encore « = 2, avec m = 1. La formule (1) nous donmera cette

fois
N{(f=x*+ 5>+ 528+ 62*) =4,

et la vérification résultera des deux identités

4= (== 2)*+ 0* + 5.0* + 5.0%,
f=o0*+(F2)"+5.0"+5.0%

“Passant & la formule (2), prenons maintenant =1, avec a =1 et
m = 1. Nous obtiendrons

N(to=a* + 7 + 52 + 5¢) = 44.
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Les identités 4 employer sont ici : '

cro= (=14 (=32 +5. 0"+50‘ o
to={(E3P+(x1)*+ 5.0+ 5.0% _
10=(1) 4+ (2) 4 5(x 1) 4 5.0%
m—(+z> (1) B (1) Ko,
1o=(=1)"+ (2 +5.0*+5(=1)?

| ro:(iz) (= 1) 4 B0 B (2= 1),
x0=03+02+5(:*:1)2+5(i:r)2.'

On en tire successivement quatre, quatre, huit, hult huit, hult, et 7

enfin quatre représentations de I'entier 10 par la forme ‘

x* 4 y* +5 —i—51:2
Or
4+4+8+8+8+8+4 44,

la vérification cherchée a done lien. Nous ne pousserons pas plus loin
ces exemples.

. Ou ne peut pas faire =0 o dans les formules (1) et (2); et je n’ai
trouvé aucune formule ver1tab]ement simple pour calculer

CN(BFm=at+ yt B+ 5t2).
Mais je puis montrer du moins qué dela valeurrrdé )
N(m :xzz—i—j2 45z + 5¢%)
on conclut sans peme celle de’ | |
N (Eﬁm——a + 552+ 5t2)

Mettons en évidence la seule vauable de la quesnon savou ﬁ, en’ -
écrivant N : ,
N(5fm=a®+y*+ 522+ 50) =F(f),
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de maniére que
Fo)=N (m= a2+ y* -+ 52 + 5¢%).

On donne donc '
F(o)

F(B)-

Or je trouve qu’il existe entre deux fonctions consécutives

F(B), F(B+1)

et on demande

la relation suivante

F(B+1)+F(8) =4 (5% ~1)§, (m).

C’est une équation aux différences finies trés-facile 4 intégrer. On en
tire

(3) F(B)=3(5"=3)5i(m) + (=1 [Fl0) = 5&u(m) |5

et la question proposée est résolue.

5. Pour m=1,0na

F (0) = 4;
c’est ce qui résulte des deux identités

1 =21+ 0®+5.0* + 5,07
1 =0+ (=1}’ + 5.0+ 5.0%.

La valeur correspondante de

F(B)-

F(B) =3 (51— 3) + 3 (—1f.

sera donc

En d’autres termes

N (5= a? + y* + 522 + 587) =3 (58— 3) +§(—~ ).



B JOUBRNAL DE MATHEMATIQUES

Par exemple, on a
N(b=a*+ 2 +=0z"+ 88 =12,

résultat confirmé par les identités
5= (= 2) 4 (% 1)? -+ 5.0° + 5.0,
5=(x 1)+ (x2)*+ 5.0 +5.0%
5=0"+0* +5(x1)*+5.0%
5=0+0%+5.0% + 5 (1)

Lentier 3 est le seul qui ne puisse pas étre représenté par la forme
x + 3+ 5z - 5

Pour m = 3, on a done S
' F(o)=o,
d’ou
- 8 - 16
F(B)=3(5+ — 3) =2 (-,
En d’autre termes

N (5.3 = 47+ 52+ 56) =3 (5= 3) — (o

Wl

Par exemple, on doit avoir 7
N(5=a*+ y* 4+ 52 + 51*) = 64; V

et on vérifiera sans peine qu’il en est 'effectivemént ainsi.
Pour m = 7, les identités S

7=(21) (= 1)+ 5(= 1) +5.0°
et S
7= (E1)? 4+ (x1)*+ 5.0* 4+ 5(x1)?
donnent - o
F (o) =16,
par conséquent

F(B)="T (5= 3) + 3 (—xf.
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En d’autres termes, on a
N(7.5f =224+ 52° + 512) = 1;3 (58+* — 3) 4+ 7 (—1)f.
Enfin, pour m = g, on trouve

F (0) = 20,
et par suite

. 6 L 8
F(E)=3 (5 — 3) + S (— 1Y,
c’est-a-dire
2, Koa 6 1 8
N (g.5% = a® + 3 + 522 + 52%) = (557" = 8) -5 (— 1)f.
. Mais en voila assez sur ces détails.
6. Le rapport si simple que les formules
1y VN(2“H1=$2+]2+522+512)=4§,(n1)
et

(2) N(2*5fm=x+ )"+ 522+ 58*) =2 (5E+ —3) ¢, (m)

établissent entre .
N (2%5fm = £* 4+ % + 522 + 5 %)

et
N (2%m = x® +y* + 52* + 52),

dans le cas de > o, n’existe plus quand « = o. La formule

(3) F(B)=3 (5P ~3) & (m)+ (— 0f[F(0) = § &(m)]

a lieu alors; mais elle conduit & un rapport beaucoup plus compliqué
et qui d’aillears n’est plus indépendant de m. La formule (3) n’en est
pas moins digne de remarque, et nos lecteurs ne me reprocheront pas,
Jespére, de la leur avoir communiquée, bien que la valeur de F(o}

reste & trouver pour chaque valeur de m.
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Au reste, on verra dans I'article snivant comment la fonction

F(B)
S (B)

de nature semblable, mais rapportée & la forme

est liée & une autre fonction -

222 4 axy + 3y + 22° + ast -+ 3%

Ce que nous dirons & ce sujet ne sera pas sans intérét.

&




