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CLASSIFICATIONS

des permutations d’un nombre quelconque de lettres en groupes
de permutations inséparables;

Pir M. DESPEYROUS.

Nous avons démoniré [*] que la solution du probléme proposé
par UInstitut en 1858 pour sujet du grand prix des Sciences mathé-
matiques et non encore résolu, « Zrouver tous les nombres s de valeurs
distinctes que prennent les fonctions de mvariables par les permutations
de ces variables, » se ramenait a4 la solution de cet autre : trouver
toutes les maniéres possibles de classer les permutations de m lettres
en s groupes composés chacun d’'un méme nombre de permutations
associées de telle maniére que, malgré tous les échanges qu’on vou-
drait faire de ces lettres, les permutations d’'un méme groupe ne
puissent jamais se séparer.

Ce résultat donne de 'importance aux classifications des permuta-
tions d’un nombre quelconque de lettres en groupes de permutations
inséparables pour tous les échanges possibles des lettres qui les for-
ment : classifications utiles d’ailleurs & la solution de cette question,
trouver toutes les équations résolubles algébriquement, comme nous
le montrerons bientot.

Nous nous sommes occupé déja de ces classifications, nous en avons
fait connaitre trois [**]: mais il en existe un plus grand nombre. Et

[*] Journal de Mathématiques publié par M. Liouville, février 1865. Cet article et
celui que je publie aujourd’hui formaient le Mémoire que j'ai présenté 4 I'Académie
des Sciences de Paris le 7 juillet 1862. #oirles Comptes rendus, t. LV, p. 45.

[**] Journal de Mathématiques publié par L. Liouville, décembre 1861. Ce pre-
mier Mémoire est 1a base de tout mon travail et en fixe la date. Il a été lu & la réunion
des Sociélés savantes le 24 novembre 1861 ; je n’ai fait depuis lors que développer
les résultats qui y sont annoncés.
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nous démontrons Vexistence de sept classifications dlstmctes, quand on

opére. sur toutes les lettres, les trois premiéres comprises et repro-
duites dans ce nouveau travail avec de légéres modifications. L’une
~d’elles, la sepneme, contient un trés-grand nombre de clasmﬁcatlons
_ en raison des indéterminées qu’elle renferme; et ce nombre croit

* rapidement 4 mesure que lé nombre de lettres augmente, surtout

- quand ce nombre est composé de plusieurs facteurs premiers.

Toutes ces classifications sont entiérement fondées sur la théorie de
Pordre; ¢’est pourquoi la lecture de notre travail suppose celle de.
notre Mémoire déja cité. ' - : .

Cauchy a eu I’heureuse idée de distinguer les ioncuons en fonctxons
intransitives et en fonctions transitives. Une fonction de m lettres est
dite transitive lorsque, sans altérer cette fonction, on peut faire oceu=
per 4 une letire quelconque telle place que I'on veut, poarvu qu’on
" déplace convenablement toutes les autres. Généralement, une fone-

tion de m lettres est dite k fois transitive lorsque, sans altérer cette
“fonction, on peut faire occuper a k lettres quelconques telles places-

que I'on veut, pourva qu’on déplace convenablement toutes les autres. -
~ Une fonction non transitive est dite intransitive. S

Cet illustre géométre fait dépendre la solution de la questlon pro-
posée par I'Institut de la détermination des nombres de valeurs dis-
tinctes des fonctions transitives, détermination qui est loin d’étre com-
pléte malgré les travaux récents sur cette matiére. Nous avons suivi
une marche inverse : nous commencons par déterminer les nombres
de valeurs disfinctes des fonctions inransitives. Et toutes les classifica-
tions dont il est question -dans notre travall ne produlsent generale-
- ment que des fonctions mtransmves.

Or, nous démontrons qu’il y a six clasmﬁcatmns de cette espece,
ainsi qu'une septiéme trés-géncérale et composée des premiéres. Mais
~ en existe-t-il un plus grand nombre? Question importante; -car la :
" détermination compléte de ces classifications donnerait, d’aprés ce que
- nous avons démontré, Zous les nombres qui expriment combien de
- valeurs distinctes prennent les fonctions intransitives. Et pour Ia solu-
.~ tion compléte de Ia quesnon proposée par I’Académie des Sciences, il
o'y aurait plus qu'a ramener les fonctions tranSItxves aux foncnons
intransitives. ' '



PURES ET APPLIQUEES. . 179

I.
CLASSIFICATIONS.

Premiére classification. — Considérons un nombre quelconque m
de letires a, &, c,..., k, I; et désignons par p. le nombre total de per-
mutations qu'elles produisent, p. étant déterminé par I'équation

73 - t.2.3...(m— 1)m.

Parmi ces permutations, prenons toutes celles qui commencent par
une méme lettre, @ par exemple. Pour les obtenir, il suffira de per-
muter les m— 1 lettres &, ¢,..., &, [, et d’écrire au commencement de
chacune d’elles cette lettre @. Le nombre de ces permutations ainsi
obtenues sera égal au produit 1.2.3...(m — 1), et elles constituent
ce que nous appellerons dans la suite la premiére classe. Considérons
Pune d’elles, abe...kl par exemple, et joignons & cette permutation
toutes celles qui sont relatives aux polygones de Poinsot, c’est-a-dire

toutes celles qu’on déduit de cette permutation en prenant successive-
ment les lettres, & partir de la premiére, de p, en p,, de p; en p,,...,
de p, en p,; pis Pase-es Py étant les v nombres inférieurs et premiers
4 . On obtiendra ainsi un premier groupe de v [*] permutations, la
premiére comprise,

abc...kl, adh...ig,....

Supprimoné'ces v permutations dans la premiére classe, et prenons
parmi celles qui restent une permutation quelconque, akg...ci par
exemple. Nous ferons sur elle ce que nous avons fait sur la premiére
abe...kl; cest-i-dire que nous prendrons successivement les lettres
de cette nouvelle permutation, & partir de la premiére a, de p, en p,,
de p, en p,,..., de p, en p,, et nous obtiendrons un deuxieme groupe
de v nouvelles permutations

ahg...ct, afl...he,....

[*] sim =p“gP. .., on sait que

s=p* T gf T L AT (p— 1) (g — 1) (2 1)
23..
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Je dis nouvelles : car si on considére une quelconque des permuta-
tions du premier ou du deuxiéme groupe, et si on fait sur elle les mémes
opérations qui ont été faites sur la premiére, on reproduira toutes celles
du premier ou du deuxiéme groupe [*]. Donc, si 'une des permuta-
tions du second groupe coincidait avec I'une de celles du premier, ces
deux groupes seraient composés des mémes permutations. Ce qui est
impossible, puisqu’on a pris, pour former ce deuxiéme groupe, une
permutation différente de celles du premier.

Otons ces v nouvelles permutations de toutes celles que nous avions
aprés la premiere suppression; prenons parmi celles qui restent une
permutation quelconque, ald...ef par exemple, et faisons sur elle ce
que nous avons fait sur chacune des deux premiéres; nous obtien-
drons ainsi un troisiéme groupe dey permutations

ald...ef, a..., e

et nous démontrerions de la méme maniére que ces permutations
sont différentes de celles du premier et du deuxiéme groupe. En
continuant ainsi cette méme opération, on finira par épuiser-les
1.2.3...(m~ 1) permutations de la premiére classe : puisque chaque
nouvelle permutation, différente de celles des groupes déja formés,
produit v permutations de la méme classe essentiellement dlfferentes
de celles qui forment ces groupes.

Cette premiére classe de permutations est donc. partagée en
2.3...(m—1
I—T(——l groupes formés chacun de v permutations, ainsi qu’il
suit : ' '

abe...kl, adh...ig, ...,
ahg...ci, afl...ke, ...,
ald...ef, a..., ...,

“ e e s v v oe L T

1% classe.

On pourrait actuellement prendre les 1.2.3,.. (m — 1) permutations
d'une autre classe, ¢’est-a-dire toutes celles qui commencent par une

[*] Poir le théoréme de la Note placée & Ia fin de ce travail.
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méme letire différente de @, b par exemple, et établir sur elles la
méme classification qu'on vient de faire sur celles de la premiére
classe. Mais on arrivera au méme résultat, et d’une maniére plus
simple, si on écrit les permutations du tableau précédent, ligne par
ligne et dans le méme ordre, en commencant chacune d’elles par cette
lettre b et en marchant toujours dans le méme sens, de gauche & droite:
car il est évident qu'en faisant ainsi 'on obtient respectivement les
mémes polygones étoilés de Poinsot lus & partir du méme sommet b.
On aura ainsi partagé les permutations de la deuxiéme classe en

1.2.3...(m—1)

groupes composés chacun de v permutations:
v V N

(berey By s

2¢ classe { b..., b..., ...,

Par la méme raison, si on écrit les permutations de la premiére
classe ligne par ligne et dans le méme ordre, en commencant cha-
cune d’elles par lalettre ¢, on aura également partagéles 1.2.3...(m—1)

1.2.3...(m—1)
v

de la troisiéme classe en groupes composés chacun de

v permutations relatives aux polygones étoilés de Poinsot, et qui cor-
respondront aux mémes polygones de la premiére classe lus & partir
du méme sommet c. ’

En continuant cette méme opération jusqu'a Pentier épuisement
des m lettres données, toutes les permutations de ces lettres seront

1.2.3...{m—1)

partagées en m classes, et chaque classe en groupes

v
de'v permutations chacun. Telle est la loi de formation de la pre~
miére classification.

Premicére classification.

abe...kl, adh...ig, ...,
1* classe { ahg...ci, afl...ke, ...,

D I T N R I 4
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bc.‘.,:bd..., .y o - o
o¢ classe { be..., Ogeery ooy i

2

T T R R B S

P T L T I R S R S o

Igeiy lbay <.
mitmeglasse { [k..., Id.ccy ooy

t e e e v B s ve s e

Le nombre s des groupes de cette classification est évidemment
donné par la formule o e

(Ij) ; S=71.2.3...7(m—'—71)m-
. ¥
Cette classification ne produira qu'nn seul et méme tableau, de -
quelque maniére qu’on’s’y prenne pour la former; puisque (voirla
Note), d’une permutation quelconque de chaque groupe du tableau
précédent, on ne peut déduire, par le procédé de Pintervalle constant,
que les permutations de ce groupe. ' ' '

Deuxiéme classification. — Dans le tableau qui précede, réunis-
sons en un seul groupe tous ceux d'une méme classe, et faisons la -
méme chose pour chaque classe; nous obtiendrons une nouvelle clas~ -
sification de m lettres composée de m groupes formés chacun de
1.2.3...(m — 1) permutations. : : ) - o

Deuziéme classification.

Ab.evy Qkiecy voss
bh..., be..., ..,

C8uviy Cfarns weer

Je nombre s des groupes de cette classification étant donné par Ja-
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formule o

_1.2.3...(m—1)m
(2) : S a3 (m—y)

1l est clair que chaque groupe se compose des permutations qui
commencent par une méme lettre suivies des permutations des m— r
autres, et que cette classification ne peut étre faite que d’une seule
maniere.

Troisiéme classification. — Prenons les premiers groupes de cha-
cune des m classes de la premiére classification, et formons un nou-
veau groupe de ces m.v permutations,

abey.. kl, adhe..igueey wouy BCerey bd..oy ooy Igeisy 1bu.y

Prenons de méme les seconds groupes de chacune des m classes de
la méme classification, et formons un nouveau groupe de ces m.v per-
. mutations,

ahg...ci, afl..ke, ..., bew., bg..., ..., lk..., ..., ...

Prenons encore les troisiémes groupes de chacune des m classes de
cette méme classification, et formons un troisiéme groupe de ces m.v
permutations : et continuons ainsi cette méme opération jusqu’a ce
qu’on, ait épuisé les groupes de chaque classe. Nous obtiendrons une
troisiéme classification.

Troisiéme classification.

abe. K, adh...ig, .y bCuny bdocsy ooy lgeey thony ooy
ahg...ci, afl...he, w.., be.y bgu ooy lesy Idoeey ooy

“ F e e s 8 B 8 ¢ e Ny

composée d'un nombre s de groupes marqué par la formule

1.2.3...(m—1)m
Y

(3) | = m.v

formés chacun de m.v permutations assujetties & une méme loi de
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formation, savoir : de v permutations relatives aux polygones étoilés
de Poinsot et déduites d'une permutation quelconque, et des (m — 1)y
permutations qu'on en déduit par le procédé circulaire [*] effectué
sur chacune des v premleres

Comme: pour les deux premleres classifications, cette troisiéme ne
produira qu'un seul et méme tableau, de quelque maniere quon la
forme. Cela résulte évidemment de ce qui a été demontre dans la pre-
miére classification.

Quatriéme classification. — Examinons maintenant si les v permu-
tations, qui forment chacun des groupes de la premiére classification,
ne pourraient pas étre subdivisées en sous-groupes par une méme loi
de formation, A cet effet, considérons les v polygones dem cotés qui
correspondent aux v permutations d’un de ses groupes, du premier
par exemple; polygones qui se déduisent du polygone abc.. .kl en
prenant successivement les sommets, a partlr du sommet a, de pienp,,
puis de p, en p,;,..., et enfin de p, en P55 Pas Pasers Pr étant les
v nombres inférieurs et premiers a m.

Considérons d’abord le premijer polygone abc...kl, et puis 'un des
v—1 autres, celui qui correspond a p; par exemple. De ce second
po]ygone tirons-en un t!’OlSlt",me en sautant, a Pd!‘tl!‘ du sommet a,
de p; en p;. Ce troisiéme polygonc sera également de m cotés puisque p;
est premier & mz; et de celui-ci tirons-en, par la méme loi; un quatriéme
en sautant de p; en p;; et continuons ainsi, jusqu'a ce qu’on retombe
sur le polygone de départ abc. ..kl Nous retrouverons un certain
nombre ¥ des v premiers polygones, le premier compris. Car marcher
dans le polygone abc...kl, d’abord de p; en p;, puis dans le polygone
produit de p; en p;, et ainsi de suite; ce procédé revient évidemment
a marcher dans le premier polygone, d’abord de p; en p;, puis de p?

[*] Considérons une des permutations des m lettres, abe. ..kl par exemple; pla-
cons ces lettres dans cette disposition sur une circonférence de cercle de rayon arbi-
traire, et lisons ces lettres dans I’ordre oil elles sont écrites & partir de & : la permu~ .
tation obtenuwe bc...Ka est dite permutation circulaire de la premicre. En le§ lisant
successivement, 2 partir de ¢, d,.. , [ et dans le méme sens, on obtiendra m — 2
Auntres permutations circulaires. : : .
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en p?,..., et enfin de p;f' en p!: et comme p; est premier 4 m, les puis-
sances p7, pii... p‘,f' sont aussi premiéres & m, et les résidus 2 m de
chacune d’elles sont également premiers & m. Donc ces v’ polygones
se trouvent parmi les v premiers. :

Or, de deux choses l'une, ou ces v’ polygones feront tous les v-pre-
miers ou n’en feront qu'une partie. Dans le premier cas, le nombre p;
ne produit rien de nouveau, et p; est racine primitive de m; dans le
second cas, je dis que v’ est un diviseur de v. .

Car parmi les v polygones prenons-en un qui ne soit pas compris
dans le groupe des v’ formés comme il vient d'étre dit, et déduisons de
ce polygone par la méme loi et avec le méme nombre p; un nouveau
groupe de v’ polygones. Ces nouveaux polygones, ‘qui, d’aprés ce qui
précéde, font partie du méme groupe des v premiers polygones, seront
différents des v’ formés précédemment. Car si un'seul polygone du
second groupe coincidait avec I'un des ¥’ premiers, comme on déduit
toujours par la méme loi, le second groupe des v’ polygones coinci-
derait tout entier avec le premier; ce qui est impossible, puisqu’on
part, pour former le second groupe des v’ polygones, d’'un polygone
qui n’est pas compris dans le premier.

Si aprés avoir 6té des v polygones, qui forment le premier groupe
de la premiére classification, les deux groupes que nous venons de
former et qui se composent chacun de ' polygones, il en reste encore;
on démontrerait de la méme maniére qu'on formerait un troisieme
groupe de v’ polygones différents de ceux des deux premiers, et appar-
tenant encore au premier groupe total; et ainsi de suite jusqu'a ce
qu’il n’en restat plus dans ce groupe total de v polygones. Donc y' est

- o . ¥
un diviseur de v, soit ¥'= .-

Cela étant, formons un groupe des v’ permutations relatives aux v’
premiers polygones produits par p; et que nous appellerons doréna-
vant sous-groupe; formons un nouveau sous—groupe des permu-
tations relatives aux » seconds polygones produits par le méme
nombre p;, et ainsi de suite. Nous subdiviserons, de cetie maniére,
les v permutations du premier groupe de la premiére classification
en @ sous-groupes composés chacun de v’ permutations.

De chacun des groupes de la premitre classe de la méme classifica-
' " Tome X (2° série). — Juiv 1865. 24
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tion nous déduirons, par le méme procédé et avec le méme nombre p;, -

¢ nouveaux sous-groupes. Cela fait, nous déduirons de ces sous—
groupes ainsi formés, par des permutatlons circulaires, de. nouveaux
sous»groupes composes chacun de vl permutatlons et par ce moyen
les {L permutations qu offrent les m lettres se trouveront partagees en-
‘un nombre s de groupes, appeles sous-groupes, determme par la for

‘mule ' 7 ‘

1.2.3...(m —1)m 6

composés chdcun de ~ permutatlons. TeHe est la loi de formatlon de'

la quatriéme c1a551ﬁcat1on. : <

~ Le nombre p; étant un des nombres inférieurs et premlers i m, les
résidus & m de toutes les puissances de p; reviennent périodiquement Ies
mémes. On ne pourra donc, avec ce nombre p; et en suivant la marche -
précédente, decomposer que d’une seule maniére les v.permutations de
chacun des groupes de la premiére cla551ﬁcat10n en @ groupes composés
chacun de v’ permutations. Il résulte de 14 que chacun des nombres
inférieurs et premiers & m produira une seule classification de ‘cette
quatriéme espéce, quelle que soit la manicre dont on s’ 'y prenne pour
la former. '

Remarque I. — Le nombre ¢ étant relatif & pir il faudra, dans les
applications, prendre les valeurs de @ relatives & chacun des y-nom-

bres p,,pg,. cey P

Remargue II —Sima des racines przmztwes et si p; est lune'
d’elles, v'=v, =13 et, par suite, cette formule {4) comude avec la
fornle (1). '

Remarque IIT,"— En réunissant en un seal groupe tous les sous-
groupes de chacune des m classes, on retrouverait la deuxiéme classi-
fication, qui a été déduite de la premiére en réunissant en un seul
groupe tous ceux de chacune des m classes.

Cinguiéme classification. — Cette classification se déduit de la pré-
eédente suivant la méme loi que la troisiéme se déduit de la premiére.
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Nous prendrons donc les premiers sous-groupes de chacune des
m classes de cette quatriéme classification, et nous formerons de ces
my’ permutations un nouveau groupe. Nous formerons également un
seul groupe des m.v’ permutations qui constituent les seconds sous-
groupes de ces mémes m classes; et ainsi de suite pour les troisiémes,
les quatriémes,..., sous-groupes de ces m classes. Les p. permutations
des m classes seront partagées de cette maniére en un nombre s de
groupes déterminé par la formule

__1.2.3.. . {m—1)m
(5) §=  muw 0

composés chacun de m .y permutations.

11 est clair que cetle classification ne peut, comme chacune des
quatre premiéres, donner lieu qu'a un seul et méme partage relatif a
un méme nombre p;, de quelque maniére qu'on s’y prenne pour I'ef-
fectuer. -

Remarque I. — Sion prend p;=1, onav' =1, § =y; et, par suite,
~la formule (5) produit cette autre formule qui nous sera utile plus
tard '

1.2.3...{m—1)m
(6) A § = T

‘Remarque II. — Si m a des racines primitives et si p; est I'une
d’elles, v'=v, § = 1, et par conséquent cette méme formule (5) repro-
duit la formule (3).

Sixiéme classificqtion. — 11 est encore possible de partager les u
permutations de m lettres en dezzx groupes jouissant de la propriété
suivante : toutes les permutations d’un méme groupe se déduisent les
unes des autres par un nombre pair de substitutions successives de
deux lettres quelconques, tandis que les permutations d'un des groupes
se déduisent de celles de I'antre par un nombre impair de substitu-
tions successives de deux letires quelconques.

Admettons en effet que cette classification soit faite pour les permu-
tations d'une méme classe de m letires, je dis que nous pourrons

24.. .
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partager toutes les permutations de ces m lettres en deux groupes
jouissant de Ja propriété énoncée. Car pour passer des permutations
d’une classe quelconque i celles d’une autre, il suffit d’effectuer sur les
premieres des permutations circulaires & m lettres. Mais toute permu-~
tation circulaire 4 i lettres, déduite d’'une permutation donnée, peut
étre obtenue en effectuant sur cette derniére m — 1 substitutions suc-
cessives de deux lettres ayant une letire commune [*]."

De la il suit que si m est impair, m — 1 sera pair; et dans ce cas,
il faudra joindre a chacun des deux groupes, connus par hypothese et
relatifs & une méme classe, toutes les permutations qu'on en déduit
respectivement, par le procédé circulaire; et continuer cette méme-

" opération jusqu’a ce qu'on ait épuisé les m letires données. Par ce

moyen, foutes les permutations des m lettres seront évidemment par-
tagées en deux groupes ayant exactement les mémes propnetes que
les deux groupes relatifs & une méme classe.

De 1a il suit encore que si au contraire m est pair, m — 1 sera im-
pair; et dans ce cas on déduira, comme précédemment, de chacun
des groupes connus et relatifs & une méme classe, les permutations cir-
culaires commencant par les secondes lettres de ces permutations; mais
on devra joindre alternativement celles déduites du premier groupe &
celles du second, et vice versd. Et puisque la somme de deux nombres
impairs est un nombre pair, on devra joindre, au contraire, respective-
ment aux permutations du premier et du second des deux nouveaux
groupes celles que I'on déduit du premier et du second des deux
groupes primitifs par le procédé circulaire en commencant aux troi-
siémes lettres. On joindra encore alfernativement aux permutations
du premier et du deuxiéme des deux derniers groupes obtenus les:
permutations circulaires que 'on déduit du premier et du second des
deux groupes primitifs en commencant par les quatriémes lettres de.
ces permutations, puisque la somme de trois nombres impairs est un
nombre impair. On continuera ainsi cette méme série d’opérations
jusqu’a ce qu’on ait épuisé les m lettres données; et, par ce moyen, il

[*] Ainsi, de abcde par exemple, on déduit la perinutation circulaire bedea qui
peut étre encore obtenue en effectuant sur-abede les quatre substltunom successives
de deux letires, ak, ac, ad, ae ayant une lettre commune a. )
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est clair que toutes les permutations de ces m lettres seront partagées
en deux groupes jouissant de la propriété énoncée.

Pour effectuer cette sixiéme classification, il faut donc connaitre
les deux groupes primitifs d'une méme classe; mais toules ces permu-
tations commencent par une méme lettre, il suffit donc de savoir
partager en deux groupes jouissant de la méme propriété les permuta-
tions de m — 1 lettres. Or, cette derniére classification peut étre faite,
d’aprés ce qui vient d’étre dit, si on sait effectuer cette méme clas-
sification pour les permutations de m — 2 lettres; et ainsi de suite.
En sorte qu’il suffit de classer les permutations de trois lettres a, &, ¢
en deux groupes jouissant de la méme propriété. Ce qui est aisé, car la
remarque I de la cinquiéme classification appliquée a trois lettres
donne les deux groupes

- abc, bea, cab,

ach, cba, bac,

tels que les permutations d’un méme groupe se déduisent les unes
des autres par un nombre pair de substitutions successives de deux
lettres, tandis que celles d’un groupe se déduisent de celles de I'autre
par un nombre impair de substitutions successives de deux lettres.

Remarque. — Nous avons dit que deux substitutions successives de
deux lettres, ayant une lettre commune, équivalent & une permuta-
tion circulaire de trois lettres : ainsi les deux substitutions ab, ac faites
successivement sur abc produisent la permutation circulaire bca. Done
les permutations de chacun des deux groupes de cette sixieme classi-
fication se déduisent les unes des autres par des permutations circu-
laires de trois lettres quelconques [*]. '

Classification composée. — Dans les six classifications qui précédent
nous avons eu égard aux m letires données; mais on peut décomposer
préalablement les m lettres d'une permutation quelconque en « suites,

[*] La loi de formation de cette sixiéme classification fournit un moyen trés-simple
pour obtenir le déterminant de m* quantités et pour démontrer les propriétés remar-
quables de cette fonction. ‘ ‘
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et soumettre les lettres de chacune d’ elles 3 a lune des six premxeres’
classifications. - , : '
Soient m, le nombre- de lettres. de la premiére snite qm seront par
' exemple les m, premiéres de cette permutation, m, le nombre de
lettres de la deuxiéme suite qui seront les m, lettres qui sulvent ete.;
et enfin m, le mombre de lettres de la dermere su1te qui seront
les m, derniéres; on aura - D R

m;m,%lnz—-lf,..—}-nzy‘:

et soumettons les. m, premiéres letires, les m, qui suivent, etc., et
les m,, derniéres de cette permutatmn a-des classifications déferminées,
mais quelconques et prises parmi les six premiéres. Soient M,, Myseses
M, les nombres de permutatlons que l'on obtient en opérant successk
- vement et isolément sur les m, premiéres letires, sur les m, qui sui-
vent, etc., et sur les m,. derniéres; en sorte que chacun d’eux soit égal -
4 I'un des dénominatenrs des formules (1), (2),(3), (4), (5) (6) ou
au nombre 2, et relatif soit & m, soit & m,, ete., soit & m,. Le
' nombre de permutations que 'on déduira de la permutation donnée
4 m lettres sera évidemment égal an pl’OdLIIt M, M,.- .M : de toutes
ces permutations nous formerons le premier groupe. :
Supprimons ces permutations de toutes celles qu’offrent les m letlres,
et parmi celles qui restent prenons une permutation quelcouque sur -
laquelle nous ferons exactement ce que nous avons fajt sur la pre-
miére : nous obtlendrons MM,...M, nouvelles permutanons de’
m lettres dont nous formerons le second groupe Je dis nouvelles, '
car si on considére une. quelconque des permutatmns du premier
groupe, et si on fait sur elle les mémes opérations qu'on 2 effectuées
sur la premiére, on reprodmra ce méme premier groupe; puisque la.
- loi de formation de chaque groupe d’une quelconque des six classi—-
fications qui précédent reproduit les permutations de ce groupe quelle
que soit celle de ses permutations que. Pon soumette 4 cette loi. Tlen
est évidemment de méme du second groupe; donc si une des perma--
tations de ce groupe coincidait avec I'une de celles du premier, comme
on déduit tonjours par la méme loi, toytes les permntations du second
groupe coincideraient avec: celles du premler : ce qui est lmposmhle, '
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puisque pour le former on est parti d’une permutation différente de
celles de ce premier groupe.

Otons des p1 permutations des m lettres ces nouvelles permutations
de toutes celles que nous avions aprés la premiére suppression; et
considérons, parmi celles qui restent, une permutation quelconque
avec laquelle nous produirons, de la méme maniére, M, M,...M, per-
mutations dont nous formerons le troisiéme groupe, et qu’on démon-
trerait, par le méme raisonnement, étre différentes de celles des deux
premiers. Et continuons ainsi cette méme opération jusqu’a ce qu’on
ait épuisé toutes les permutations des m lettres; ce qui arrivera inévi-
tablement, puisque toute permutation différente de celles qui se
trouvent dans les groupes déja formés produit M, M,...M,, permuta-
tions nouvelles. Nous aurons partagé ainsi les g permutations de
m lettres en un nombre de groupes déterminé par la formule

, ) _r.2.3...(m—1)m
(7) S=E MWLM,

29

composes chacun de M;M,...M,, permutations, et assujettls a une
méme loi de formation; loi variable dans les applications.

Mais quelle que soit celle que 'on adopte, I'une quelconque des
permutations d’'un de ces groupes reproduisant toutes celles de ce
groupe par cette loi, la classification qu’elle produit est unique de
son espece, comme les six premiéres; ¢’est-a-dire qu’elle ne donne lien
qu’a un seul et méme tableau, de quelque maniére qu’on la forme.

Application. — Comme exemple des six premiéres classifications,
nous prendrons m=15; auquel cas p;=1, p,=2, p,=3, Ps= 4,
v =4, et la formule (1) donne s=3o0.

Le premier tableau sera donc :

‘ Classes.  Groupes. Permutations.

{1 abede, acebd, adbec, aedch,
abced, acdbe, aebde, adech,
abecd, aedbe, acbde, adceb,
aebed, abdec, acedb, adebe,
abdce, adebe, acbed, aecdb,
adbee, abede, acdeb, aechd;

O TrdiN W
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Classes. 7 Groupes. B Permqtations. .
. ‘ -7 bedea, bdace, becad, baedc,
2 t 8  bceda, beacd, ba'cae, badec,

.......................

3 13 cdeab, cebda, cadbe, cbaed
4,' [ 19 deabc, daceb, dbeca, dcbae
e g P S e
5 o5 eabed, ebdac, ecadb, edcba,

Le tableau relatif 2 la deuxiéme classification sera,’d’épré’s:la nota-
tion adoptée et en observant que la formule (2) donne s = 5:.

Groupes. " Permutations.

i I, 2 39'_4a 57 6,
7, B, 9, 10, If, 12,
13, 14, 15, 16, 17, 18,

19, 20, 21, 22, 23, a4,

[S4 3~ S SUI ]

25, 26, 27, 28, 29, 3o.

La troisiéme classification produira le tableau suivant, s étant

égal 26 :

Grdupes. . - Permutations. B
I &, 17, 13, 19, 25,
2 a, 8, 14, 20, 26,
3 . 3, 9, 15, 21, 27,
4 4, 10, 16, 22, 28,
5 5, 11, 17, 23, 29,

o
o

12, 18, 24, 3o.

La qualriéme classification -donnera le tableau suivant en prenant
= 4, auquel.cas 6 =2 et la valeur s donnée par la formule (4) est
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égale 4 6o :

Classes. Groupes. Permutations.

1 abede, aedch,
2 acebd, adbec,
3  abecd, adceb,

13 bedea, baede,
2 14 bdace, becad,

--------

Le tableau de la cinquiéme classification sera, la formule (5) don-
nant s = 12 et en adoptant la notation du tableau précédent :

Groupes. Permutations,
1 1, 13, 25, 37, 49,
2 2, 14, 26, 38, 5o,
12 12, 24, 36, 48, 6o.

La sixiéme classification donnera enfin les deux groupes suivants :
1¢T groupe.
abcede, acdbe, adbce, adceb, abdec, acbed,
adebc, abecd, acedb, aedbe, acebd, aedcb,

plus les permutations circulaires de ces 12 écrites, el prises successi-
vement par rapport aux lettres de rang 2, 3, 4, 5.

2¢ groupe.
abdce, adcbe, acbde, acdeb, adbec, abced,
acebd, adech, abedc, aebed, aecdb, aedbe,

plus les permutations circulaires de ces 12 écrites, et prises successive-
ment par rapport aux lettres de rang 2, 3, 4, 5. -

Tome X (2¢ séiie). — Juix 1865, 25
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groupes, il s’ensuit que le théoréme est démoniré.
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II.-

PROPRIETE GENERALE DES GROUPES DES CLASSIFICATIONS
PRECEDENTES. -

Nous démontrerons d’abord le théoréme suivant :

“TrrortmE 1. — Les v- permutations d’un quelconque des groupes de
la premiére classification Jforment un seul et méme ordre. -

En effet, placons sur une circonférence de cercle de rayon arbitraire
et a égales distances les unes des autres les m lettres données, dans
Tordre qui produit la premiére des permutations du groupe que P'on
considére, et formons les v polygones relatifs aux v permutations de
ce groupe. 7 7 3 ' ’ _—

Le premier polygone s'obtient en joignant.un A un les m points dési-
gnés par ces lettres, ce qui exige qu’on parcoure une seule fois la cir-
conférence. Généralement le polygone relatif aa nombre p;, inférieur
et premier & m, s’obtient en joignant.les mémes points de p; en p;, &
partir du point considéré.comme origine; ce qui exige qu’on parcoure
p: fois cette méme circonférence. Mais, lu théorie de ’ordre étant indé-
pendante de la notion de grandeur, et n'étant relative qi’'a celle de la
disposition des choses, ce dernier polygone peut étre obtenu, comme le

‘premier,: en parcourant une; seule fois une circonférence- d’un rayon

p; fois plus grand, et en prenant sur elle m points & égales distances
les uns des autres. Et comme ce résultat est vrai pour toutes les valeurs
Pty Pare+-y Pv de pi, il Sensuit que les » polygones relatifs aux v per-
mutations du groupe que l'on considére coexistent tous dans un seul

quelconque d'entre eux, comme les racines d’une méme équation,

sans qu’on puisse les distinguer ou les isoler par ancune analyse. Done
ces v polygones ne sont autre chose qu'un seul et méme polygone.
Nous dirons dorénavant que les .y permutations qui correspondent
4 ces mémes v.polygones ne forment gu’un seul et méme ordre; et
comme ce résultat est vrai pour-les.permutations.de chacun des autres

Corollaire I. — Tl résulte de li :: 1° que 'si on:cherche ie ,&céﬁéﬁc

- - .
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d’un polygone régulier de m cbtés: inscrit dans un cercle de rayon
donné r, ce cdté doit dépendre d’une équation de degré v dont les
racines sont les c6tés desv polygones étoilés de Poinsot; et la remarque
du théoréme I du Mémoire déja cité prouve que cette équation ne
doit contenir que les puissances paires de &, et que son degré se réduit

, v
par conséquent & —;

2° Que si on cherche dans quel cercle de rayon x on peut inscrire
un polygone régulier de m cotés avec un coté donné ¢, ce rayon doit

_ dépendre d'une équation de degré 5”

Corollaire IT. — 11 résulte aussi de ce théoréme et de ce quia été
démontré dans la quatriéme classification que les v permutations de
chacun de ses groupes forment un seul et méme sous-ordre.

TrtorimE I1. — Les permutations d’un quelconque des groupes de
la premiére classification sont inséparables pour tous les échanges
possibles des lettres qui les forment. .

Toutes les permutations d’'un quelconque des groupes de cetle
classification ne sont en effet, théoréme I, qu'un seul et méme poly-
gone, qu’un senl et méme ordre. Dong, si, par un échange quelconque
de lettres, une des permutations de I'un de ses groupes se change en
une autre du méme groupe, cet échange de lettres, effectué sur toute
autre permutation de ce groupe, transformera nécessairement cettg
permutation en une autre du méme groupe. Donc ce méme échange
de lettres, opéré successivement sur les v permutations de ce groupe,
transformera les unes dans les autres, ne fera que les déplacer.

Si, au contraire, un échange de lettres transformait une des permu-
tations de I'un des groupes du premier tableau en une autre d'un
groupe différent, cet échange de lettres transformerait, théoreme I,
toute aulre permutation du premier groupe en une autre du second.
Donc cet échange de lettres, opéré successivement sur les v permuta-
tions du premier groupe cousidéré, changerait ces v permutations en
celles du second; et le premier groupe se substituerait tont entier au
second. -

. Ainsi, le théoréme est démontré.
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TatoriME III. — Les permutations d’un quelconque des groupes de
la deuxiéme classification sont inséparables pour tous les ec/mmces
possibles des lettres qui les forment.

1l résulte en effet de cette classification que chaque groupe se com-
pose d’une méme lettre suivie des m — 1 autres, permutées de toutes
les maniéres possibles. Donc si un échange quelconque de lettres trans-
forme une permutation d’un des groupes de cette ¢lassification en
une autre de ce groupe, il est clair que cet échange de lettres ne chan-
geant pas la lettre immobile de ce groupe transformera toute autre
permutation de ce groupe en une autre du méme groupe.

Si, au coniraire, un échange de lettres transformait une des permu-
tations d’un des groupes de cette classification en une permutation
quelconque d'un autre gronpe, la premiére lettre immobile et refative
au premier groupe que l'on considére serait donc changée en la pre-
miere qui est immobile et relative 4 cet autre; et dés lors cet échange
de lettres, effectué sur toute autre permutatlon de ce premier groupe,
changerait cette permutation en une antre du second:

Ces deux résultats démontrent le théoréme énoncé.

Remarque. — La loi de formation de cette classification et le théo-
réme I prouvent que toutes les permutations d’'un quelconque de ses
groupes sont relatives & Zous les polygones d’'un méme sommet, c’est-
a-dire & tous les ordres vus d’un méme point; du point @ pour le pre-
mier groupe, du point b pour le second etc., et du pomt [ pour le
dernier.

Taforime IV, — Les permutations d’un quelconque des groupes-de
la troisiéme classification sont inséparables pour tous les échanges pos-
sibles des lettres qui les forment.

Car les permutations d’un quelconque -des groupes de la premler
classification forment, théoréme T, un seul et méme polygone, un seul
et méme ordre, et les permutations d’un quelconque des groupes de
la troisiéme se déduisent des premiéres en les lisant circulairement &
partir de la lettre a, puis de la lettre b, et ainsi de suite jusqu’a la der-
ni¢re [. Deonc les permutations d’'un des groupes de cette troisiéme
classification constituent un seul et méme polygone, un seul et méme
ordre vu successivement de chacun des m points a, b,..., L.
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De 14 il suit que si un échange de lettres transforme une permuta-
tion d’un des groupes de cette troisiéme classification en une autre du
méme groupe, cet échange ne fera pas sortir du point de vue de cet
ordre, et que par conséquent il transformera toute autre permutation
de ce groupe en une autre du méme groupe. De la il suit encore que
si, au contraire, un échange de lettres transforme une permutation
d’un des groupes de la méme classification en une quelconque d’un
autre groupe, cet échange de lettres fera passer du point de vue
relatif au premier groupe que I'on considére 4 celui du second, et
que par conséquent cet échange de lettres transformera toute autre
permutation de ce premier groupe en toule autre du second.

C. Q. F. D.

TrtoriME V. — Les permutations d’un quelconque des groupes de
la quatriéme classification sont inséparables pour tous les échanges
possibles des lettres qui les forment. ;

En effet, les permutations d’un quelconque de ses groupes se dé-
duisent de 'une d’elles, d’ail}eurs arbitraire, en sautant dans le poly-
gone qui lui correspond d’un méme intervalle constant, en sautant du
méme intervalle dans le polygone obtenu, et ainsi de suite, cette opé-
ration étant répétée un nombre de fois déterminé. Donc, si, par suite
d’un échange de lettres, une permutdtion d’un groupe quelconque se
transforme en une autre de ce groupe, cet échange de lettres équivaut
a4 l'opération précédente répétée un nombre de fois déterminé : mais
-cette permutation obtenue ou le polygone qui lui correspond n’est
autre, corollaire II du théoréme I, que le polygone qui correspond &
la_premiére ot 'on a changé la notation; donc ce méme échange de
lettres effectué sur cette autre permntation obtenue produira néces-
sairement une permutation du méme groupe. Donc cet échange de
lettres transformera les permutations de ce groupe les unes dans les
autres, ne fera que les déplacer. '

De plus, les permutations d’un quelconque des groupes de cette
classification ne formant qu'un seul et méme sous-ordre, il en résulte
que si un échange de letires transforme, au contraire, une permuta-
tiond’un de ses groupes en une autre d’un groupe ditférent, cetéchange
de lettres effectué sur toute autre permutation du premier groupe que
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I'on considére transformera toute autre permutatlon de ce premxer
groupe en une autre du second.
Ainsi le théoréme est demontre. :

TrforiME VI. — Les permutations d’un quelconque des groupes de .
la cinquiéme classification sont inséparables pour tous les échanges
posszbles des lettres guz les jbrment ,

* Car la loi de formanon de cette clasmﬁcatmn et le corollaire II du
- théoréme I prouvent que les permutatxons d’un quelconque de ses
groupes constituent un seul et méme sous-ordre vu successivement
de chacun des m points a, b,.. ., L. On peut donc appliquer aux groupes
de cette classification le méme raisonnement que celui qui a été ap-
phque aux groupes de la troisiéme : ce qui demontre le théoréme
énoncé, '

Tratorime VIL.— Les permutations d'un quelconque des groupes de
la sixiéme classification sont inséparables pour tous [es échanges pos-
sibles des lettres qui les forment. 3

__ En effet, une quelconque des permutations 4 m lettres étant donnée,
I’'un de ses denx groupes se compose de toutes les permutations qui
s'en déduisent par un nombre pair de substitutions successives de
deux lettres quelconques; et I'autre groupe se compose de toutes celles
qui s’en déduisent par un nombre impair de substitutions successives
de deux lettres quelconques, les permutations de ce dernier se dédui-
sant par conséquent les unes des autres, comme le premier, par un
nombre pair de substitutions successives de denx lettres arbitraires.

Donc, si un échange de lettres transforme une. permutation quel-
conque d’un des deux groupes en une permutation de ce méme groupe,
cet échange de Jetires équivaudra 4 un nombre pair de substitutions
successives de deux lettres; dés lors ce méme échange transformera
toutes les permutations de ce groupe les unes dans les autres.

" 8i, au contraire, un échange de leitres transforme une permutation
quelconque de 'un des deux groupes en une permufation de Tautre,
cet échange de lettres équivaudra 4 un nombre i Impmr de subshtutrons
successives de deux lettres quelconques. Donc ce' méme échange trans-
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formera toutes les permutations de Pun d’eux en toutes celles de
Tautre. '

TatoriMe VIII. — Les permutations d’un quelconque des groupes
de la classification composée sont inséparables pour tous les échanges
possibles des lettres qui les forment.

Car les divers procédés qui déduisent d’une quelconque des per-
mutations d'un des groupes de cette classification toutes les permuta-
tions de ce groupe déduisent également toutes les permutations d’'un
autre groupe d'une quelconque de ses permutations. On peut donc
appliquer & ces groupes un raisonnement analogue au précédent : ce
qui démontre le théoréme. ‘

Tatorime IX. — Les nombres 1, 2, p. et les valeurs s déterminées
par les formules '

__1.2.3...(m—1)m

(I) § = — ’

1.2.3...(m—1)m

) ETER N =
®) = hrdrn=te,
(4) , S=I.2.3...”(m——1)m.6,
© e
(6) - : s=1.2.3.A..”(lm’__;)m,
M =T

sont des nombres qui expriment combien de valeurs distinctes prennent
les fonctions intransitives de m lettres par' les permutations de ces
lettres. ‘

En effet, si on réunit en un seul groupe tous les groupes ou ordres

des m classes de la premiére classification, et si on prend une fonction
symétrique des valeurs d’une fonction arbitraire de m lettres qui soient
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relatives & toutes les permutations de ce gro upe umque, on obtlendra
évidemment une fonction de m lettres qui n’aura qu’une senle valeur,
et qui sera, par suite, symétrique par rapport a ces m lettreq ,

La fonctlon lmeau‘e des m lettres a, b,..., 1 '

Aa+Bb+...+ Ll

dont les coefficients A, B,..., L sont indépendants, prend évidenrment
un nombre de valeurs marqué par-le nombre total des permutahons
qu'offrent ces m lettres.

Etil résulte du théoréme IV de notre dermer travail [*] que, pulsque '
toutes les permutations de m lettres peuvent étre partagées, d’aprés
ce qui précéde, en s groupes de permutations inséparables, s étant
égal & 2 ou déterminé par une quelconque des sept formules précé-
dentes, il existe des fonctions de m lettres dont les nombres de leurs
valeurs distinctes sont 2 ou s : et ces fonctions sont généralement intran-
sitives d’aprés les définitions adoptées, puisque dans les classifications
dont il est ici question aucune des m letires ne demeure immobile.

Remarque. — La formule (7) produit un grand nombre de théo-
rémes parmi lesquels nous devons remarquer le sulvant, a cause de
son utilité dans les apphcatlons

Tadoriue X. — Si on décompose le nombre de lettres m en deusx
parties m,, m, et si M,, M, désignent respectivement les nombres de
permutations qu’on obtient en soumettant les m, premiéres lettres et
les m, secondes a ['une quelconque des six premiéres classifications,
parmi les nombres propres & représenter combien de valeurs distinctes
prennent les fonctions de m lettres, il y a ceux que Ion obtient en
multipliant les nombres de valeurs distinctes que ces fonctions pren-
thratent par les permuiatzons de m, lettres par le facteur

(nz,+1)(m1+2 cod(m—1)m- '
M.

Car, parmi les nombres s de valeurs distinctes que prennent les

[*] Journal de Mathématiques pﬁblié par M. Liouville, février 1865.
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fonctions de m lettres, il y a les valeurs de s données par la formule
générale (7). Or, cette formule, m étant égal & m,+ m,, peut se
mettre sous la forme.

-

1.2.3...m (m+1){m+2)...(m—1)m
M:x M, d

mais, d’aprés le signification de M, et d’aprés les six premieres for-
mules du théoréme précédent, le facteur

1.2.3...my
M,

représente le nombre de valeurs distinctes que prend une fonction
de m, lettres par les permutations de ces lettres; donc I'équation pré-
cédente démontre le théoréme énoncé.

Corollaire.—Si m, = m— 1, auquel casm, =1 et M, =1, le second
facteur du second membre de I’équation précédente est égal 4 m. Donc,
parmi les nombres propres & représenter combien de valeurs distinctes
prennent les fonctions de m lettres par les permutations de ces lettres,
il y a les produits par le nombre m des nombres de valeurs distinctes
que prennent ces fonctions par les permmntations de m — 1 lettres,

NOTE.

Trtorime. — Les v permutations d’'un quelcenque des groupes de
la premiére classification sont telles, que, U'une d’elles étant donnée,
on en déduit, par le procédé de Uintervalle constant, les mémes v per-
mutations.

Considérons en effet 'une d’elles, celle qui est produite par exemple
par le nombre p; inférieur et premier 4 m, et marchons dans cette per-
mutation de p; en p;, py étant un autre nombre inférieur et premier
3 m. Marcher dans la permutation que I'on considére d’abord de p;
en p; et ensuite de p; en p;, dans la permutation produite, cela revient
évidemment 4 maycher dans la premiére de p;p; en p;ps. Or, chacun
26

Tome X (2° série). — Jrux 1865,
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des nombres p: et pn étant premler 4 m, leur produit sera aussi pre-

mier & m; et je dis que le résidu a m de p;p,, sera encore prermer am.
Car, en ﬂe51gnant par r ce resndu et par M un nombre entier, on aura

o PiPr= M.m + r;

et, si m et r avaient un facteur premier commun «, le second membre
de cette égalité, et par suile le premier, serait divisible par «; et par
conséquent p;p;, ne serait pas premier & m. Donc ce résidu est I'un des
nombres p,, ps,..., p, inférieurs et premiers & m, et par conséquent la
- permutation obtenue comc1dera avec 1une de celles qm forment le
groupe que I'on considére, : o : :

Je dis de plus que si on remplace successivement ph par pi, Passees Po
les v permutations qu'on déduira de celle que nous avons-d’abord
considérée et qui est relative & p; sont toutes différentes les unes des:
autres. Il suffira de prouver pour cela que les résidus & m des v pro-

~duils pyp;, Papiye-., pop: sont tous différents. Car si deux d’entre eux,

“ceux de p.p;, pup: par exemple, étaient égaux, la différence de ces
produits (px— px)p; serait un multiple de m; ce qui ne peut etre,
puisque p; est premier a.m et que p; — py est inférieur & m.

Donc enfin les v permutations d’un quelconque des groupes de la
premiére clasmﬁcatlon sont telles, que, I'une d’elles étant donnée, on-
en déduit ces mémes v permutations par le procede de lmtervalle
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