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?

ST LT IR T T I A L ATV VA LT VALY IMATLTTALTALAALLA AWV

SUR LA FORME
X%y ++ 2 21 4 2u® + 40
Par M. J. LIOUVILLE.

1. La détermination du nombre des représentations d’un entier
donné n ou 2*m (m impair, « = o, 1, 2, 3,...) par la forme 2 six va-
riables )

X2 - 2 - e o n® - e

exige aussi ’emploi de la fonction numérique

Jo 2 (m),
c’est-a-dire de la somme
d—1

S(=1) ",

relative aux diviseurs conjugués d, ¢ de Ventier m = d¢. Parcourons
graduellement les divers cas qui peuvent se présenter au sujet du
nombre demandé ;

N (2%m = 2® % + 22 + 282 + 20 + 4v?),

et nous verrons qu’il n’y en a qu’un seul ot la fonction p, (m) ne suf-
fise pas sans 'adjonction d’auntres fonctions numériques auxiliaires.

2. Le cas le plus simple est celui d'un entier impairement pair 2m.
On a

N (2m = a* +y* + 2* + 28® + au?® + [o?) = 16p, (m).
Ainsi, par exemple,

N(a=x*+ >+ 2"+ 28° + 2t® + 4%, =16, -
20..
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vésultat confirmé par les identités 7 7
2 = (1) + (i 1)? + 0%+ 2.0° + 2.0% -+ 4.0%
et B : : - S
2.—:02-1-02—{—02—';- z(i;)'-'—}— 2.0* + 4

En y effectuant les permutatlous convenables, la premiére de ces

- identités fournit douze representatlons de V'entier 2; la seconde en
fournit quatre. Or

12+ 4= 16
Pour vérifier l’exacntude de 1’equat10n
N(6=ux? '—i—‘){z —g—_z2 + 22? + 20 + [w"’) =128,

que notre formule donne ensulte, ons’ appmera de la méme mamere
sur les identités :

20 4+ (1) (% 1)2+2.02+2;02+4.02,

2)* 4+ 0% 4 0% + 2(£ 1) + 2.0 + 4.0%, 7
1)? (+I)2+02+2(+»I)é+2(+1)2—|—-402
1)? + (= 1) + 0® 4 2.0% + 2.0? + 4(= 1)2

—+ 0% 1 o? +0 +2(+1)2+2 02+4(+1

|l
I+

l+ I+ l+

o oo oo
I

ll

(
(
(
(£
0 -

Eu egard aux permutatmns qu’elles comportent, la premlere et la
seconde de ces identités fournissent chacune v1ngt-quatre représenta-
tions de I'entier 6 par la forme

x? + y? +z2+2t2f;—2u2+4¢2;

la troxsleme en fournit quarante-hult et les deux dermeres respecﬂ- -
vement vingt-quatre et huit.- Or

: 24 + 24 + 48 + 24+ 8 = 128,
3. Pour un entier pairement pair, ¢’est-a-dire pour le cas de '

@>1,
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la formule est

: m—1
N(2%m =ax* +y*+ 2* + 212 + 20>+ 4¢?) =4[[;“—-(—-1) 2 Jpg(m).
Ainsi, par exemple,

N(4=a+ >+ 25 + 28 + 20 + 40*) = bo.

Ce résultat est confirmé par les identités

4=(%2)* + 0* + 0% + 2.0* + 2.0 + 4.0%,

h=(F12+ (1) +0*+2(Ex 1)+ 2.0°+4.0°%

f=0+0*+o0*+2(x1)2+2(x1) -+ 4.0%

f=0%+ 0%+ 0%+ 2.0 + 2.0+ 4 (= 1),
dont les deux premiéres comportent des permutations dont on doit

tenir compte.
Notre formule donne encore

N8 =x*+y* +2° + 2f® + 20’ + 40*) = 252,
puis
NO2=a®+*+ 22+ 22* + 20° + 4¢*) = 544;

mais je ne veux pas trop insister sur ces calculs.

4. Le cas de m impair se subdivise en deux autres, suivant que 'on a

m=4g+3
ou
m=A4g+ 1. -
Quand
m=4g + 3,

on prouve aisément que -
N(m =+ y* + 2% + 28® + 24> + f*) = [jp, (m).
Ainsi, par exemple,

N(B =x*+y*+ 2"+ 28 + 20® + fp*) = 32.
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Clest ce que confirment les identités R e
3= (R0 4 (1) + (£ D)+ 2.0+ 2.0% + 4.0°
3=(x1?+ 0+ 0+ 2(F 1)+ 2.0° + 4.0%.
‘La premiére de ces identités fournit immédiatement huit représenta—
tions de l'entier 3. La seconde, qui compoxte des permutanons, en”
fournit vingt-quatre. Or : '
7 8 -+ 24 = 32.
La formule o '

N (nz=x2+]2—i—z2+212+2u- 4v-)_[;pz (nz)

ne devient inexacte pour umn entier m de la forme

hg+r

que quand cet entier est décomposable en une somme de deux carrés.
Alors il faut poser autant de fois qu’on le peut I'équation

m = {2 + 452,

ou 'entier i est supposé positif, tandis que lentler s est mdlfferem- '
ment positif, nul ou négatif, compter le nombre

p(m) 7 :
~ des décothpositibnside m ainsi obtenlies-, enfin calculerrla somme
e
relative 2 leur ensemble. Cela fait, on aura
N(m-—x —l—y + "2+2i2—l— 20+ 402) bpo(m) + 421 —2mp(m)
Les deux dermers termes dlsparalssent d’eux-mémes quand l’equatlon
7 m=1i%4 4s* N

est impossible, et I’on retombe alors sur la formule donnée plus haut.

-



PURES ET APPLIQUEES.

Mais pour
m=ri,

par exemple, il faut avoir égard a ’équation

1 =124 j.0%,
en vertu de laquelle
p{my=1
et
Z i’=1.
Comme d’un autre coté 7
p2(1)=1,

on devra avoir

NO=a+ )2+ 2° + 28?4+ 20 + f0?) =,

C’est ce que confirme l'identité
1=(=x1)*+ 0%+ 0%+ 2.0° + 2 0> + 4.0%,
ou I'on peut faire occuper i
trois places distinctes.
Soit encore
m = 5.
On aura les deux décompositions
S5=1%+ 4.1*
et V a
: 5:12—!-4(——1)2,

desquelles on conclura, pour cette valeur de m,

p(m) =2

Zi2=2.

et



160 JOURNAL DE MATHEMATIQUES
D’ailleurs
p2(5) = 26.
Notre formule donnera donc
N(5=a%+4 g+ 22 + 282 + 20 4+ [v*) = g2.
Les identités & employer pour vérifier ce résultat sont

5 = (= 2)® <+ (= 1)* + 0® + 2.0° +2.0% -+ 4.0%,
5=(= I)V2V—|—('l_— 1)2 + (1) + 2(*= 1) + 2.0% - 4.0%,
5= (== 1) 4 0% 4 0 2 (£ 12 2 (E 1)+ 4.0%,
5'—:(:’:1)"’-;-02—|-02--l—2;02——i—2.027—l-4(i 0

En ayant égard aux permutations quelles comportent, on tire de la
premiére de ces identités vingt-quatre représentations de I’entier 5,
trente-deux de la seconde, vingt-quatre de la troisiéme, huit dela
quatriéme. Or - : '
' 24+ 32424+ 12=092.

°

Je ne pense pas qu'on désire d’autres exemples.




