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ARVATMANN TN LA TATM AT AT ITTA TR AT T TIATALA I TR TG A R LLIA LI AL

SUR LA FORME
X%+ A 2 2 - fu? - G0
Par M. J. LIOUVILLE.

1. On demande une expression simple durnombre
N(n=ax*+ y* + 2° + £* + fu* + 4v?)
des représentations d’up entier donné n par la forme & six variables
2+ y? 20+ 2 4 Lt + 4R
Pour répondre 4 cette question, noué poserons
n= 2%m,

m étant un entier impair et I'exposant « pouvant se réduire & zéro,
puis nous introduirons, comme dans P'arlicle précédent, l1a fonction

pe (m), ’
ou

2("" I) ? d27

le signe sommatoire étant relatif aux diviseurs conjugués d, ¢ de ’en-
tier m = dd.

9. La fonction

p2(m)
suffira toujours s'il sagit d’un entier pair, c’est-d-dire si P'on suppose

« > Q.
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Con51derons d’abord un entler 1mpa1rement pan‘ am. la formule
: cherchee sera '

N(2m = z* + y* —l— 2% - 1% 4”2—"[{"“) = 24(’2(”7')
Pa'rrexemple, i |

N(2=x+y"+ 2"+ £ + fu* + 49*) = 24,

résultat facile a vérifier au moyen de'lfidentité
2=(x1)"+ (:': )2+ o* + o* +4.02'+ 4.02
eny effectuant les permutahom convenables Les deux 1dent1tes

_—_(_-1;2)2 (1) + (+1)2—|—o +4o +40
¢ _
© .—--('4‘1)2 (+ 1)2—1—0 +o +4(+ 1) —l—4 o?

serviront de méme a prouver que I on a
N(6 = x* e hu? + 49?) = 192,

comme l’1nd1que notre formule
Qu'il s’agisse maintenant d’un entier pan'ement palr', en sorte que—
Yon ait
«>1.
La formule sera alors - ‘

m—1]

N(2 = 2® 4 ¥+ B +t2+4u“’+4v2)—7 [ 2,“—’—7('—-1) ? ]éz('n)-

On a, par exemple,
N (4= x2+y + 22+ 2+ 4t +4v2)__28
résultat conﬁrmé par les trois idenﬁ tés
b= (1) (£ 1)+ (0 (1) 4+ 4.0+ 4.0%
—(+2) 4 0% + 0% + 0% + 4.0% + 4.0% + 4.0%,
4 =0*+0o* —|—o +o —i-[;(—l—r)“—i-l;o. :
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La premiére de ces identités fournit effectivement seize représenta-
tions de Ientier 4 par la forme

x4+ y 454 2 4 fud + 492

La seconde en fournit huit et la troisiéme quatre, lorsqu’on a soin
d’y opérer les permutations convenables. Or

16 -8+ 4= 28.
On vérifiera de méme l’exactitudé de P’équation
N(8=x2—|—j2—|—z2+t2+4u2+402 =124,
au moyen des identités

8 =0% 40 + 0® + 02 + 4 (= 1)* + 4(Z=1)*
8 = (%= 2)* + 0® + 0% + 0* + 4 (= 1)* + 4.0%
8= (1) (2 1)+ (1) + (1) +4(=1) +4.0%
8 = (£ 2)* + (£ 2)* + 0* + 0° + 4.0° + 4.0%

dont les trois derniéres comportent des permuntations.
Pour
N (12 = 2% + 7% + 22 + 1* + fu’ + fv) = 288,

les identités & employer seraient

12 = (£3) 4 (£ 1) + (1) + (£ 1) + 4.0" + 4.0%

12 = (=2)? 4 (£ 2)* + (£ 2)* +0® + 4.0° + 4.0%,

12 = (%= 2)* + (£ 2)? + 0% + 0 ++ 4(=1)" +4.0%

12 =(Z2)? + 0%+ 02+ 0 + (= 1)* + 4 (= 1),

2= (1)t 4+ (1) + (E1) + (1) +4(E )+ 4(E 1)

mais en voila assez sur ce sujet.

%. Passons au cas d'un entier impair m, et d’abord admettons que
Lon ait
m=4g + 3.

TomeX (2¢ série). — Mar 1865. . 20
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La foncnon pa (m) suffira encore, et il viendra
N(m—-z‘ —l-]‘ —l—z2+t2—l—/;u +4v*) 492(01)
Ainsi, par exemple, ' ' ' ' '
N(3=uax? + y* + 2 4u + 4v~) = 32,
résultat exact, comme il est aisé€ de s’en-assurer. .
Quand m = 4g + 1, on prouve fac1lement que la valeur de-mandee

de }
' N(m—x2+]~-+z~+t2+[m +4v)

vaut quatre fois celle de
N(ltl“‘$2+4f“+42 + 415- +4u —I—4V )
_que nous avons donnée dans le cahier de mars. La formule
N(zn—x2+_7 + 2% - 4ul —|—4v )= 4p (In)

ne reste donc exacte alors qu'autant que m n’est susceptible d’aucune
décomposition en une somme de deux carrés. Mais en général il
faudra tenir compte du nombre p (i) des solutions de I equanon '

m=1i? +432

oua l'on pr endra comme d’ordinaire i i posmf s posmf nul ou neganf
On devra aussi calculer la somme - L

i
Cela fait, on aura g Z o )
N(m=uax*+ y*+ F—F 12 —!—lm +492) _.4p2 (fu) - 821—;—4111(: (m,
AlnSl, par exemple, R PP
NI =x* +_7 —{—z“—-l—tE—l—/iu-—l—[w*) 8,
résultat exact, comme le prouve r 1dent1te -
x—(+1') —1—02—;—02—!—0 +40'+4 0%,

ou 'on peut faire occuper a (= L) quatre places dxffereutes Cet
~ exemple suffira, je crois.




