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SUR LA FORMÉ 

x*+j* + gz2 + gf-, 

PAK m. j. lioijville. 

I. La question de trouver une expression simple du nombre 

Ν (η — χ2 4- 9s2 4- gi~) 

des représentations d'un entier donné η par la forme 

x2 -+- y2 4- 9 s2 4- gtz, 

c'est-à-dire du nombre des solutions que l'équation indéterminée 

71 = œ2 4- y2 4- 9Z2 4- 9 i2 

comporte en y prenant pour x, y, z, t des entiers quelconques, posi-
tifs, nuls ou négatifs, offre des difficultés qu'il m'a été jusqu'ici impos-
sible de lever complètement d'une manière satisfaisante. Mais les diffi-
cultés dont il s'agit ne portent que sur le cas d'un entier η de la forme 

614-1. 

Les solutions que j'ai obtenues pour tous les autres cas ne laissent, je 
crois, rien à désirer. C'est à les exposer que je veux consacrer le pré-
sent article. Pour abréger, je représenterai par 

A (π) 
le nombre demandé 

Ν (η — χ2 -h y2 4- 9s2 4- gt2). 

Qu'il soit donc bien entendu que dans ce qui va suivre 

A («) 



PURES ET APPLIQUÉES. 15 
désigne le nombre des représentations de η par la forme toujours sous-
entendue 

x2 ~hj'2 + 9 z2 -4- 912. 

2. Pour distinguer clairement les divers cas qui peuvent se présen-
ter, je mettrai en évidence les facteurs 2 et 3, quand ils existent, et 
j'écrirai 

η = 2k3î?//2, 

τη étant un entier impair premier à 3 et les exposants «, β pouvant se 
réduire à zéro. 

Le premier cas sera celui d'un entier pair et multiple de 3. La va-
leur de 

Α(ακ3 Ρ m) 

s'obtiendra alors en multipliant la somme 

Ç.O) 

des diviseurs de m par le facteur 

ia(3* I—i)Ç,(m) 
qui dépend de p. 

En d'autres termes, sous la double condition de 

a > ο, β>ο, 
l'on a 

(ι) A (2K3'3«z) = 13 (3'1 1 — ι)ζ,{ιη). 

Quand on a β = r, cette formule donne 

A (3. ικm) — o, 

résultat exact, car l'équation 

3.2am = x2 -f- j" -h 9 c·2 -f- 912 
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exige que 3 divise χ2 partant χ et j-, en sorte que le second 

membre serait divisible par 9, tandis que le premier ne l'est pas. 

Quand β est > 1, l'équation 

2*3βι?ι — x2+y2 ·+■ gz2 -f- gt2 

est ramenée par le raisonnement précédent à celle-ci 

2K3'3 2/72 = X2 + J"2 + Z!+ t2. 

Aussi l'équation (x) n'est-elle qu'une conséquence immédiate du théo-
rème de Jacobi concernant le nombre des représentations d'un entier 
pair par une somme de quatre carrés. 

De même s'il s'agit d'un entier impair, multiple de 3, en sorte que 

β soit > o, on aura 

(2) A (3,<3m) = 4 (3'3—1 — 1) ζ, [m). 

Cette fois encore le second membre est nul pour β = ι. 

5. Le cas d'un entier 
2am, 

pair et premier à 3, sans être bien difficile à traiter, demande pourtant 
un peu plus d'artifice que ceux où il s'agit d'un multiple de 3 ; le résul-
tat est, du reste, tout aussi simple. 

L'exposant α n'étant pas nul, la valeur de 

A (2*7/7) 

s'exprime en effet par le quadruple de la somme des diviseurs de 772 ; 
c'est-à-dire que, pour a > o, l'on a 

(3) A(a"flO = 4Çi(m). 

Par exemple, on doit avoir 

A (2) = 4, 
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résultat confirmé par l'identité 

2 = (± i)2 4- (±1i)2 4- 9. o2 -h 9. o2 

qui donne quatre représentations de l'entier 2 sous la forme 

X2 4- y2 .4- 9 z2 4- 912. 

On aura également 

A(4) = 4; 

la vérification se tire des deux identités 

4 = (—a)2 -+- ο2 4- 9.02 4- 9. o2 

et 

4 = o2 4- (zh 2)2 4- 9 · o2 + 9. o2. 

Il faut aussi que 

A (10) = 24. 
Or on a les identités 

10 = (± 3)2 4- (±. 1 )- 4- 9. o2 4- 9. o2, 

ΙΟ = ι )2 4- (i:3)2 4- 9.02 4- 9.02, 

10 = (± i)2 4- o2 H- 9(rh ι)2 4- 9.02, 

1 Ο = O2-I-(±: Ι)2 + 9 (=H I)2 4-9.O2, 

10 = (D= Ι)2 + Ο2 4-9·Θ24-9(±Ι)2, 

ΙΟ = Ο24-(± 1/ +9.02 + G(± I)2, 

qui sont au nombre de six et fournissent chacune quatre représenta-
tions. Comme 

4.6 = 24, 

la vérification cherchée a lieu. 
Enfin on doit avoir 

A(I4)=32; 

Tome X ( 2e série ).— JANVIER i865. 3 
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or cela résulte des identités 

i/i = (rh i}2 4- (±a)2 4- g(±: x)2 H- 9· o2, 

14 = C—
 a

)
2
 "+"■(— O

2
 "+*9.(— O

2
 + 9 -°

2
' 

Τ4 ϋ= (zt χ)2 + (± a)2 4- 9 · O2 -f- g (d= i)2, 

i4 = (±2)24-(±:I)2 4-9.o2 4-9(il)2· 

Je ne pousserai pas plus loin ces exemples. 

4t. Reste le cas d'un entier m, impair et premier à 3. Il se subdivise 
en deux autres, suivant que l'on a 

m = G l H- ι, 
ou 

m = 61— x. 

J'ai déjà dit que je n'ai rien obtenu d'entièrement satisfaisant au 

sujet de 
A(6Z-hi); 

mais j'ai réussi pour 
A. (61 — i) 

dont la valeur est fournie par les quatre tiers de la somme des diviseurs 

de 61— x, en sorte que 

(4) A(6Z-i)=f?,(6Z_i). 

Vérifions cette formule stir quelques exemples. Et d'abord soit l = x, 

d'où 
6l-i = 5. 

Elle donnera · 
A(5) = 8, 

résultat confirmé par les identités 

5 = (±. i)2 4- (i a)2 4- 9. o2 -h 9. o2 
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et 
5 — {±. 2)- 4- (±. i)2 4- 9.02 -i-Q. υ2, 

dont chacune fournit quatre représentations de l'entier 5. 
Soit ensuite l = 2, d'où 

61 — 1 = 11. 
La formule (4) donne 

A (11) =16, 

ce qui s'accorde avec les identités 

11 =(±ι)2-ι-(+χ)24-9(±: ι)2 + 9·θ2 

et 
1 r ='(=fc i)2 4- (± ι)2 + 9.02 + 9 (±: 1)% 

dont chacune fournit huit représentations. 
Soit enfin l = 3, d'où 

61— 1 = 17. 

La formule (4) donnera 
A(i7) = a4. 

Les identités à employer cette fois sont au nombre de quatre, savoir : 

1 7 == (=h 1 )2 4- (dr 4)2 4- 9 · o2 4- 9.02, 

17 = (— 4)2 4- (=h i)2 4- 9·o2 4- 9■ o2, 

I 7 = (± 2)2 4- (±: 2'f 4- g(± l)2 4- 9 . o2, 

17 = (±. a)2 4- (±. 2}2 4- 9 · °2 4- 9 (± i)2. 

Elles fournissent respectivement, pour l'entier 17, quatre, quatre, huit 
et encore huit représentations. Or 

4 4-4-1-8 4- 8 = 2Î\. 

La formule (4) reste donc exacte. 
On verra, dans l'article suivant, qu'en désignant par · 

Β («) 
3.. 
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le nombre des représentations d'un entier donné η par la forme 

0.x2 4- 2xy+ 5y2 4- 2z2 4- zzt + St2, 
on a 

A(6I 4-1) -+· 2B(6Z4R I) =4?» (6^4- I); 

mais n'ayant pas la valeur de 

B(6Z4-I), 

on ne peut pas en conclure celle de 

A(6Z4-I). 


