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PURES ET APPLIQUÉES. i45 

SUR LA FORME 

■+■ J2 ■+■ 2 z2 4- 2 z2 4- 4«2 -t- 4^2 ; 

PAR M. J. LIOUVILLE. 

i. Étant donné un entier quelconque n, on demande une expres-
sion simple du nombre 

Ν (η = χ2 -t- j2 4- 2z2 4- 2t2 4- 4"2 -+- 4?2) 

des représentations de η par la forme à six variables 

X2 4-J2 4- 2Z2 4- 2 i2 4- 4 "2 4- 4 p25 

c'est-à-dire du nombre des solutions de l'équation indéterminée 

η = x2 4- J2 4- 2 z2 4- 212 4- 4«2 4- 4*'2 j 

où l'on prend pour a?, jy, ζ, Ζ, m, ρ des entiers indifféremment pairs 
on impairs, positifs, nuls ou négatifs. 

Pour répondre à cette question, nous poserons 

η = 2 K/n, 

m étant impair et l'exposant α pouvant se réduire à zéro; puis nous 
introduirons la fonction 

M m) 

définie comme exprimant la somme 

Σ(-'> ' Λ·-

qui porte sur les diviseurs conjugués d, â de l'entier m = d&. Plus 
tard, nous aurons à considérer d'autres fonctions numériques; mais, 
dans la plupart des cas, on n'a besoin que de la fonction p2(m). 

Tome X (ae série).—MAI i865. . IQ 
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2. Qu'il s'agisse d'abord d'un nombre pair, ou du cas de a > ο. 
On prouve sans peine que la valeur de 

Ν (2Άητ = χ2 y2 -h 2z2 4- 2ί2 4- 4«2 + 4p2) 

est alors égale à celle de 

Ν (2K 1 m = x2 4- y2 -1- z2 4- t2 4-" 2u2 + îp2) 

qui est connue d'après un article inséré au cahier d'août 1864. Nous 
sommes ainsi conduits à deux formules distinctes, l'une propre au cas 
de α = 1, l'autre au cas de a > 1. 

Quand on suppose a = r, c'est-à-dire quand on s'occupe d'un en-
tier impairement pair, il vient 

Ν(2/ra = χ2 Λ-γ2 4- 2ζ2 -b it2 -b 4u2 4- 4ρ2) == 8p
2

(m). 

Par exemple, on doit avoir 

Ν (2 = χ2 -by2 -b 2ζ2 -b 212 -b 4ft2 -+- 4ρ2) = 8. 

Or, des identités 

2 = (±- i)2 -b (=t= Q2 + a-°2 +-2-02 + 4·°2 +4-02, 
2 = Ο2 4- Ο2 -b2 (rb l)2 -+- 2.02 -t-4'Q? +4.O2, 
2 = Q2 -+- O2 -b 2.Q2 ~b 2 (± l)2 -b 4-02 -b 4.02, 

on conclut qu'en effet l'entier 2 est susceptible de huit représenta-
tions sous la forme 

x2 -b y2 -b 2 z2 H- 212 4- 4m2 4- 4e2. 
L'équation 

Ν (6 = χ2 -by2 -H 2z2 -b 2t2 4- 4r22 -b 4e2) = 64, 

qui s'offre ensuite, est vérifiée à son tour par les identités 

6 = (± i)2 (=t i)2 + 2 (± l)2 + 2-(±!)! -t- 4.O2 -b 4-02, 
6 = (± 2)2 -t- O2 4" 2 ( dfc i)2 4- 2.02 -f- 4·ο2 -t- 4.02, 

6 = ( ±: r)2 -b (±- ι)2 ■■+· 2.02 4- 2.02 -+-4(±i)2 -b 4-P2» 
6 = o2 + oi,-f-2(±i)a + 2.02 4- 4(— i)2 4.02-
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La première de ces identités fournit immédiatement seize représenta-
tions de l'entier 6, et chacune des trois autres en donne aussi seize, 
lorsqu'on y opère les permutations convenables. Or 

i6-t-3.i6 = 64. 

Mais quand il s'agit d'un entier pairement pair, c'est-à-dire du 
cas de 

a > 1, 
l'on a 

N(2
K
m = j?

2
4-

i

/
2
4-2Z

î
4-2i

2
4-4«

a
4-4^

2
) =4^

2α I—(—ι) 2 ]/5
2
(m). 

Par exemple 

Κ (4 = X2 -+-J2-+- 222 + 2ί2 4- 4«2 4- 4 == 28, 

résultat exact, comme le prouvent les identités 

4 = (± a)2 4-02 4- 2.02 4- 2.02 4- 4.02 4- 4-°4 
4=:(± O2 (—JT ·+■ 2{— ·)2 4- 2.02 4- 4·ο2 + 4.02, 
4 = O2 4- o2 4- 2.02 4- 2.o2 4- 4(— Ο

2 4~ 4·θ2, 

4 = O2 4- o2 4- 2 (=fc x)2 4- 2 (± i)2 4- 4·°2 4- 4·θ2? 

dont les trois premières comportent des permutations auxquelles il 
faut avoir égard. D'autres identités serviraient de même à constater 
l'exactitude de l'équation 

Ν (i2 = X2 4-J2 4- 2Z2 4- 212 4- 4U2 -+■ 4c2j = 288 

que notre formule fournit. Je me dispense de les écrire. 

5. Passons au cas d'un entier impair m, en sorte qu'il s'agisse de la 
valeur de 

Ν (m = oc2 ■+■ j2 4- 2 z2 4- 212 4- 4 m2 4- 4$;2). 

On verra facilement que cette valeur est double de celle de 

Ν {m = x2 4-· 2jr2 4- 2z2 4- 4^2 -+- 4«2 + 4^2), 

que nous avons donnée dans le cahier de mars. 
19.. 
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D'après cela, si 
m 

est de la forme 
4g + 3, 

on aura 

N(/n = x'2-+-y2 -t- 2z2 + 2i2 + 4"2 4- 4^2) = 2p
2
(m). 

Par exemple, 

Ν (3 = χ2 4-jP2 4- 2 22 4- a/2 4- 4^2 -+- 4
μ2

) = 

résultat confirmé par les identités 

3 =(± i)2 -t- o2 4- 2 (± i)2 -h 2.02 H- 4.02 4-4.02, 
3 — o3 4- (=£ i)3 4- 2(=h t)2 4-2.ο2 4- 4·θ2 4- 4·θ2, 
3 = (rfc if 4- ο2 4-2.o2 4- 2 (± ι)2 4- 4-02 4-4-02, 
3 = ο2 4- (± i)2 4- 2.o2 4- 2 (dt ι)2 4- 4·°2 + 4-θ2

5 

dont chacune fournit quatre représentations de l'entier 3 par la forme 

X2 4-y2 4- 2 Z2 4- 2 £2 4- 4«z 4- 4P2. 
La formule 

Ν (m = x2 -hy2 4- 2Z2 4- 2£2 4- 4«2 4-4f2) = 2/52('n) 

reste même exacte pour un entier m de la forme 4g14- r, lorsque cet 
entier n'est susceptible d'aucune décomposition en une somme de 
deux carrés. Par exemple, ayant 

ρμ( 2i) = 38/t, 
on eu conclura que 

Ν (2i = χ2 4-y2, 4- 2Z2 4- al2 4- 4"2 4- 4f2) = 768. 

Mais en général il faut poser autant de fois qu'on le peut l'équation 

m = τ2 4- 4λ2, 

l'entier i étant positif, tandis que s est indifféremment positif, nul ou 
négatif, compter le nombre 

Ρ ('») 
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des décompositions de m ainsi obtenues, et calculer la somme 

2«·. 
Cela fait, on aura 

Ν (m — χ- -H/-2

 + 2a
2

-4- 2 ί
2
 4-t- 4

f
'
2

) = 2ρ2''?") + 4 2
2

 —
 2m

Ρ '
rn

 " 

Les deux derniers termes du second membre disparaissent d'eux-
mêmes quand l'équation 

m = i2 -+- 4·ϊ2 

est impossible et l'on retombe alors sur l'équation donnée plus haut. 
Pour m = ι, il existe une seule décomposition, savoir 

i = i2-t-4-o2. 
On a donc alors 

p(m) = ι 
et 

ΣίΛ=ι; 
D'ailleurs 

p
2

{ i) = r. 
La formule 

îi(m=a;2 -t-y2 4- az2 4-a12 4- 4"2 -+- 4^2) = 2f2 (>n) -1-4 — 2mp[Jn) 

exige donc que 

N(i = x2 4-r2 4- 2Z-2 4- 212 4- l\u2 4- 4^2) = 4-

Ce résultat est confirmé par les deux identités 

t = (=fc i)2 4- ο2 4- 2.θ2 4-2.02 4-4·°2 + 4·°2 

et 
ι = ο2 4- (± ι)2 4- 2.o2 4- 2.o2 4- 4-°2 + 4·°2· 

Pour 
m = 5, 

on a deux décompositions exprimées par les équations 

5= i2 + 4·'2 
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et 
5 = ia + 4(- 0% 

en sorte qu'il vient cette fois 

ρ (m) = 2 

et 

Σ ~
 3

■ 

D'ailleurs 
p4 5) = *6. 

Notre formule donne en conséquence 

Ν (5 = χ2 -l·- 2z2 -h 212 ·+·4«2 -t- 4^2) = 4°· 

Or les identités 

5 = (±: i)a ·+- ( ± a)2 + 2.o2 -t- 2.o2 + 4·ο2 + 4.02, 

5 = (ch ι)2 ο2 + a(dr i)2 -t- 2 (rb ι)2 + 4·ο2 4-o2j 
5 = (db i)a H- o2 2.02 -4- 2.o2 -+- 4(— i)2 *+■ 4·θ2 

fournissent effectivement quarante représentations de l'entier 5, lors-
qu'on y opère les permutations convenables. 

Pour 
m = 9, 

on aurait 
ρ (m) == i, 

puis 

Σ*'= 9 
et 

p2 (™) = 73> 
partant 

Ν (9 — χ2 + j2 ·+■ az2 -+- ai2 -h 4 M2 -t- 4e2) = 164 ; 

mais je ne m'arrêterai pas à vérifier ce résultat. 


