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ENONCES DE QUELQUES THEOREMES

SUR

LA POSSIBILITE DE L’EQUATION x* — Ny?==-—1 EN NOMBRES ENTIERS.

Lettre adressée @ M. Liouville par M. Casimir Richaud.

Paris, le 20 novembre 1864.

Monsieur et trés-honoré maitre,

Je me suis occupé dans ces derniers temps de quelques questions de
théorie des nombres relatives & la résolution en nombres entiers de
I’équation x* — Ny =P.

¥ai I'honneur de vous adresser aujourd’hui une partie des résultats
auxquels je suis parvenu sur 'équation particuliére a2 — Ny* = — 1.
Dans le cas ou vous accueilleriez favorablement les théorémes énoncés
ci-aprés, je suis en mesure de vous transmettre les démonstrations.
Les théorémes 11 et 12 peuvent étre étendus a une combinaison quel-
conque des facteurs premiers w, A, B,..., a, 4,..., et les conditions
restrictives des mémes théorémes peuvent étre modifiées, sans que
I'équation correspondante cesse d’étre possible en nombres entiers.

Agréez, je vous prie, Monsieur et trés-vénéré maitre, I'assurance des
sentiments respectueux de votre serviteur dévousé,

C. RicHAUD.

1. Si A, B, C,..., L désignent des nombres premiers de la forme
8n + 5, les équations '

x?— 2Nyt =—1,
a2 — g AZeH B2G+'_]’2 =—1,
x? — 2A2*B%8, ..Lﬂ‘]f2 = — 1

sont toujours possibles en nombres entiers.
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2. Si A, B, C,..., L désignent des nombres premiers de la forme
8n -+ 5, et si B, G,..., L ne sont pas compris dans les diviseurs linéaires
de 12 — 2Au?, les équations
2 — 2 AR yt= — 1,
Y — 2AaB26+1 027+']2 =—1,

2% o g A2 B23C27. . -Lzlj,z — —1
sont toujours possibles en nombres entiers.

3. Si A désigne un nombre premier 8n + 5, etsia, b, c,..., I re-
présentent des facteurs premiers 8n + 1, les équations

r — g Aml a"_)‘z =,
2 g A2 g2al b26+|J,2 =1,
L2 g A2 azab%’_ .. lz).j.n — 1

sont toujours possibles en nombres entiers, pourva que «, b, c,..., {
ne soient pas compris dans les diviseurs linéaires de 2* — 2 Aw?,

4. A et B désignant deux nombres premiers 82 + 5, eta, b, c,..., [
des facteurs premiers 87 + 1, les équations

a2 — g A2xH B26+| avnj.z =1,

ax? — g A%+ B?B-H axmpm lzs‘],g — g

sont toujours possibles en nowmbres entiers, pourva que a, b,..., I ne
soient pas compris dans les diviseurs linéaires de ¢* — AB«”.

5. Si A, B, C,..., L, M désignent des nombres premiers 87 +- 5,
I'équation
g Aett B26+| .. .L‘z).-m M2+ J,:z —

est toujours possible en nombres entiers, lorsque 1'équation

x*—2AB.. Ly =~

TomeIX (2° série). — Novemere 1864, 49
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est soluble en nombres de la méme nature et lorsqu’en outre M n’est
pas compris dans les diviseurs linéaires de £ — 2AB... Lu?, pour le

cas de
(%) = (%) =..= (;‘—J =1 (notation de Legendre).

6. A désignant un nombre premier 87 + 5 et a, b,..., I, mdes
nombres premiers 87 -1, I'équation

22— g AP plast [l 20 ,”2/14-#4‘),‘2 —
est toujours possible en nombres entiers, si I'équation
x*—alAab...[y*= —1

est soluble en nombres de la méme espéce et si de plus m n’est pas
compris dans les diviseurs linéaires de 22 — 2 Aab.. . lu?, pour le cas de

A b 4 . \
(——) =1, (3> = <~—) =..= (—) =1 (notation de Legendre).

m m m m

Remarque. — Les théorémes précédents, relatifs au facteur 2,

peuvent étre ¢tendus & un facteur premier quelconque o de la forme
Gt 1.

7. w représentant un facteur premier 4z +1 et A, B,..., L dési-
gnant des nombres premiers de la méme forme non compris dans les
diviseurs linéaires de 72 — wu?, les équations

x? _ wmA2a+lj.2: -1,
x;‘_ w?.m—y-l Atzj,.2 =—1,
L2 — 2Tt A 2 Ba€+1J,2: -1,

2 e G)2m+|A2oche LQJ.J,:: = —
sont toujours possibles en nombres entiers.

8.  désignant un nombre premier 4n +1 et A, B, C,..., L des
facteurs premiers de méme forme non compris dans les diviseurs li-
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néaires de 22 — w?, les équations

o u)g'"“A“BG_}f“ =—1,
2 — A B28+i C274-|J,2 =1,
at — Pt A2e B26 G2, . _Lﬂj.z = —

sont possibles en nombres entiers, pourvu que B, C,..., L ne soient
pas compris dans les diviseurs linéaires de > — o Az?.

9. o représentant un nombre premier 47 -+ ¢, A un factenr pre-
mier de méme forme non compris dans les diviseurs linéaires de
*— wu® et a, b, c,..., | des facteurs premiers 4n -1 compris dans
les diviseurs linéaires de ¢ — wu?, les équations

2T — M A 2m aa].'.' =1,
I 2t A2 20 b26+‘j2 — 1
. - ]
202 — 2t A2 g20 [26 .12).].2 = 1

sont toujours possibles en nombres entiers, pourvu que a, b,..., [ ne
soient pas compris dans les diviseurs linéaires de ¢* — Au?.

10. o représentant un nombre premier 47 <+ 1,A et B deux nombres
premiers de méme forme non compris dans les diviseurs linéaires de
t* — wi® et a, b,..., [ des factears premiers 4n + 1 compris dans les
diviseurs Jinéaires de £* — wu?, les équations

2 )2t A2l B26’+4 aaj,z =1,

S Ll LS B26+1 1227‘1)29. . [2}.‘)*2 e ]

sont toujours possibles en nombres entiers, pourvu que les facteurs
premiers a, b,..., [ ne soient pas compris dans les diviseurs linéaircs
de 1> — ABu?. :

11. » désignant un nombre premier fr-4-1 et A, B, G,..., L, M
des nombres premiers de méme forme non compris dans les diviseurs

49.-
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linéaires de £* — w «?, I'équation
a2 3mHE A 20 B26+4 . L2).+| M2+ ],2 ——
est toujours possible en nombres entiers, lorsque I’équation
x*— wAB.. . L= —1

admet des solutions de la méme nature et lorsque de plus M n’est
pas compris dans les diviseurs linéaires de ¢* — wAB...L#?, pour le
cas de

(8) = (3) = (3) =1 tosion e Legende)

12. w désignant un nombre premier 47 +1, A un nombre de
méme nature non compris dans les diviseurs lindaires de * — wu? et
a, b,..., l, m des facteurs premiers 47 + 1 compris au contraire dans
les diviseurs linéaires de ¢* — wu?, I'équation

X e gy 2 A 2P p20Hd b2§+|. .. [2)4—0 m2y.+|f2 —_—

est toujours possible en nombres entiers, lorsque I'équation

x* —whAab...l.y*=—~1

est soluble en entiers, et lorsque de plus m n’est pas compris dans
les diviseurs linéaires de > — wAab...lu?, pour le cas de

(é—) =—1, (-‘5) == (ﬁ) =...= (—l—j) =1 (notation de Legendre).

n m m "




