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SUR

QUELQUES FORMULES RELATIVES AU MODULE
DANS LA THEORIE DES FONCTIONS ELLIPTIQUES;

Par M. HERMITE.

Extrait des Comptes rendus des séances de i’ Académic des Sciences, t. LVII,
séance du 21 décembre 1863.

Les expressions en produits infinis des fonctions elliptiques, savoir :

o 2Kz 1 2V gsinz(1—2¢?cos2a + ¢*) (1— 2¢* cos 22+ ¢°) (1— 24° cos2.z 4 ¢'1). . .

sin am —— = ﬁ (1—2qgcos2x 4 g?) (1—2¢°cosz2z + ¢°) (1 — 2¢° cos2x 4~ ¢"). ..

cosam 2K — ﬁzi/acosm(l—k 2gtcos2a 4-q') (1-+ 2¢' cos2x+ g*) (1+ 2¢%cos2z +g'). ..
™ n (1 — 2qcos2x +q*) (1 — 2g°cos2x + ¢%) (1 — 2¢°cosax +4-¢"). ..

2Kz — (1+2gcos2x—+¢°) (14 24 cos2z +- ¢°) (1 -}- 2¢° cos 2z +g"°). . .
Aam —= = V¥
(1—2gcos2a+g*) (1 —29°cos2x + ¢°) (1— 2q°cos2x 4 g") . ..

Y

donnent immédiatement, pour la racine quatriéeme du module et de
son complément, des fonctions uniformes 4 I’égard de la variable o

définie en posant ¢ = €™, Clest ce qu’on voit dans les Fundamenta,
§ 36, ot sont établies ces relations :

(14+g) (1+g) (1479 . -

VA= v2.vg (i4q) O+ @jr+q). .

V= 1—9) (1—¢)(1—g")...

VE = Vo Vg[(+ ) i+ g (14 g P L= ) = ) (1= ). ]
AR= [ ) 1+ g) 1+ ) 1L = ) 0 — ) (1= g

Tome IX (2° série). — SEPTEMBRE 1864. bo
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Mais cette conséquence importante ne résulte pas des développements
sous forme de quotients de séries des mémes fonctions, savoir :

Kz

;= . £, . 4 .
. 2 I 2ygsine—ayg*sindz+2/g¢®sinfx—...
sSinam —— = —— ¢q \/q \/7
k1

Vi 1—2qcos2z+2g'cosfz — 2¢° cosbz ...

COSamZKm . Z'-zf/z}cosx—[—z:/;;cos3x—|—2(/q?0055x+...
= V& 1 — 290822 4 2¢* cosf x —2¢"cosbz ...

Aan'lsz: \/-/?, 1+2qcoszx+2q‘cos4z—|—2q"cos€‘ix+...:
™ I1—2gc082% +2¢*cosfa— 2¢° cosGa ~+. ..

car c'est seulement alors la racine carrée du module et celle de son
complément qui sont données en fonction de q par ces formules

V= 2V G A2y P42 B4 ..
T ah2g4-2g9'ta2g ...

\/Z;__ 1-——-2q—|—2q‘~—2q”—}—....
T 29424 +a2g°+...

Dans cette Note, je me propose d’établir, pour sinamsx, cosamd,
Aamax, de nouveaux développements en série de sinus et de cosinus,
analogues aux précédents, mais qui donneront aussi bien que les pro-
duits infinis les racines quatriémes de £ et &’ comme fonctions uniformes
de la variable w. On en déduira, en effet, ces formules remarquables,

ol le signe ¥ s'étend i toutes les valeurs positives et négatives de n :

(__ l)n an’-i-n

b

‘/'2' . :/; 2 qérﬁ-i«?n

vk = ; VA = ’
Z gai+n 2 Gritn
o VE Vg (g . (=g
\/A = y \ — 1]
D(—1rg pACIT
VB X L 2l
.n/% — , {//&" — .

S 3
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et auxquelles Jacobi est déja parvenu dans son Mémoire intitulé :
Uber unendliche Reihen, deren Exponenten zugleich in zwei wer-
schiednen quadratischen Formen enthalten sind, en les déduisant des
produits infinis en ¢ rapportés plus haut. Les propriétés si importantes
auxquelles donnent lieu ces quantités vk et VA, lorsqu’on y.rem-

c+4d , . © ey
place w par %b—:: a, b, ¢, d étant des nombres entiers assujettis 4 la

condition ad — bc = 1, résnltent de ces formules, et peuvent étre
établies, comme j'espére le montrer, d’une maniere simple et facile.

L. Pour abréger Vécriture, je conviendrai de désigner les quatre
fonctions
Kz K K K
() o2, ), ()
™ ™ ™ ™

par G(x), G,(x), n(x), n, (x), de sorte quon ait, en mettant en évi-
dence la quantité o dont il a été question tout a I’henre :

6(x,0) =1+ 2¢gcos2x +2q*cosfa — 2¢°cosba +...,

9i(x,0) = 14 2q cos 20+ 2¢° cosfx + 29" cosbx +

Ceey

- . - . s .
7(x, 0) = 2 Qqsm x — 9_@’(/’ sin3x + 2vg¥sinbax —..

r2

n(x, 0) = zQ‘acosx—i— 2{/77(:05390—!- 2 {/(—]2—500551' -+

Cela posé, la transformation du second ordre donnera ces deux sys-
temes de relation :

20 (2, 0)=|Vi+k 6 x,g

26% (a0, w) = | V1 + k0, x,g

wle

<.
o~
<y
=
wle

—” e S
,N
=

¢

(:3)

(=3)
20 (2, w) = | V1 +k 9(.1‘, m) —y

(=:3)

Lani{x, w)= | Vi + k0, x,g

\

g
e
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9, @) 6,(x, 0) = VRO (2ex, 20) \/_:_‘
n(x, 0) g, o) = V& (22, 20) E”E,
Vi o K
n(xr,w)i(x, ©) = Vi n(x, E) \/2?,
VE o >K
< "7|<x9 w) 9.(.1’, Q)) = ;/; 7)4<xs ;) e
__‘_g‘f‘__ -
O VR w4+ 1 2K
n(@, 0) b, 0) = 0 rz(x, ! ) %,
. _e_g_(/ﬁ"_k’ i w1 ;K
’]l(‘r7 0.)) 6(x, w)= \/;— fl‘i(‘x"p > =

et c’est le second dont je vais faire usage comme il suit :
Considérons, par exemple, le sinus d’amplitude: on aura

2K

_x__n(x,m)__ 1 2{z,0)0(z,a)

Vv G(x,w) ﬁO(x, w) 0 (x, m).

Or, en employant la premiére et la cinquiéme de ces relations, on ob-

sin am

tiendra de suite _in @1
‘0 am 2Kx e 8 T\% 2
si = .
™ Va C/A 6{2x, 20) ’

; : K 2 Vasinz -+ g% sin 32 — Ygb si —_
ou bien, sinam 2 x:ﬁ \/’12 Ve Slsﬂ z— {ygBsinbax
T \/ﬁ' t—2gq 0054.2,'—}—2(] coss_r____quscoslzz__*_.“

H

. Y . < 2Kz
et le méme procédé de transformation, appliqué & cosam >== et
k3

2Kz , . .
Aam —; donnera les résultats que voici

_im (e
g n |\,
\

L Vavg D=1y ersin(frn)a

sin am 2Rz e 2 =
=T ur o = . ’
\/2VA 9(21) 2&)) \/l{ 2(—I)nq2n'COS4IZI
— (f_ — UL 2nd4n 4

| cosam 2B — 1 /K "'(x’—2> = \//f' Vayq X grrcos(fata)e
TV F ez, 2e) % ’

% ™ \/2 ( Ly 0’) 2 (_[),,q-ms (3054”1'

7 /3]

Aam——n——:e VA ———t e = Y )

=7
~1
e (x, i 5 ) 2(—1)"(}“"""" 005(471-{-1}1
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et, en second lieu,

in

= 23 g8 Y g*+insin (8 4 2)x
sin am 2Rz _ V2e® 1(22, 20) _ 1 V2V 2 ,
= vk " (1', w":_l> V& 2 (—1)"g**+" cos (fn 4= 1)z

[ 83 n-+in qy ¢
(22, 20) ) 4—,3\/2{7(13298 i sin (8n + 2)x

A3 - F [}
ﬂ(-l‘, 2) Zq”‘""”sin(4n+l)x
o)+l‘)

2Kz - 4/
cosam — = V2

21Kz __‘__,;n<-z‘, LI A
A am —=e vk —-(—-;\—.__\/‘.a
N

x’;' 292117+nsin(4n+1)x

Tels sont donce les modes nouveaux de développements des fonctions

2 (__I)nqzna—i-nsin (4” -+ I) z

elliptiques, qui_manifestent immédiatement que les quantités vk et Vi
sont des fonctions uniformes de w. Il suffit en effet de poser x = o
dans les deux derniéres équations du premier groupe pour obtenir

i W+ I — g .
e_"s— ™ (0, 5 > \/2 :/(]Z(——-l)"qd'*‘
="/a  6(0,z20) —’

~/ 2(—1)”1]2"
w-+1 in
- _%‘_ﬂx <0’ - )—Z(_I)nqzn+
— »
« L]
T <0, ;> 2 q7n-+n

¢’est-a-dire deux des formules rapportées plus haut d’apres Jacobi, et
dontles autres se tirent aisément, comme nous le verrons bientot. Quant
aux équations du second groupe, elles donneraient, en prenant le rap-
port des dérivées, deux termes pour x = o,

4 'k_ “E V-'F Z (4” e l)qﬂn‘zq-m
vk =
. 2(4”“‘ l)(—-—- l)“q2ll’+n

C Stnergee
R =

H

b

2 Gty
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les signes Z s'é¢tendant, comme précédemment, aux valeurs positives

et négatives de n.

Mais ces nouveaux développements n’ont pas seulement pour objet
de conduire a ces conséquences, que je devais donner principalement
en vue de Pétnde des quantités VEk et V7, j'en indiquerai encore un
usage dans la question suivante :

II. La dérivée de sinamax étant exprimée par

V(1 —sin*ama ) (1— A*sin*amx ),

il est naturel de se demander si les combinaisons suivantes des facteurs

du radica

M(x, k)= y(1+sinamx) {1+ ksinamax),
A (2, k) = y(1+ sinama) (1 — ksinamx },

représenteront aussi bien que

cosamx = \1— sinfamax et Aamax = Vi— A*sin*amax

des fonctions uniformes de la variable. Or, en désignant par a une
racive quelconque des équations A (x) =o, },(x)=o0, on recon-
nait aisément que les développements X (a +- £), A, (@ -+ ¢) commencent
par un terme proportionnel 4 ¢, de sorte que d’aprés les principes
connus [*] on peut assurer déja que ces fonctions sont uniformes. On
tronve en effet, par exemple,

)‘(— K + e) = \/l “+ A \/I——/"Slﬂ"ﬂma— cosamsAums,

Aams

et la quantité sous le radical est une fonction paire de e, qui s’annule
avec cette variable. Mais il reste & trouver leur expression analytique,
et on y parvient d’un maniere facile comme il suit.

1— &
Changeons & en — etx en (1+ &), en employant la formule

?

I—}('] __ (14 &)sinamx cosamw

sin am [(I—!— K)o, L & Aamaz

[*] #orez ouyrage de MM. Briot et Bouquet sur les fonctions doublement pério-

diques.

Wea . - " D e
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on trouvera
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, 1 — k'
MO+, 7
1 A .
= Vi—k*sin*amax + 2 sinama cosamx Aam.x,
Aamx
i 1— k7]
MO+Myxe, ——
_( ) 1+ & |
1 A N . _
=1 Vi—2k®sinamax + Asin*amax + 2 K sinam o cosama Aam.r.
x

Or il arrive que les quantités sous les deux radicaux sont des carrés

parfaits, & savoir :

(cosamx +sinamxAamax)® et (A'sinama + cos ama Aamx )

de sorte qu’il

vient simplement

- , t— K . cos am . .
A+ &) x, ;| =simamx + ——— = sinamx + sin coamux,
R 14k Aamwx
, T — & K sinam z )
MUOU+E) 2, —|=cosamax + 232207 _ sama -+ cos coam.x.
1+ & Aamx
. P— & ] 1+ A
Posons encore avec Jacobi A® — ol K® = > K, ces quan-

tités désignant ce que

devienhent k et K par le changement de q

2Kz .
en g* ou de » en 20, et mettons =—= au lieu de 2 : on aura
T

4RO g
T

al

A, [4_K:’i, 1t

> k®

2Kx

2

]
|

. 2Kz .
sin am —— -+ 81N coam
b

2Kz 2K
= cosam —-— -+ coscoan —-— .
e

ki3

Clest a4 ce moment que nous ferons remarquer l’avantage des nou-

velles formules

_im ( o=+ 1 o’

. 2Kzr e 8 M\% 2Kax 1 s /8" I’;)
sin am = . cosam —= = —=\/—. > =/
" Ve Vi 62 ae) . ‘/;\/A-’ (22, 20V

car elles donnent, avec

A

2K x

sin coam

0(2z, 20)

le méme dénominateur,

e

w1
2

(2]

' 6(2.7:,2:.))’

2Kz 1
cos coanl —— — —
T

V2

v

e
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de sorte qu’'ayant, comme on le vérifie de suite,

‘Tl‘

o) e ) = e o3 )

in
[ : ® - 7% “+1
R A

x ]
on en conclut, en remplagant x et o par ~ et -,
% 2

an*+n
2X—T © 16~ 2 22—
 /aK=z Q) m(—-——4 ,—4—>— . 2\/qu cos (4 n 1)( T )
’ — T B(x,0) — i
" \M‘L (=) t/% Z(-—I)"q"’conn.z-
in o 2r—T7 b-\+2\
Azm,{_“?“!"( A,
N\’ - 21 8{x, )
an’+n
—_ g 20—
_—\Vlr_'% 2 f/qZ(-—l)"q 2 cos(4n+1)( .z4 ﬁ)
lr; 2(—1)"q"’cosznx
Dans ces formules, &, et K, désignent ce que deviennent le module

2 2

. 2] .
et son complément par le changement de  en >, et ont pour valeur

PO YLy el }
%_‘ I+ & %_l—i—/r

Sous forme de séries simples, on aurait

2Kz E:/E_i_ greos{gnrn—+1)x

A ( + K, /f) L 2 "————————l—-—
r KA PR
1—gq 2

2Kz _ ['_+w 24" cos(4rz+1)
A (T +K, /f) = K\//f 2”( ) 'Mt—l—-

—® 14-q

b



