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REMARQUE
SUR LE DEVELOPPEMENT DE cosamuxz;

Par M. HERMITE.

En développant suivant les puissances de 'argument les trois fonc—-
tions sin amac, cosamx, Aamx, on obtient les séries suivantes : .

3

¥ IO 2y % 2 2 _
sinamxr =o — (1+ ) —— (r+14k +k)x_2.3‘4i5 .
z? : - zt
cosamixXr = 1§ — -I‘:"l—(["{—[}l]f)m—...,
g2 4 2 zt
Aamx =1 — k* — + (4 +4/ﬁ)1‘2_3.4-—...,

P iiaall rn

1.2.3...22-+1 1.2.3...2n
est une fonction entiére et a coefficients entiers du module k2. Mais

jusqu’ici il n’a pas été possible d’en obtenir V'expression générale, et
tout ce que I'on sait a leur égard résulte simplement des relations

ou le coefficient d’'un terme quelconque ,
b

sin am (kac, %) =ksinam(x, k), cosam (kx, %) = Aam(x, k).

On reconnait ainsi que les coefficients de sinamx sont des polynomes

réciproques, et que le développement de cosamax donne immédiate-
ment celui de Aamax. C'est de cette fonction, cosamx, que je vais

m’occuper en ce moment, me proposant d’établir 2 I'égard des coeffi-
cients, dont voici les premiers d’aprés Gudermann :

1+ 442,

14+ 44 5% + 164,

1+ 408KY +grakt ++ 64 4%,

1+ 3688 &* + 30768 &* 4 15808 4° + 256 &*,

?
la remarque suivante.
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Posons £ = cos§ et introduisons les arcs multiples, au lieu des puis-
sunces du cosinus; en les multipliant chacun par &k on trouvera
successivement

A+ 4A* =fcost + cos 30,
k+ 46K +16k° = 44c0s0 4 16 cos 30 + cos g,
k~44084% +91ok® 644" = 912 cos § + 408 cos 30 + 64 cos 56 + cos 74,

...... e L L T

On apercoit dans ces égalités que les puissances de £ et les cosinus

des multiples de & ont précisément les mémes coefficients. Or, en

.'l'7"+2
dans le

général, si 'on représente le coefficient de -

el 2.3.. .22 4+ o

développement de cosama par
n
Ao+ A B+ Ak’ L+ A=Y AR,
[
o

on aura cette relation :
2 A;cos?H G = 2 Ajcos(an+ 1 —4i) 6,

qu'on peut facilement démontrer, comme on verra. Mais je veux d’a-
bord faire voir par un exemple comnent elle sert 4 calculer directe
ment les nombres entiers A,, A,, A,, etc. '

Soit 2= 4: en faisant, pour simplifier, A,=4’a,, et posant A =g,
on trouvera, en remplagant par les arcs multiples les puissances du
cosinus :

cos @+ 4a,c08*0 + 16 a,c08°¢ + 64 a, cos’§ + 2564, cos® 6
= cosf +a, (cos30 + 3cosf)+a,(cos 56 + 5cos 36 + 10cos6)
~+a;(e0s78 + 7cos50+ 21 cos 36 + 35 cos §)
+a,(cos9f + gcos76 + 36cos 50 + 840536 + 126 cos ).

On en conclut, entre les quatre inconnues, les cing équations que
voici :
I =a,

fja, =a,+ ya, + 36a,,

PO e i e s
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iba, =1+ 3a, +10a,+ 35a, + 126a,,
b4a, = a, +5a, +21a; +84a,,
256a, = a, + ga,.

Leur somme conduisant 4 une identité, on peut omettre I'une d’elles,
et si I'on exclut la troisieme, un calcul facile donne :

a, = 0922, a,=1923, a;=247, a,=I,

ce qui conduit en effet au coefficient rapporté plus haut, d’aprés Gu-
dermann. Laissant de coté I'étude de ces équations considérées en
général, et me bornant & remarquer les valeurs

A, = 4",
A = 4" —(2n+ 1) 4,
A’ _ 9n+l —_— 9__8”

0 2
16

jarrive & la démonstration de I'égalité
zAicos”*"ﬁ = ZA,-cos (2n+1—400,

et & cette occasion, comme j’aurai i faire usage de la transformation du
second ordre, je vais donner diverses formules qui s’y rapportent, et
qui peuvent étre utiles dans bien d’autres circonstances.

La principale, celle dont toutes les autres peuvent étre tirées, est

. % i
sinam [([+/f)x, 2y ]:(1+ }sin am

144 14 Asinfamez

11 suffit pour cela d’opérer tour A tour sur les fonctions au module
primitif £, et au module transformé, en employant les relations de la
transformation du premier ordre; on le démontre en partant de ce
théoreme arithmétique que tous les systémes linéaires

dans lesquels ad — bc est un nombre premier p, sont donnés par un

37..
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seul d’enire eux

I, oe

o, p\

. . \ \ “ | s
en le composant a droite et 4 gauche avec des systémes 7’ g: au dé-
3

terminant 1. Or 'ensemble des relations relatives 4 la transforma—
tion du premier ordre consiste dans ces formules, savoir :

. 1 .
sinam (lx‘x, Z) = ksinamx,

cOos am </fx, ) = Aamux,

]

1
Aam (kx, <) = cosamx.

k
. . isinamx
sinam (ix, k') = ——

cosam.x ’
. I
£ cosam{ix, #) = ——,
cosamax
' . Aamzx
’ Aam (ix, k') = ———.
\ cosamx

‘Aamz

Il

cosam (1/f’.r, —,
cosam.x

I

. 'y 1 ik sinamax
sinam (iK' x, )= ——,
k cosamx

( ik 2,

cosam .l‘

7)-
%

] 3R >

/ thsinamax
sinam { ifa, =
Aamx
cosam | ikx Y
) YE) T Aamax’
. ik cosamx
' Aam <1kx ~) = —.
| k Aamzx
/ ik A sinamax
sinam (A'x,—)=——2,
i Aamax
, ik cosama:
cosam (K'a, —) =
, Y i “damz
ik
Aam ( T) T Aamzx



PURES ET APPLIQUEES. 293

On en tire par un calcul facile, pour la transformation du second
ordre, les formules suivantes :

sinam [(1 + k) 2k ] - k) sinam x

n ?
1+ Asin‘amx

cosamx Aam.x

I ~ cosam [(1 + k),

p— T b
1+ Asin?ama

1 — ksin*amx

= - []
1 4 Asin*amx

Aam [ (1 + k)x, 2V

i(1+ & )sinamxcosamz
I —(1+ &' )sin‘amx

]
]
v
1L. cosam [(| + k)i, Zx/k" ] = Aama
]
|
|

sinam [ (1 + k)i

— (1 — &' )sin’amx
1— (1 + #')sin‘fama

—-—(l—l—ﬁ")sin’amx’
2\ &'
Aam { 1+ K)ix, \/_

(& 4 ik )sinamz Aamz

1D am ( i in?
sina ,__\k—m’)ksm'amm’

(K + k) Ve, > 7

cosam.az

—-(l.-—i/r’)ksin?am.:c’
a\ikk 1 — (k + k') hsinlama

/t +1A Xy F —-ih | 1_(ﬁ—ik’)l;sin’amx.

Aam

11 cos am[ " ik,

. . — &7 {1+A)sinamx
sinam| (1 —I—/f)zx, =

N V4 cosamx Aamax
1V [ . — ] 1+ Asin*amx
IV. | cosam L(l -t A)wc, 7 | = cosametams’
[ . 1=k . 1—ksin’amz
Aam| (1 + k)ix, = .
' L 1+ k| cosamx A amx
| sinam —l—-/n)x 1 — 4 {(1-+ & )sinamxcosamx
1 =
! P-4 Aamz ’
1— A __ 11— (14 #)sinPame
v am —
v €08 [(I+ x 14+ & Aamaz ’

9 1— &7 1—{(1—&)sinfamax
\ Aam[t+k H_k,}_ T .
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. . . .A" k— 77 . A
sinam [(/i‘ — ikx Lol ]: ( i#')sinamz Aam x

Tk —iF cosamx ’
- A . YR Gin?
VI. cosam [’/{ — ik "‘ ! ] — I (k— ik )k sin amz
cosam.axr

ik cosamx

Aam[/r——zA k-l-l/r’]= I——(/f—l—i/r’)ksin’am.z'.

Jowmets d’écrire, pour abréger, toutes celles qui en résulteraient par
le changement de signe de &k ou %/, et par le changement des modules
transformés en leurs inverses, et ne conduiraient pas par conséquent
a2 de nouvelles formes analytiques dans les seconds membres. C’est
dans le dernier groupe que nous trouverons la relation conduisant i
l'identité que nous voulons établir. En partant en effet de I'égalité

?

— ik lr—{-z/c’ 1—(k — i) ksin‘amx
= cosam x

cos am [(

on en déduira, par le changement de signe de &',

?

l—z/r’:I_ (A 4 i&" Yk sinzam x

’A—f— 7z cosam.x

cos am [(/f + k")

d’ou il sera facile de tirer

(k + ik’ )cosam [(/ﬁ — ik x, ]H—ﬂr] +(k — ik’)cosam [ k + ik ), i;jﬁ:]

= a2 kcosamx.

Or, en posant & = cos0, cette égalité prendra cette forme

e’cosam (e’ &, ¢*'%) + 7" cos am (€'’ x, e~ "% = 2 cosf cosamx,
et la relation que nous nous sommes proposé de démontrer en résulte
évidemment, en comparant dans les deux membres les coefficients
d’une méme puissance de la variable.

Relativement & sinama, ce serait une formule de la transformation

du quatrieme ordre qui donnerait une conséquence semblable. Par-
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tant en effet de la relation suivante %
sinam [i (l —+- Vi)zfl" (I - ﬁ)z] _ i 1 ——ksin’am:z—cosamanm.z:’
2 (I,*_\/Z)’ (l,_‘ﬁ;)ﬁ sinamnz

on en déduira aisément

(1= snam LV, =
— {1 — y/#)" sinam [i [+ V) , L— \/E)’
2 (14 V&)

] = 2iksinamx,

et on en tirera, pour la détermination des coefficients du développe-
ment de sinama, des relations analogues aux précédentes, mais d’une
forme un peu moins simple.




