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SUR LA FORME 

χ2 + j"1 + a (z2 + + "2 + y2) > 

PAR M. J. LIOUVILLE. 

1. Il s'agit de trouver une expression simple du nombre 

Ν [h = x2 -+- y2 -+- 2 (ζ2 -+- t- -+- u2 ■+- v2)] 

des représentations d'un entier donné quelconque η par la forme à 
six variables 

χ2 + y2 + 2 (ζ2 -+- t2 -t- u2 -t- e2), 

c'est-à-dire du nombre des solutions de l'équation 

η = χ2 -t- y2 -+- 2 (z2 -+- t2 -f- u2 -+- v2), 

dans laquelle ar, y, ζ, f, «, ν sont des entiers pairs ou impairs, posi-
tifs, nuls ou négatifs. 

En écrivant 
η = 2α m, 

?n étant impair et l'exposant α pouvant se réduire à zéro, on reconnaît 
que cette fois encore la réponse à la question proposée dépend sur-
tout de la fonction numérique 

a — 1 

E(-1)² d², 

ou 

Σ&)*· 
relative aux diviseurs conjugués d, <? de l'entier 

m = d â. 
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Nous continuerons à désigner cette fonction numérique par 

p
2
(m). 

2. Supposons d'abord que l'on ait <x= o, en sorte qu'on demande 
seulement 

Ν [//J = χ2 4- y2 + 2 (z2 4- t'1 4- u* 4- E2)]. 

Nous trouvons à ce sujet l'équation très-simple que voici : 

(ι) Ν [/rc =s a·2 -τ- y- 4~ 2 (z2
 4- t2 -t- u2 -t- v2)] = 4p

2
 ('")· 

Elle a lieu quelle que soit la valeur de m (mod. 4)· 
Au contraire, quand on s'occupe d'un entier 2"m pair, la valeur 

de m (mod. 4) a fie l'influence. Dans l'hypothèse de a > o, 011 a en 
effet 

(2) Ν [a"/n = x
2
 -+- y- 4-2 ;>

2
-M

2
+ ii

2
 4- c

2
)] = 4 £4* — î-j] p

a
(m). 

Or le symbole 

(Ϊ) 

qui figure dans l'équation (2) indique deux valeurs différentes, savoir 
1 ou — 1 suivant que m est de la forme 4^+ 1 ou de la forme 
4*4-3. 

Observons en passant que la valeur de 

Ν = x~ H-y'J + 2(2! + i!+ u- 4- e2)], 

dans le cas d'un entier pair, pourrait être obtenue immédiatement 
en invoquant les résultats obtenus par Jacobi relativement à la forme 

x~ +y- -+- z2 4- t2· 4- 112 4- e2. 

Il est visible, en effet, que la valeur de 

Ν [ 2am = χ- 4-y
2
 4- 2 (ζ

2
 + ί

2
 4- u

5
 4- e

2
)], 
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α étant > o, est égale à celle de 

Ν (2" 'm = .r- 4- F
1 4- -2

 4- 4- o2 4- e2). 

Cette dernière valeur étant connue, l'autre l'est donc. 
Réciproquement, si Ton admet l'équation (2), il faudra en conclure, 

en posant « = β 4- ι, que soit pour β > ο, soit même pour β — ο, on 
doit avoir 

Ν ( 2l?/2) = X2 4- ?'2 4- I2 4- /24- //24- C2) = /j —■- ) p·· ("'' 4 

et cela résulte en effet des séries elliptiques de Jacobi. 

Appliquons la formule (1), 

Ν [m — ,r2 4- JA A- 2 ( z2 4- t? 4- u2 4- e2} : = 4 (c2
 (m), 

à quelques exemples. 
Cette formule donne d'abord 

Ν [ι = X- 4- J'~ 4- 2 (z2 4- i2 4- ù1 4- C2)] = 4, 

résultat confirmé par les identités 

1 = (±; i)2 4- O2 4- 2 (o2 4- o2 4- Ο2 4- O2) 
et 

1 = o2 4- ( ± 1 )2 4- 2 (ο2 4- o2 4- o2 4- o2 ), 

qui donnent, pour l'entier r, quatre représentations sous la forme 

X'2 4-_?"2 4- 2 (z2 4- 4- u2 4- vi). 

Elle donne ensuite 

Ν [3 — χ- 4-Jγ'1 4- 2 (ζ.2 4- t2 4- a1 4- e2j] = 32. 

Or l'identité 

3 = ( ±. i)2 4- o2 4- 2 [( ±; i)2 4- o2 4- o2 4- o2 4- o2] 

35.. 
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fournit en effet trente-deux représentations de l'entier 3, quand on y 
effectue les permutations qu'elle comporte. 

On a encore 

Ν (5 = X2 4~/2 -h 2 (z- 4- t2 -h U2 + V2) = Ιθ/j. 

Or les deux identités 

5 = ι2 4- a2 4- a (ο2 4- ο2 4- ο2 4- ο2) 
et 

5 = i2 4- o2 4- a (i2 -+- i2 4- o2 4- o2) 

fournissent l'une huit et l'autre quatre-vingt-seize représentations de 
l'entier 5, en affectant du double signe ± les racines des carrés qui 
ne sont pas nuls et en opérant les permutations voulues : le total est 
bien cent quatre. 

Les identités 

7 = ι2 —1- ο2 -(— 2 (f2 4- ι2 4— i2 4- o2) 
et 

η — ι2 4- 22 4- 2 (ι2 4- o2 4- o2 4- o2} 

servent de même à vérifier l'exactitude de l'équation 

Ν [7 = .tc2 4-jr2 4- 2 (z2 4- t2 4- u2 4- e2)] = 19a. 

La première fournit cent vingt-huit représentations de l'entier 7, la 
seconde en donne soixante-quatre; or 

128 4- 64 = 192· 
Enfin, il vient 

Ν [9 = Χ2 4-/2 4- 2 (z2 4- t2 4- u2 4- e2)] = 292. 

Ici la vérification se tire des quatre identités 

9= 32 4- o2 4- 2(o2 4- o2 4- o2 4- o2), 

9 = 22 4- I 2 4- 2 (L 2 4- 1 2 4- O2 4- O2), 

9 = I2 4- o2 4- 2 (a2 4- O2 4- ο2 4- o2), 

9 = 12 4- O
2 4- 2 (12

 4- 1
2 4- 1

2 4- 1
2 ). 
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Les nombres de représentations qu'elles fournissent sont respective-
ment 

4, 19a, 3a, 64; 

le total est bien deux cent quatre-vingt-douze. 

4. Vérifions maintenant la formule (2), relative au cas de a > o, 

Ν f 2" m = x2 -+-J2-+- 2 (z2 -+-t2 -+- îî2 H- e2 )] = 4 |~4
K

 — P
2

 (
,M

)· 

En y prenant m = r, avec α = 2, cette formule donne 

Ν [α = χ2 + y- 2 (s2 H- £2 -4- U2 -t- y2)] — 12, 

résultat confirmé par les identités 

2 = (±1 ι)2 -|- ( ± l)2 2 (ο2 -I- O2 + O2 + O2) 
et 

2 = o2 -+- O2 + 2 [( ± I )2 -4- o2 -f- o2 -+- o2 ] . 

La première donne quatre représentations de l'entier 2; la seconde 
en fournit huit, en faisant occuper successivement à 

( — O2 

les quatre places qui lui conviennent. 
En prenant m = 1, avec α = 2, on trouve ensuite 

N [4 = H- y2 + a (z2 -+· t2 + «2 -I- e2)] = 60. 

Cela s'accorde avec les identités 

4 = 22 + o2 -+- 2 (o2 -h o2 4- o2 -1- o2), 

4 = I2 -t- l2 + 2 (ι2 + Ο2 -I- o2 -t- o2), 

4 = o2 -+- O2 H- 2( i2 -4- 12 -4- o2 -4- o2). 

En affectant du double signe ± les racines des carrés qui ne sont pas 
nuls et en opérant les permutations voulues, on tire de la première de 
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ces identités quatre représentations pour l'entier 4> trente-deux de la 
seconde, vingt-quatre de la troisième·, or 

4 + 32 -t- 24 = 60. 

En continuant à prendre m — 1, mais avec α = 3, on a 

Ν [8 = χ- 4-,Γ2 4- 2 4 l2 -I- iâ 4- e2)] = 202. 

Les identités à employer cette fois sont 

8 = 22 -t- 3- -+■ 2 (θ2
 4- Ο

2
 4~ O

2
 4- o

L>), 

g ~ 2- -h o'2 -+- 2 ( I 2 -+- 1 2 4* O2 4— Ο-), 

8 = I 2
 -ι- I2

 4- 2 (l 2 4- L2 4- I 2 4- o2 ), 

8 ~ o2 4- ο2 -1- 2 (22 4- o2
 4- o

2
 4- O2 ), 

8 — 02 4- 02 4-2(i24-124-J24 !2). 

Les nombres de représentations qu'elles fournissent respectivement, 
pour l'entier 8, sont 

4, 96, 128, 8, 16; 
or 

4 4- 9b 4- 1 28 4- 8 4- 16 = 252. 

Soit enfin m = 3, avec α = 1. Notre formule donnera 

Ν [6 = .τ2 4- J 2 4- 2 (ζ-2 4- t'2 -h ir 4- s'2)] = 160. 

Or des identités 

6 = a2 4- o2 4- 2 (12 -ι- o2 4- o2 4- o2), 

6 = i2 4- 12 4- 2 (x2 4- 12 4- o2 4- o2), 

6 — o2 4- o2 4- 2 (t2 4- 12 4- 12 4- o2), 

011 tire respectivement trente-deux, quatre-vingt-seize et encore trente-
deux représentations pour l'entier 6. Le total fait bien cent soixante. 

5. Jusqu'ici nous n'avons parlé que du nombre total 

Ν [« — 2 2 4- y- 4 2 (ζ2 4- ι'2 4- !C 4- C2)] 
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des solutions, tant propres qu'impropres, de l'équation 

η = ,x·2
 -4-jt'

2
 -t- 2 (z

2
 -+- i

2
 -t- "

2
 -+- e-). 

Occupons nous maintenant du nombre 

M = x1 4- f- 4- ?, (s2 4- /2 -i- tr 4- o2)] 

des solutions propres. 

En posant toujours η = iam (m impair), il faudra alors substi-
tuer à la fonction p2(m) une autre fonction R

2
 (m) définie, au moyen 

des diviseurs premiers de l'entier m mis sous la forme 

rn = J] (a''), 
par l'équation 

R,(„o=n|>+
 (7r)a²r -2 

On distinguera d'ailleurs les quatre cas de α = ο, α = ι, a — 2, χ > ι. 
Pour a. — o, c'est-à-dire pour un entier impair, la formule est 

(3) M [m = x2
 H- jy

2
 -+- 2 (z2

 4- i2
 + ÎÎ2

 4- e2)] = 4^2 (
,n

)· 

Pour α= 1, c'est-à-dire pour un entier impairement pair, elle de-
vient 

(4) M [2 m = χ1 -t- f14- 2 (ζ2 4- i2 4- u- 4- f2
 )] = 4 j^4 — j R

2
 (»*), 

en sorte que la valeur de m (mod. 4) y joue un rôle. 
Même remarque pour le cas de α = 2, la formule étant alors 

(5) M [4 m =:ar24-
i

/24-2 (z
24-i2+?t24-e

2
)] = 4^I5 — ^---jjR

2
(m}. 

Mais il n'en est plus ainsi dans le cas de a > 2. Pour ce cas la for-
mule devient 

(6) M [2e m = .X
24-J2

 -H
2

(R + <3+if + ^)] = i5.4K_1Ro(m), 

et
 (~^R)

 n'y fisnre
 P

1IIS
· 
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6. En faisant m — 9, la formule (3) donne 

M [9 = x2 + JT2 + 2 (z2 -+-1·2 -+- ul + v2) - 288. 

Cela est exact. On a trouvé plus haut deux cent quatre-vingt-douze 
représentations, pour l'entier 9, par la forme 

x2 -t-j2 + 2 (z2 -+-t2 + u2 -+- v2). 

Mais ici 011 doit supprimer les quatre représentations impropres 
données par l'identité 

9 = 32 + ο2 -+- 2 (ο2 + o2 ο2 -+- ο2) ; 

le reste est bien deux cent quatre-vingt-huit. 
En faisant m = 1 dans la formule (5), cette formule donne 

M [4 = oc2 -+-jr2 -t- 2 (ζ2 + ί2 «2 + o2)] = 56. 

On avait obtenu soixante représentations, tant propres qu'impropres, 
de l'entier 4 ; mais il faut ici retrancher quatre représentations répon-
dant à l'identité 

4 = 22 -1- o2 -t- 2 (o2 -+- o2 -t- o2 -4- o2) ; 

de là le reste cinquante-six. 
Faisons enfin m = ι, α — 3; la formule (6) nous donnera 

M [8 = x2 -t-y2 -t- 2 (z2 -t- t2 -+- u2 -t- y2)] = 240, 

résultat exact; car du nombre total deux cent cinquante-deux des 
représentations de l'entier 8, il faut (quand on se borne aux repré-
sentations propres) retrancher douze unités répondant aux douze 
représentations impropres que fournissent les deux identités 

8-f+ 22 + Î(OÎ + OÎ + O! + o2) 
et 

b = θ' + o' + 2 (2' + Ο' + O' + O'), 

en sorte que le nombre des représentations propres n'est plus que 
deux cent quarante. 


