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v ANV

SOLUTION

De divers problémes de Mécanique, dans lesquels les conditions
imposées aux extrémités des corps, au liew d’étre invariables,
sont des fonctions données du temps, et ot Uon tient compte
de Uinertie de toutes les parties du systeme ;

Par M. PHILLIPS.

Yai traité ces problémes par deux procédés. L'un d'eux est applique
daus le premier chapitre et l'autre dans le second.

CHAPITRE PREMIER.

PROBLEME 1.

Déterminer le mouvement moléculaire de toutes les parties d'une
tige, dont une extrémité re¢oit un mouvement donné, Uautre étant
libre, et ott chaque point se meut parallelement a Uaxe de cette tige.

Soit a la distance d’une tranche quelconque de cette tige 4 un
point fixe pris sur I'axe, dans I'état de repos de celle-ci, quand elle
west soumise 4 aucune force, et soit z ce qu’est devenu x dans le
mouvement, au bout du temps ¢ L’allongement proportionuel est

Soient E le coefficient d’élasticité et = le poids de I'unité de volume
de la substance. L’équation aux différences partielles est

I) d*a __ Eg d*u
( T
ou

du diu
f =k
“2) di? =k dzi’

Tome JX (2% série). — Janvien 1864, 4
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en faisant

(3) 2= e,

L'intégrale générale de I’équation (2) est
(4) u=f(x+kt)+F(x — kt),

J et F désignant deux fonctions arbitraires.

Il s’agit de déterminer directement les deux fonctions qui entrent
dans la valeur de . Je les désigne d’'une maniére générale par f (&)
et F(Z), et elles ont besoin d’étre connues : 1° JS(&) de E=0 a
C=+w,et2°F({)del =14=— .

On a d’abord ces deux fonctions de & = o & € = + I, d’aprés I'état
initial, et on les obtient cnsuite pour toutes les autres valeurs de la
variable, d’aprés les conditions assignées pour les extrémités.

L’état initial est donné de telle fagon que, pour ¢ = o, on ait

(5) w=g¢(x)
et
(6) T =4(x).

1l faut donc qu'on ait, & cause de I'équation (4),

(7) J(x)+ F(x) =o(x)
et

Af'(x) — kF' (x) = ¢ ()
ou, en intégrant cette derniére relation,

(8) S () = F(x) = 2¥ (),
en désignant par ¥ (x) ]’inlégralefq»(x) dx.

Il est inutile de tenir compte de la constante de cette intégrale, car
elle disparaitrait dans Ja valeur (4) de .



PURES ET APPLIQUEES. 27
On a donc

(9) ¥ () = [ () da.

On déduit des équations (7) et (8)

(10) S(x)=so(x) + ¥ (x)
et
(1) F(x)=o(x) — = ¥(x),

ou, en désignant d’une maniére générale par & la variable, on a

(12) S =129+ ¥ ()
(13) F(§)=s0(5)— 2= ¥ (2)

Comme ¢ (g) et ¢ () et par suite ¢ (§) et ¥ (&) sont données pour
toutes les valeurs positives de la variable comprises entre o et /, il en

résulte que f (&) et F (&) sont connues pour toutes les valeurs posi-
tives de la variable comprises entre o et L. Il reste i trouver ce quest

J(@)def=1lag=+ow,ctcequest F({)del =04l =—c.
La suite des opérations dépend des conditions imposées aux extré-
mités,
Supposons donc que le mouvement imprimé a Porigine de la tige,
répondant a & = o, soit représenté par I'équation

(14) w=%(t),

£, (¢) étant une fonction donnée du temps. L'autre extrémité de la
tige étant entierement libre, on a

(15) Z—Z-—[:O pour x =1

Pour que I'équation (4) satisfasse & ces conditions, il fant qu’on ait,

4.
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quel que soit ¢,
S (kt) + F(— kt) =&, (1)

et
Sl ke F (L — ke
ou, en faisant
(16) k=,
fE)+F(—8=5%)

et

S+ +F(=8) =1,

J{ YetF ( ) désignent les dérivées des fonctions correspondantes.
On peut en intégrant remplacer cette derniere équation par

JSU+E ~F{l—-¢g)=¢+C
Pour déterminer la constante C, il suffit de faire §{ = o, etl'on a
C=f{l)—F(1),

ou, a cause de 1’équation (8),

On doit donc avoir définitivement, quel que soit &,

(17) SE)+F(—0=53)
et
(18) SU+—FU=9 =L+ ¥ ().

Tout résulte maintenant de ces deux dernieres équations.

En effet, comme F () est connue de { =oag§=1, il en est de
méme de F({— §). Donc Péquation (18) fera connaitre f(I+ ¢) de
¢=o0 4 { =1, ou, ce qui revient au méme, f({)de&=1a =2l
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Remplagons maintenant dans I'équation (18) & par [+ & et nous
aurons

Flal+8)=F(=8) +1++3 ¥
ou, a cause de I'équation (17),

(19)  fOl+D)=—fQ+1+E+E(3) 7Y

Cette formule permet, quand on connait f (&), d’obtenir f(2/+ &)
et par suite on déterminera successivement f (&) pour toutes les va-
leurs de § de 0 4 + o .

Reste 4 connaitre F (§)de =0 a §=— o0, 0u, ce qui revient au
méme, F(—&§)def=o0af=+x®.

Or on a de suite, par I'équation (17),

(20) P~ =—f©)+55)

ce qui résout la question.

Cas d’un mouvement uniformément varié pour Uorigine de la tige.

Je vais donner un exemple de ces calculs. Je suppose que le corps
parte de sa position naturelle, chacune de ses parties étant alors en
équilibre et sans vitesse initiale. Yadmets de plus que I'on compte les
u i partir de origine de la tige supposée en repos. On a alors

o(x)=2a, Y(xr)=o0 et ¥(x)=o0

ou

(21) [e(8)=¢ Y(5) =0l

Admettons que le mouvement donné qui est imposé a ’origine de la
tige soit uniformément varié, de sorte que

Y Lo
éo(f’)'—q /t
ou

(22) & (5

e
-2
'y
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Convenons de désigner par £ (‘;) et (¢) (?) ce que sont ces

fonctions pour toutes les valeurs de la variable, de o a { inclusive-
ment. On aura, par les équations (12) et (13),

(3) Fo())=1¢

et
(24) | F(g)(‘[’) =1¢.

Remplagant dans Iéquation (18), F(l{— &) par sa valear connuc

é(l— §), on en tire, en conscrvant le genre de notation ci-dessus et
observant que ¥ ({) = o,

fl+0()) =te+ 10
En faisant dans cette formule

l+8=¢ ou ¢{=¢—1

on a done

bl
k]

F& ()=

ou, d’'une maniére générale,
Z
F0 () =1e

Comme cette formule coincide avec Iéquation (23), on peut écrire
en général

(25) SO (o) =1¢.

Pour trouver les valeurs suivantes de J (&), remplacons dans 1'é-

quation (19)§ + 2/ par &, ou & par & — 2, et nous aurons, dans le
cas actuel, pour tout entier /,

O () == S 6= 20 (257) vt =t

Y
+m(g——21)2

I
2

(26)
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Cela veut dire qu’aprés avoir déterminé J (%) pour toutes les valeurs
de la variable depuis (27 — 2) 1 jusqu’a 2il, on y remplacera ¢ par
¢ — 21, et substituant dans le second membre de Péquation (26), on
aura f(§) depuis § = 2il jusqu’a § = (2714 2)1L

On a ainsi

+ 35 (5 — 602 = L (x —81p.

243
La loi est visible et elle se continue indéfiniment.

On remarque que pour la valeur de &, qui sert & passer d'une fonc-
tion 4 la suivante, ces deux fonctions et leurs premiéres dérivées ont;
amnsi que cela devait étre, la méme valeur. La méme chose se vérifie
pour F (&).

I reste & déterminer F(§)de { = 03¢ = — o ou, ce qui revient
auméme, F(—¢)def=030=+ .

Or on déduit immédiatement des valeurs de Péquation (17) et des
valeurs ci-dessus de f(%)

7%
S+ 50

I
2

]

I
oy
N
N
[C -]
~
SN
I

) =it B ey,

2
41 2 2kt ok
F—0) (Y s le 8 1 e oy 1 s .
( g) 61/ 2C+2k, 2/r2<§ 2)+’27.,(§—-[;1),
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F(=0)(g) == 38+ Do (E =l (E — 41y

— T (e —61)7,
{28) Z |
{suite] F( g) <l§j> _;?g ﬁa_;.y/:;(g ‘21)2+1ﬁ(g_4[)2

et ainsi de suite.

1] est maintenant facile de former pour un point quelconque la va-
leur de .

Supposons d’abord k¢t < x, ce qui n’aura lieu que pendant un temps
extrémement petit, car & est trés-grand. Alors comme & =/, il résulte
que x -+ kt est compris entre o et 2/ et que x — £t est compris entre
o et /. Il faut donc prendre pour les fonctions f et F les expressions

qui répondent & f (&) (201) et F () (?) Donc alors

U= (x+kt)+é(xf-/ft)

1
2
ou

{29) Uu=—ux,

ce (qui indigue que la tranche x ne s’est pas déplacée, ce qui devait

a E r . r . ey ?
étre, car & ou \/——g- est précisément la vilesse du son ou, si I'on veut,
Eo 3

la vitesse de propagation d’un ébranlement dans la substance, et

kt < x signifie que I’ébranlement imprimé par le mouvement a l'ori-

gine de la tige n’est pas encore parvenu jusqu’a la tranche .
Supposons maintenaut k¢ > &, mais que kt + x et par conséquent _

aussi £t — x soient plus petits que 2. On prendra alors f () (0) et

2!
F(—8&) <2°l> » et 'on aura

(x + ke) — = (kt — 2) + Lo (x — ke)?

W] -

=
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ou
(30) u:x—t—;‘%(x—kt)”.

Du reste la loi de formation permet de donner tout de suite la va-
feur de & pour x et t quelconques. Formons d’abord les valeurs cor-
respondantes de f (£} et de F (- &).

Supposons donc § compris entre a7l et 2il + 21 et soit d’abord i
pair. On somme facilement le second membre de la valeur générale

2il ‘s o
de (&) (21”_‘_21), en groupant le deuxiéme terme et le troisiéme, le

quatrieme et le cinquieme, le sixieme et le septieme, etc.
On a ainsi, pour { pair,

/7
I

, (2l . ily oy, o
(31) f'ﬁ"ﬁi/q—zz) :%g+Tj[; - (i+1){].

Si ¢ est impair, on a, apres les réductions,

;

PP v {208 \ [ v - T .y N
(327 f{&) (\2”+”>:_—g+ (s -A‘\Lﬂ—l)l‘g——}—?‘l(l—i—l)l 1-

) 242

On obtient de méme pour ¢ pair

33 ¥ 0 () =i G R =i,

20l + 24, N 2k fr L7

et pour i impair

Maintenant sapposons x —+ kt compris entre 2il et 2i[+ 2 {. Comme
kt — x en differe de 22 qui est plus petit que al, kt — ax sera compris
entre 2il et 2il -~ 21 ou entre 2/ et 21l — 2l

Dans le premier cas, on anra, si { est pair, en substituant tour a tour
2+ kt et kt — x pour § dans les formules précédentes,

ey 28l Y N
(35) we=a 4 2l o Lkt - R
\ E ;I‘l ?AZ ~ ‘

Tome IX {2° série). ~ Jaxvier 1864, ]
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Si i est impair, on aura, toujours dans le premier cas,

, j [ o
(36) u—x — M—V x4+ (x4 kt)2.
A 2 4?

Dans le second cas, on aura de méme, si i est pair,

2/l

(37) =2 + '—/T‘ (kt — i/),
et, 81 7 est impair,
(38) n=a Lo (ke — P 4 (2 ) 2]

Telles sont les formules trés-simples qui expriment toutes les lois

, . . 1 . du . .
du mouvement. On en déduira immédiatement la vitesse 57 ainsi que
4

, . du . .
I'allongement proportionnel o — I pour tous les points et a une

époque quelconque. Ces quantités sont données, comme on voit, sous
une forme tres-simple.

Il est facile de s’assurer que les équations (35), (36), (37), (38)
vérifient toutes les conditions du probléme.

D’abord elles satisfont toutes a 'équation anx différences partielles
du second ordre (2). De plus elles vérifient les conditions imposées
aux extrémités. En effet, si I'on considére V'origine de la tige qui ré-
pond & x == 0, ce sont les équations (35) et (36) qu'il faut prendre,
car pour x = o la différence entre £z — x et kt + x est nulle. Or en
faisant « == o dans les équations (35) et (36), elles donuent toutes

deux
1

==~ i3
9 '
Au contraire, si 'en considére 'antre extrémité de la tige qui ré-
pond & x =1/, ce sont les équations (37) et (38) qu’il faut prendre,
car, pour x = [, la différence entre £t — x el k# + x est 2/. Or ces

équations (37 ) et (38) donnent toutes deux

du /
—_— — | == ouar X = {.
e O p u
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On sait de plus qu’on a satisfait & I’état initial, puisqu’on a alors
simplement u = a.

Enfin on voit que pour chaque valeur de i, la série des valeurs de u
et de :—l:i ainsi que de Zg correspondantes a celles de t croissant indé-
finiment forment une suite continue, malgré qu’il faille employer suc-
cessivement les diverses formules (35), (36), (37) et (38). Cela tient
a la propriété déja démontrée des deux fonctions f(£) et F (— &) ainsi
que de leurs dérivées du premier ordre qui ont chacune la méme va-

leur pour la valeur de la variable ¢ qui sert a passer de 'une quel-
conque d’entre elles & la suivante.

Cas d’un inouvement alternatif pour Lorigine de la tige.

Supposons maintenant que 'origine de la tige soit soumise a4 un
mouvement alternatif, comme celui qui serait donné par une mani-
velle, et dont la loi soit

39) E ()= r— reosmt 2 (5 = 1 — pcos ™
{(39) g l)==r—rcosmt ou TUK; == rcos—,

r étant le ravon de la manivelle et w la vitesse angulaire. [’autre ex—
trémité de la tige est toujours supposée libre.
La méme marche s’applique identiquement que dans Pexemple pré-

cédent. Je crois donc inutile de répéter tous les calculs. On trouve
d’abord

(40) Jon) =1t

2
et

) P (2)

uay

{l

N

Puis on obtient successivement, si i est pair,

- 2it , (L2l L4
| f1%) ' \:l’—}—r—rcosw———'c 2)~I‘+I‘COSQ———~( 4
.S 55

2/l -2l k &
e — 610 (4 — 8¢
(42) —+—r-—-rcosf’——"_—)—-r+rcmg—{c—;——)
L —2il
—_—r 4 /'cos&’—(‘—ﬁ——'—)a
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et, sl ¢ est impair,

WA SR : (g —2al t—40)
\ j(C) (2:‘[_*_,).[) _—_ég“l— ro— ."(fOSg_E.}———)) _— ,--+rcos&)_(_._r4_~
A43) ¢ o
iR v (§—6{) o w(t—2il)
4 = FCOS P — .. T 108
On a ensuite, si i est pair,
H . 24l 1 " . . wc ] . ‘m(§—2(
F("‘g) (2i1+2l> —“‘;5+' - ’COST—’ —I—lcos—-A_—
o (§—41) —61)
(44) - — P eos :-)—Lg/‘—4’ — 4+ I'C-.,‘;Sfd—g—t—;k—) -
( —+—r-—rcos_-————")(t p 21),
et, si i est impair,
it . ¢ oy
SF("' Z) (z:'l+zl> =—-%C + r—rcos%—r+rcos°i%ﬂ
(45) .
— 41 .
’ 4 r—reos 2849 - 4>—-...-r+rcosf’(i&2_’”

i

Les seconds membres se réduisent trés-simplement en combinant
d’abord les termes deux par deux et faisant usage de la formule

connue
{ sina + sin(a + x) + sin{a + 2.x} + sin(a + 3x) +...
~+ &in (@ + mx)
(45 bis) sin (m-‘_lx> sin (a—i-z;'—x)

. L
sin —
2
Aprés quelques réductions simples, on trouve, si i est pair,

L {ide\ . (e o
46) S0 (Ssnr) =55+ o (%) 5‘"%zi¢l--(i+-)z] |

cO8 —

k
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el, pour z impair,

e~

24l 1, : k }
{4~ ,:,( = - r—r— .
'4 'f '/\211—{—-?1) 25+ (‘()Rwl
05 -
Ou a ensuite, si 7 est pair,
(1) e cos w(t it
08 - 08 — (Z ~— 71}
] . . 21! H FAR
— = - B T
8 Fl—o) (2, ) =—te _ :
vOs ——
1,
et, si 7 est impair,
. lo
il ; sm(;j:—[l—)—meimE('g—fl)
{ A 2
I T B ol —_ - .
69) F(=8) (D p) = — 28+ ~
(‘05—/;‘

Les formules (42), (43), (44) et (45) montrent encore que les fone-
tions f (§) et F (&) varient d'une maniére continue ainsi que les dé-
rivées premiéres quand on passe de I'une quelconque d’entre elles
la suivante.

Tant que a > &t et que kt + x < 2/, on a, comme dans 'exemple
précédent,

U= x.

Quand cela n’a plus lieu, on a pour « les expressions suivantes :

a + kt étant compris entre 2i/ et 2il + 21, kt — x peut étre entre
les mémes limites ou entre 2il et 2/ — 2/,

Dans le premier cas, on a, si i est pair,

e . . ox .
sin Z[/,t—{21—l—I)l]ssm%\_——i—cos(aﬂ.)cosrz;(i—a:)
50y u =x 4+ 1 —1r - '

5
w/
COS —

k
et, siZ est impair,

cos(wt) cos%(1-—.r)-——sin;%[At-—(zi—i—l)l] sin 2%
NYu=x+4r—r ;
(2]

€03 —
P

) TR RN RREE
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Dans le second cas, on a, si i est pair,

A w\ . w R e
sin (T) sin [Z (At——-ll)] cos - ({ —x}

(52) U=X + oF —— -
€08 ‘A

et, si i est impair,

cos <Ii——m> €os [2 (At — il)] cos%(l——.::).

wl
COS —

k

(53) wu=ax+ 2r—2r

On s’assure encore facilement :
1° Que ces quatre formules vérifient 'équation aux différences

d*u g dlu
dr — dz?’

2° Que les deux premieéres, savoir (50) et (51), donnent

iU=r-~~rcoswi pour .x=o0;

3° Que les deux derniéres, soit (52) et (53), donnent

du I==o0 pour x=1
I '=0% P =t

PROBLLME II.

Voici encore un autre probléme du méme genre, important pour la
pratique. I} est relatif & une bielle d’accouplement, et je le pose de la
maniére suivante :

AB est une biclle d’accouplement, AC et BD sont deux marivelles
paralléles de rayon r, » est la vitesse angulaire. Soient o la section
de la bielle de longueur primitive, [ et p son poids. Soit enfin Q la
résistance supposée constante et appliquce en B tangentiellement a
la circonférence BD.

Tous les points de la bielle ont une méme force centrifuge égale
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a w®r, pour Uunité de masse, dont la résultante se partage en deux
Jorces égales chacune & 2—’; w* r, appliquées en A et B suivant les

manivelles, lesquelles exercent a leur tour contre la bielle des actions
egales et contraires.

Représentons donc par f; w? r I'action de la manivelle BD contre la
o
bielle, cette force s’exercant de B vers D.

Je prends pour origine du temps l'instant ot le point A passe en H,
c'est-a-dire an point mort, et je suppose qu’a ce moment I'état initial
soit tel, que la vitesse de tous les points de la bielle soit nulle et que

celle-ci soit alors simplement en équilibre sous l'action de la force
centrifuge.

En conservant les notations antérieures, cela revient 4 poser

(54) vix)=wx ( t+ ,-/}_-- w? r) .
\ o
(55} ! (%) = 0.
Quant aux conditions imposées aux extrémités, elles sont que la
projection du point A sur CD soit toujours & la distance r — rcosw¢
du point H, et que la force élastique an point B fasse équilibre aux

composantes suivant BA de la force Q de I’action de la manivelle BD.
Il faut donc qu’on ait, quel que soit ¢z,

(56) u=r—rcoswl pour x=o,

el

du Q . P 2
T 8 - — "COSwi o=l
{57) Tl Sinet A iy rcosmt pour

Q

On voit que les conditions choisies pour I'état initial sont compatibles
avec celles imposées aux extrémités.

La vitesse initiale de tous les points de la bielle étant nulle, on sait

que f (2) <(;> ainsi que F (&) (‘;) sont toutes deux égales & iq (Z).
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On a donce

(58> f(ﬂ (?j = é g (I -+ - qug 0] I>
et
I

D'ailleurs la marche générale précédemment indiquée s'applique
sans difficulté. Tout se déduit toujours des relations précédentes, com-
binées avec celles relatives aux extrémités, et qui sont

> w?
‘ fE)+F(=8)=r—rcos—
60 ‘
( ) ? ) 3 )4

et f l+g)+b’(l—;\ﬁl——l‘(—rsmT+7‘lwm reos -

Cette derniére se remplace encore par son intégrale qui est
. " o £ k z
‘ f(l+C}~F(1~g,>:C —Q——+ QF cosss
. - - > Ex Famn A
(61) t

7k os,
2Eo s (olblll /'

la constante étant déterminée de maniére que, pour § = o, le second
membre reproduise la valeur connue de f({) — F (1) qui est zéro.
Connaissant F({ — ¢)de =0 a { = [, puisqu’on a F ({) entre ces

limites, on déduit de I'équation (61) f({+ & *’)K > ou f(& <2l)

De méme changeant dans I'équation (61) € en § + [ et y remplacant

F(— 2} par sa valeur tirée de I'équation (60), on aura f(2l+ &)
quand on connaitra f(Z) ou, ce qui revient au méme, ou connailra
£(%) quand on connaitra f(z = al), ce qui donue ici la formule

0)(@—21) Q 4 Q 4 . .m(’.:——z'\)
6 k T Eoow Fow 208 £
02) ¢

62} | o (t—1)

! 4+ e ko sin
: cg 2 .

| J1&=5 [ r—rcos

— flz—al)

eomn . . . , ,
L 1 " R IR T IR I I TN RN F R RRRRRRRRT) e o
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3 - /¢
Dans ce probléme, (%) <211) n'a plus Ja méme forme que f () \?)

On Pobtient par Péquation (61), qui donne

()=1lg -1 2 QF
63 ‘f(g)(ﬂ) ;§ :(C— 2{) Eagw r— oz
| <
| Q Fogeole—=d p k=10
' TEraC 7 EG.,/“’”S‘“ -

A l'aide de la formule générale de I'équation (62) on déduira suc-

cessivement _/ 2) (/21> de f{§) ((l))’ puis f(£) <L§§> de [ (&) <2l\

31
puis #(& ( ) de £(%) » et ainsi de suite. De méme, on obtien-
dra successivement, en partant de j'(c‘:)([>; les expressions de

2/ \ 2l
e (3D < [BD .
AVSY] \ -
FO () 7@ (g 1105 e
Ces résultats se réduisent trés-simplement, en faisant usage de la
relation déja employée | équation (45 bis)] et de la suivante

cosa + cos{a + x) -+ cos(a+ 22} +...~+ cos (a+ mx)

. m 41 max
Sin xjcos |a+ —
o, %
- - E)

R
Sin —
2

et 'on trouve définitivement les quatre types différents qui suivent:

,' £ ()

. il .
. . ; sin 21&5111;(';—21'1—-1,‘,
. . . 7] 9 3 3
= - = (L — 41 r r
2@“!‘2(C 41)2130'5’(‘) - w!
cos —
KA
/o . 20w,
/ ()4/\ Q ; Sin == sin - (¢ — 2il)
T Eoow wl
€08 —
. 2il
; sin 2 cos%(t_——zil)
+ L kar
2Eqsg wi
oS —
| A

Tome 1X (2¢ série). — Fevnier 1864, 6
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fil -1 \)

f(g) (4,-[4_21‘

. 2ile | ow ;
sin —— sin 5 (&g — 2il — £,
T .. 7 P 2 3 o
= (§— Jil — 2l e
'),(g 4 21) ;).Eagm rer wl
COST

27 /
cos(——'ﬂgcoso—f('g—zil—[)

Q A+ Q 4 k 4
Eco Esw oY
cos —
(274 1)1 .
cos‘——-,——-—";sme(‘c_-—zil-—l,‘
P k k
+ ——hkwr ’
2Ec g o/

COS —
/,(

;

o G A 20
f (g} (_/'/1+ 3!/,)

('21'~~‘r—1)/m o .
CU§ ————— 05 — ({ — 2il — 21
) ﬁ /4

wl
COS —
A&

w . .
OO S C08 (E—2i —1)

Q £k Q4 %
T Erw Fe w 2%
cus —
(27~ 1) /e ®
cog LT $in = (¢ — 2il — I
/‘) A A
- hor -
" 2Eeyg wl
€08 —
A<
o il 4 317
s )
AV UE TS
(27 41)/m @ )
» ('OS—-T Cos 7 (¢ — 20—21/;
I . 5 :
—C—4il—4l L rr—r
-+ o AT § i IZEUg ol
€os —
/,
2 (i 1o I5)
SN SN~ ({2l — 2/}
Q 7 7 Fle—2 /
T Foow ol
COs —
oo i+ 1Y 3 )
sin > ) i c()sgl";—wzzl—Q/,
1z A £
— - l{m y o —— e
2B6g wl

cO0s —
&
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On peut remarquer que les équations (64) et (65) donnent la méme
valeur pour f () et pour f7(Z) quand & = 4il+ L. Il en cst de méme
des équations (65) et (66) pour £ = 4il + 2/; de méme des équa~
tions (66) et (67) pour & = 4il + 31, et en général pour deux fonc—
tions consécutives pour la valeur de la variable qui sert a passer de
I'une a Pautre. Cela devait étre, car #, ainsi que ses dérivées du pre-

y du du . , o .
meer ordre, — et ——, ne peuvent varier que d’'une maniére continue,
’ dx

dt

maligré que les fonctions (64), (65), (66), (67), etc., soient réellement
discontinues ou exprimées d’une manicre différente, c’est-a-dire que
si 'on représentait graphiquement f (%), elle serait I'ordonnée d’une
courbe composée d'une infinité d’arcs appartenant a des types diffé-
rents, mais néanmoins se raccordant toujours tangentiellement.

Lia méme remarque a lieu pour la fonction F, dont 'expression gé-
neérale dounée par Uéquation (bo) est

\ri-en, ) =-r@{n.)

| , wg
! - 1 —rcos—5

168)

7 étant un nombre entier positif quelconque.

Avec les formules précédentes, on aura I'état de toutes les parties
de la biclle & une époque quelconque. 1l est facile de se rendre compte
qu’on peut avoir douze combinaisons différentes. Ainsi, comme la dif-
férence entre a + £t et k¢ — x, laquelle est 22, est forcément com-
prise entre o et 2/, il en résulte que, s'il faut prendre £ (&) (Zi+1),
m etant un nombre entier quelconque, F(— &) peuat appartenir soit &
Fr—17) K:jij+l> oua F(—2) (Zf_l) ou encore & F (—¢) (
Donc, chaque type de f(Z) représenté par I'une des quatre formules
(64), (65), (66) et (67) donnera trois combinaisons possibles pour la
valeur de .

ml—-),l‘)
ml—1 )’

Supposons, par exemple, que x + k¢ et k¢ — x soient tous deux
6..
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compris entre 4il et 4il + [. Alors on aura

u:x<1+

. 2il .0
sin ﬂ cos — (At — 20l — {} sin #

A

2Bog

w2i‘) —+ r — rcos

(]

A
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(ht — i)

i

-+ ar

(69> Q # sin

wl
05
CSA‘

2il . 0r
i cos: (hkt — 2il)sin wTr

k A

—_— D . =

Eg

kwr

- E};a
\ 8

COS —
2

27l

. flw . o . YA
sin —— sin (4t — ml)smT

w
cos —
I3

!

H est évident que, pour & =o, la différence cnire a + it et
kt — 2 étant nulle, cette formule est applicable a 'origine de la bielle,
et, par conséquent, qu’'en y faisant x = o, on doit satisfaire 2 la con-

dition (56); or c’est effectivement ce qui a lieu.

Supposons maintenant que x et ¢ soient tels, que x + A¢ étant
compris entre 47l + 2l et 4il + 31, kit — x le soit entre 4il et 4il + L.

On a alors

w=x — (ht — 4il — [) 2]5)

€o0s %) (/rt——4il—2l)cos%(

i1

wir-r

. W
{—x)—sin—

|

kt—1)sin w—i

—1

wl
308 —
oS 7

reos=|(
Hek /i(

(ht— 4il — 1) cos% ({— =) — sinz.nrsinwﬁ—'_7C

12
Q k. Q‘_cmz
E_;w-rhu'm

cos wl
A..

sin% (K-t—liz'l—-—l)cos% ({—z) + coswt sin %"E

¢

COSMl
7

T e e e g

kt —

/
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Pour x = [, la différence entre & + k¢ et kt — x étant égale a 2/,

la formule ci-dessus est applicable a Pextrémité de la bielle. Par con-

séquent I'expression (770) doit satisfaire & la condition (57), et c’estce
qui a lieu en effet.

On déduira facilement, dans tous les cas, de la valeur de z, celle de

. du , . du
la vitesse — et de Vallongement propomonnel — —1.
dt o dr

PRODBLEME 111,

Voici encore un autre exemple important. 1l s’agit d’une tige ter—
minée par un piston soumis 2 l'action de la vapeur et dounée ’un
mouvement alternatif.

Prenions pour I’état initial
(71) [¢(x)=a et ${x)=o0],

\

~C-

état qui est compatible avec les conditions imposées aux extrémités.
L’origine de la tige est soumise 4 un mouvement alternatif que nous
supposerons exprimé par la relation

(72) £, (t)=r—rcoswt.

L’autre extrémité est soumise a action dc la vapeur. Cette force
est périodique, c’est-a-dire qu'elle redevient la méme quand I'angle de
rotation w¢ a augmenté de 2w, et, de plus, nous devons admettre
qu’elle reprend la méme valeur, mais avec un signe contraire, quand w?
augmente de 7.

Quant 4 sa valeur absolue, clle dépend des circonstances absolues
de la distribution, telles que 'avance a l'admission, la fin de 'admis-
sion, la détente, 1’échappement et la compression, lesquelles peuvent
varier de mille maniéres.

Dans tous les cas possibles, celte quantité est développable en série
trigonométrigue de sinus et de cosinus des multiples d'un méme arc.
Mais pour ne pas compliquer les calculs, nous allons choisir la forme
suivante qui a l’avantage de représenter simp]ement et approximati—
vement P'effet moyen de la vapear, particulierement dans les machines

' RIS TR
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focomotives. Cest

Y

) Q=G eos o ~7).

3
Pour t = o et pour m¢ = 5’ ona

N

{74) Q=GsinZ.
_,+
car

. 3
SN - = COS

4

EaN |

Pour mt = %, on a
4

0O=0aG.

<

- " ™ . . . . .
Jusqua wt =", Ia vapeur serait dans la période d’admission, qui
> :

. N ™ N
commencerait a proprement parler pour w¢ = — Z, angle d’avance a

4

Padmission.
L'intensité de la force ne serait pas absolument constante, puis-

ZetG.

4

T, 3 . .. . . .
De wt=~a wt=> =, la pression diminue progressivement jusqu’a
2 4

qu'elle varierait entre les limites G sin

zéro, Ce serait la le commencement tout a la fois de I’échappement
sur la face considérée du piston et dc la compression, ou plutot de
Iadmission sur la face opposée. ’

De plus l'expression (73) reprend la méme valeur tontes les fois
que »¢ augmente de 27, et elle ne fait que changer de signe quand w¢
augmente de =z,

On pourrait donc écrire comme il suit la condition imposée a I'ex-
trémité de la tige, en considérant la vapeur comme agissant directe-

ment sur cette extrémité, .
, du G : r
(75) d?_l—f«ﬂcoa(&mt—Z)-

Alors le probléme se résoudrait d’une maniére tout a fait analogue
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au précédent, relatif 4 la bielle d'accouplement. Mais on peut aussi
vouloir tenir compte de Uinertie du piston. Dans ce dernier cas, I'équa-
tion de condition relative a extrémité de la tige est, en appelant P le
poids du piston,

P diu ’ T du ) ;
;—(E;_Gws (\mz—z’)——ﬂc ({—[;—1) pour a0 =/
ou
‘ P [d* . i du’ Fid .
CTI o () =Geos(wt—2) + Eo.
(76 : < T ).1}:[+ Es de ),c:z G cos (\w 7 ) +

Comme d’ailleurs on a toujours
u= flx—+hkt)+Vix - kt),

les conditions relatives aux extrémilés peuvent s'écrire de fe maniére
suivante, en faisant kt = Z et observant que

p etant le poids méme de la tige:

-

S o . . o W
{77 S +F(—¢)=r—rcos
el
2] ’ \ ” . Z b -
A+ +L i+ -+ L7 l—
. ' P/ P/
(-8} . \
e _ Gg el i 1z
' '—A_A_(,()h _1—2/;)+1;7

\
A
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¢quation s'intégre et donne, en appelant C une constante,

‘\ j’(l+g)+ ({+¢)
{:80)( G L
" J 2 g . [el = , ', ) , .
| =€+ Lt 2L sin (\—A.——Z)-{-F(l—«:, LE(—3).

F (I — Z) et par suite F' ({ — £) sont données par P'équation (79) pour
toutes les valeurs de ¢ comprises entre o et /, et, par conséquent, I'é-

0> ou [ ( ”( )

La constante G se détermine d’apres la condition que pour £ =o le

79), de

guation (8o) fera connaitre f( (L +¢) <

premicr membre donne la valeur, déja connue par 'équation

S+ %f(l), laquelle valeur cst

g . T
sin -

(8 V= 2
,) C Pho 4

\

Mettant cette valeur pour C dans I'équation (8o) et y remplacant
P . L w ; I p e , PP B ap
(I — &) par S etk (L —&) par 5 (I — &), puis mettant { a la place

de L+ Z ou’ — [ icelle de g, on a, pour I'équation (8o),

/ SN | . !

o (L) +5r())

(82) ' | ‘

‘ Ge ™ : ™
? :%+;%§+p;ﬁ)smz+[,; sm[A (‘-—l'“—ZJ'

Cette équation, qui est linéaire du premier ordre par rapport a

. l .y
S (&) (21) est intégrable, et, en appelant C, une constante, on a
N /

j83)5 - _ i
’:c F’h[c +f P’ % +-Lo GA %-—}-%sin[%('@—-l) ZJ}M]

e étant la base des logarithmes népériens.
Les intégrations indiquées s'effectnent sans difficulté. La constante C,
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se détermine d’aprés la condition que, pour § =1, valeur de la va-
riable qui sert de transition de la fonction f(%) (‘;) a la fonction

: ! . . . 5

f (;)(21> » ces deux fonctions aient la méme valeur. Il est 2 remar-

quer d’ailleurs qu’a cause de la maniére dont la premiére con-
(s o o It .

stante C a été déterminée, f’(§)<l> et (&) (21) ont aussi, comine

cela doit étre, la méme valeur pour { = /.

On a ainsi, tous calculs faits,

4
84 ) Pkho ¥ ? 9_2
( ) P! +/\-2
L _ 2 P
G © Pl % —ﬁ(g—n

Les expressions suivantes de f (&), savoir f(i;)@j), f(z;)(ii),

4 . .y . . s
f(&) <él>, etc., s’obtiendront d’une maniére analogue 4 ce qui a été

fait précédemment.

Ainsi, remplacant dans ’équation (78) § par [ + ¢ et intégrant une
premiere fois, on a, C étant une constante,

S l+0)+ & flal+¢)
:c+%(;+1)+§%5in[§(;+1)—-}] +F(—8)+ LF(—¢).

Remplacant F(— &) et ¥'( — &) par leurs valeurs tirées de I'équa-

Tome IX (2° série). -~ Février 1864, 7
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tion (77), puis {par{ — 2/, ona

FE+LFE
=C+I%('g—l)——-sm (& —2l)+ 1 %‘rcos%(§~—2l‘)

e O e

(85)

¢équation qui fait connaitre f(£) quand on connait f(g — 2l), c’est-
a-dire cette fonction pour les valeurs de la variable inférieures de 2 /.
Il est facile de se rendre compte que la constante C a toujours la

méme valeur. En effet, supposons d’abord qu'il s’agissede f (&) (;i)

Pour ¢ = 3/, il faut que f(;)(3l) et f7(¢) (;j) aient respectivement
les mémes valeurs que j(c‘;)(ij) et que f'(%) (Zj) Donc le premier
membre de I'équation (85) et, par suite, le second membre, doivent

l
avoir, pour { = 3/, la méme valeur, soit qu’on s’occupe de f<y)(§l>

ou de f(;)(41>- Or, dans le premier cas, il faut prendre, pour
S (& —2l) et pour f'(§— 21), la fonction f(@)(‘;) et j'(C)(?)

oul'on remplacera { par § — 2/. Dans le second cas, il faut prendre

pour f(5—al)et f/(¢—2l), la fonction f(Z) (lz> et f"(ﬁ(-fz)

en y remplacant § par £ — 2/. Or, remplacer dans ces derniéres fonc-
tions § par § — 2/ et y faire ensuite § = 3/, cela revient a y faire de
svite{ = . Or, pour{ =/, ona

rofy) =re(,)

et
@) =r©0(,):

Comme d’ailleurs le second membre de I'équation (85) est le méme
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pour deux fonctions consécutives f(¢), Ca forcément la méme valeur

pour f(&_;)(%) que pour j(g)(;j) On démontrerait absolument

de méme qu’elle est la méme pour f(g)(g;) que pour f(g)(Zi),
la méme pour f(g)(éﬁ) que pour j(;)(éj) et ainsi de suite indéfi-
niment. Donc C a la méme valeur pour toutes les fonctions que pour
. {
F©(3,):
Occupons-nous donc d’avoir G pour f () (;j)

31/’

Et d’abord, pour appliquer la relation générale (85) a f (%) (21)
il faut remplacer dans le second membre f ({ — 21) et f'( — 21) par

les expressions qu’on obtient en substituant  — 2/ 4 § dans j(g)(‘;)
et f'(Z) (‘;)7 ce gui donne
s 21
r) +

+

"U[ﬁ

[ > { w7r . w,,
1f§§>(§l) :C+§+2LPIC — sing (& — 2l)

"U]"c

lr—-glrcos%(; — 2l)+§%sin [;(C —{)— %]

Déterminant la constante de telle maniére que, pour § = 2/, le
deuxiéme membre de la relation ci-dessus ait la méme valeur que le
second membre de I'équation (82), on a

qui est, dés lors, la valeur commune de la constante C pour toutes les
fonctions, et I'ona

| SR
(86) —wT_rSin%(E;-—zl)—l—ﬁr——ﬁrcos—:-(g’—al)

Gg . = Gg.. @ T
(ﬂ—mSlﬂZ—‘l—mSln [Z(;_l>.~ZJ

~3
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. - S . . , {
Cette équation linéaire et de premier ordre par rapporta f(%) (;l)

s’intégre absolument comme !’équation (82).
H en est de méme de celles qui sont relatives aux fonctions suivantes,
et de cette maniere ou déduira successivement
F6)(5) de S
27\ 317

)(?);
@) d £o)
sE(d) e r@G)

Y

et ainsi de suite.

La seconde constante introduite par V'intégration se détermine tou-
jours d’aprés la condition que deux fonctions consécutives aient la
méme valeur pour la valeur de la variable qui leur est commune.

On obtient ainsi

P . w ] ®
rPlst(c—ﬂ)—Zcosz(c_21)

21 1 ®
. 1. or
S =1c-4 i o
pi/) Tk
L os 2 (t— sin2(g—
» lTlcos‘_(?; 2l)—|—£‘smk(§ 21) Ggl . =
— 57 N o —I—I%sm4
— +.__
(Pl) 7
(87) P [ , .
£ —(t—{ S .
IRETR 2k Vi b bt |
Pita P\
pi) T
P &)
—_ 14 s
n G Gn” P/ & D wir I ——%(ﬁ*ﬂl,
s 4 . w_ze —ZF PEE "
ri) TR (Fz) + %

On aurait eusuile les valeurs de

o) sl s
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Ayant f(Z), on en déduit F(— §) suivant la régle ordinaire, par
I'équation (77).
Je vais donner deux exemples des valeurs de z fournies par ces
fonctions.
Supposons d’abord que

x —kt<o
et que
x+kt et kt—x

soient deux quantités comprises entre et 2/. C'est alors la formule (84)
qui doit servir, et 'on trouve, aprés quelques réductions faciles,

u:x—I—r—rcos%(kt-—x)
]) © [0 B ] 3
fcos—(ht—1 —sm —(kt—1
L, Ge Plcosk(At )+ksmﬁ( ¢ )‘;inm(r
Pleo P\ w? UTE
(88) (&) +5
L _ o ?
- 7 /r -l‘—z(/\t l)( e —[Tl-r)
— —sin- . € e —e
E 4 ( p\: A
pi) T

Cette formule doit convenir & Vorigine de la tige, car, pour & = o,
la différence entre x + kt et kt — o est nulle, et, par conséquent, ces
quantités peuvent étre comprises toutes deux ensemble entre [ et 2 /.
Des lors, I'équation (88) doit satisfaire a la condition relative & I'ori-
gine de la tige, et, en effet, si Pon y fait & = o, on a

u=r—rcoswt,
c’'est-a-dire qu’on satisfait & I'équation (72).

Pour le second exemple, je suppose encore x < k. Puis jadnets
que x + kt soit compris entre 2/et 31 et que kt — x le soit entre o
et [, ce qui est admissible puisque la différence entre x + &t et bt —
est 2. qui peut aller jusqu’a 2. Dans ce cas, il faut faire usage, pour
S (&), de la formule (87), et quant & F(x — kt) ou F(—¢), sa valeur
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ires-simple se déduit de f(;)(;) On a alors

U= + 25— rcos;(kt—x)

w? P\ [ ) 0 p . o ' \
[k‘—<l_’7) ]cos;(x—I—-At—zl)-——zzp—lsm;(m-;—At——zl,

Py
(Pl> o

+7r

I .
—I—(-:J—’:’y——smE

pho 4
L _ 2\ n? —N—(2 42 o —1

(80) { X<P[ k)sm/((x-l—lct Z) (Pl+k>cos/r(x+/ct l)

LYV o

(Pl) %

P
—gi (k=1

ki

Gg .
-+ —-—P‘_QSIDZ

p '
. — ekt —2al)

AN
(£1) + 7

Pour x =1, la différence entre x + At et kt — x est 2l. Donc,
la formule (89 ) doit satisfaire 4 la relation (76) relative 4 Pextrémité de
la tige, et c’est en effet ce qui alieu. ]

Il est intéressant de considérer le mouvement de I'extrémité de la
tige au commencement du temps. Or, si k7 est compris entre o et /, il
arrive que, pour x =/, x + kt est compris entre [ et 2 et que 2 — At
Vest entre o et /. D’aprés cela, on a alors

Ggl

_ .om Gg . =
u=ux -{--p,{.msm4 +P_A~mSIHZ
P __®\an? —_n—[(Lr ©
<Pl k)smk(:c—f—h {) <P1+/r)cos-A—_(x+kt——l)
'p 2 0)2
(90) (ﬁ) tE
L __° »
G . n Pl F TppEtk=D
+I-£—a-_Sl[]Z 7\ w}e
| P/ I

R R
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On vérifie aisément, 4 I'aide de cette formule, que, pour x =1 et
¢ = 0, on a, ainsi que cela doit étre,

w=1,
du
d_.z,‘—I:O,
du____
P

ce qui correspond & I'état initial donné. De plus, cette méme for-
mule (go} satisfait, méme pour ¢ = o, 4 la condition (76), ce qui dé-
montre, ainsi que je I'ai dit en commengant et comme du reste on pou-
vait le prévoir, que Pétat initial choisi était compatible avec les
conditions imposées aux extrémités.

PROBLEME 1V,

Il s’agit d’une manivelle. La question se pose de la maniére suivante.

Une manivelle OM tourne d'un mouvement uniforme autour de
son origine O, qui est fixe. Une force, par exemple celle de la va-
peur, agit sur son extrémité M, suivant une direction MC, paral-
léle a AOB, que je suppose constante. La loi de cette Jorce est donnée
et je la supposerai, pour fixer les idées, représentée, comme dans
Uexemple précédent, par la formule

(g1) Q:Gcos(mt - %) = Gsin%(cosw't + sinwt).

En appelant II la projection de cette force sur la direction OM,
on a

M=GsinZ [i+ lcos(acot) -+ 1sin(z w-t)]-
4l2 " 2 . %

Les conditions imposées aux extrémités de la tige sont donc : 1° pour
X = 0,

(92) i =0,
et 2 pour & = [,
du .o G . G . &
(93) (Tx“"'"z_]?:—asmz_;E?SIDZCOS(2°)t)_EE_astSln(zwt)'

' ToapprRprigar oy
" [ |
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Sil'on veut tenir compte de la force centrifuge des diverses parties
de la manivelle, I'équation aux différences partielles ne se présente
pas tout a fait sous la forme ordinaire; mais il est facile de I'y
ramener.

En effet, on a, dans ce cas,

d*a g d’u
(94) i

Appelons z, ce que serait u si toutes les parties de la manivelle
étaient en équilibre sous I'action de la force centrifuge et de I'élasticité
et qu'il n’y et aucune force appliquée a U'extrémité de la manivelle.

On a alors

d?u,

(95) w'x + k' ——= =0,

et 'on trouve aisément
0)212 0)2.1'3
(96) w=(1+ 55 o — G
Posons maintenant
(97) u=u,+ U,

et il reste & déterminer U.
On a d’abord

&$U L, diU
(98) . =z =k

Les conditions {92) et (93), relatives aux extrémités, deviennent
pour U : 1° pour &x = o,

(99) U= o,
et 2° pour x =1,

dU 6 .= G . = G . =
(100) E:‘_ESI"Z“ES]UZcos(th)—_;}Tﬁng“n(2wt)'

Il reste 4 fixer ’étatinitial, Or, J’admettrai que, a I'origine du temps,
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la vitesse de tous les points de la manivelle soit nulle et que toutes ses
parties soient en équilibre sous Paction des forces agissantes qui sont :
d’une part, les forces centrifuges, et d’autre part, a I'extrémité de la
. . . Fis ’ ’ .

tige, la force IT qui a alors pour valeur Gsin-. Cet état est évidem-

4

ment compatible avec les autres conditions données et V'on trouve
facilement, pour t=o,

w?{* G . n 'z du
H={14+———sins|x—-—r et - =o,

Bonc, comme U = u— u,, si Pon appelle respectivement ¢ (x) et

. , dU
4 () les valeurs données de U ct de —; pour =0, on a

{101 o) = — —(j-sm~ x
. / (RS / Fo 4/
et

[102) ' v{x)=o0

La méthode générale s'applique maintenant. I est inutile de répéter
tous les calculs. Voici les principaux résultats qu’on obtient successi-
vement, en faisant, comme toujours, At = :

;o ey (ON g 0}___ G LAR"
(103) f(’)(\l,}_F(‘-‘)(Z/— = bm4)b,
puis on a
. A GI . 0 k ) G /. =
g = — —m 81 m bll] E—0)— =~ =sin-
o) sf(ﬁ)(?)/,) 2Ee 4Ea w® TE=0 fEoa M7
|
\ A - p
—1
' 4E Sm4cos P “g—10),
; i 31 9(}1‘. ™ G . 7:),, G % . 20,
FOG) =t (5asin §) e g Lo (6=0)
k 20 . G 4 . =
2 3=~ b -
o 4EJ sm sm y (£ —31) [Trn 511]4
: - /
) v_1 rcoszw” l)+ G’ sin =
e g oS — o sing
k. w 20,
——m;SIDZLObT(&:—?)Z),

Tome IX (2® série). — Fevrier 1864, 8
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on, d'une maniére générale et en réduisant, on a, pour tout nombre
entier £ supérieur ou égal a o,

/ 2 120! .
‘ cos<2’+l)2m sm%(_f(tj—zil—l)

oy (AN (it1) o Gk p
j(§)<4il+31>—-’_-;ETSIHZ-—ZE-G‘_SSUIZ -

c0§ ——
(106), . 4

(2i4+1)20f 2w

G ksin"‘_'_ G £ 7rcos—~—/{.——cosz(ﬁ—ail—l)
=810 S
4Esw 4 4Ese 4 20/ ’
cos ——
k
et, pour tout entier ¢ supérieur a o,
/ o (Gi—1 2iGl .« G . =
f(g)<4iz+z> BT <ms“’z)§
. file 20
G # sm—k cosT(g—zil)
— ——sin-
(ro7) { 4Eaw 4 00527(?[
. file
G i smé%)smL:(c—zil)
- ki3 3
— ——~sin- .
4E°'0’ 4 o 20/{
\ TR

On aura ensuite, pour tout entier i supérieur ou égal a0,

il 1 (2i4+1)G! . =
F(—z) (% ):.___~ =
(=¢) <4i1+3z 2y I
Cos(zf+1)2ml. 2w, )
. sin 2 (4 2l —1)
4Ba w 4 (‘Oszwl
(108) ¢ A
- G A . 0
-+ ZsinZ
4Ecm 4
2{ 4 1)20l
G i ncos(——k) ° cos%('ﬁ_—zila—l)
— —S81n-
4B o 4 2wl

08§ —
A.



PURES ET APPLIQUEES. 59
et, pour tout entier i, supérieur a o,

= in® (S _sinl)¢
=T oEs ML T \GEe T &)

tn(‘oszTc")(?;—- 2il)

/F(_§)<2l£—*——i> 2iGl

{109) cos —

—— ‘n_
%) 4 2wl
\ COST

A Paide de ces formules et de la relation (g7), on formera mainte-
nant sans difficulté la valeur de z, pour toutes les valeurs possibles
de x et de ¢. 1l peut se présenter quatre cas généraux :

1° Si
Gil +1 <o+ kt <4il+31
et
fil + 1< ht —a < 4il+ 31,
on auara
/ / w?{? o wtr
S“— (‘+;ﬁ> *TER
p {2it1)20l 20, . . 2w , . 260X
{110) G .l]ncm p cos— (/.—2:1—1)+sm-£—_(/rt—2zl—l) sin——
2EGZSI 4 20l
COS ——
A.
2° Si

il 1< x+kt < 4il+ 31 etque hil =l <kt —x < 4il + 1,

on aura

. 22 2 g5 : \Gl .
| = <I+§—Z;>.I i (4I+1) smﬁ

T 6k 2Es 4

\ L ginZ (kt—ox)— L PN

+\sE Mg FEoa V4 GEsw o §
[cos(z:.»t)—\-sin(2mt)]sing—:):—|—[sin¥(ﬁt—-4il—1)——005%(&-1—41’1—-1)“cos?(l-x)

[ > 20! )

‘ cos —

8..
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3° Si
hil —l< a4kt < fil+1
et
Gil— 1<kt —a < fil+1,

o1 aura

= I+m212 - »x? G . =
= — ] ('W'—-' ES]DZ X

({1 . 4ilm . 20, . 20, , . 2w
. ) G i s A_(M——-zzl,)-—(‘os-ﬁ—(ﬁt—zzl) sin —

2E7 o /; 2wl
cos T

Et 4° enfin, si
qil—l < x+ht < §il+1 etque 4il —3l<ht —ax < fil -1,

on aura

w?{? w?xd (4i——~1)Gl L
U= {1+ ;F va -+ ~— Sin -

Y 2o 4
( G sinw) .r—*—/ct)—{——‘G YsinT G AgnT
. \2E¢s 4 ( 4anbl 4_4Ec 3] 4
(113) .
[cos (20¢) + sin(2wz)]sin Z%f—l— I:COSZ—:(/E!— 4il48)—sin i; (kt— gil+- I)J cog,i—i” (I~ )
= - . .
20/
cos T

Les formules (110) et(112) conviennent évidemment 4 Porigine de la
tige, puisque, pour x = o, la différence entre &+ k¢ et kit — x est nulle.
Et, en effet, elles donnent toutes deux u — o pour x=o. Pour une
raison semblable, les formules (1 t1) et (113) conviennent i Pextrémité
de la tige et il est facile de s’assurer qu’elles satisfont toutes deux i la
condition (93) imposée pour cette extrémilé,

On formerait de méme tres-facilement, a I'aide des formules qui
précédent, les valeurs de u pour les premiers instants du phénomene,
alors que x + k¢ et kt — x ne sont pas deux quantités chacune supé-
rieure 4 /.

Au moyen des valeurs de «, on obtient ensuite immédiatement celles

oy wg I [P P T B L
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{u du . 3. .
de % et de 1 c’est-a-dire les vitesses et les allongements propor-
(£ or °
tionnels.

PROBLEME V.

1l s’agit des vibrations transversales d'une corde tendue. Celle.ci
¢tant en repos et son origine maintenue fixe, on soumet son extrémité
a4 un mouvement alternatif et 'on demande le mouvement vibratoire
qui en résultera pour la corde.

On sait que I'équation aux différences partielles est

d*y 3 dty
drr T a dx*

(114)

on

en appelant p le poids et 7 la longueur de la corde. De plus, T est
sa tension. En désignant par « I'allongement proportionnel correspon-
dant & cette tension, on a, en conservant les notations antérieures,

T=FEocax
et
(115) a* = hja
On aici, pour P'état initial,
(r16) [¢(x)=0, {¢(x)=0j,

et pour les extrémités, quel que soit ¢,

(117) (S)emo =0
et
(118) (¥ )em=r— rcoswt.

Les calculs se faisant toujours de la méme maniére, je me borne a
mentionner les résultats.

' ' (IR R TR N
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En faisant at=4¢, ona

£&(7) =F@(5)=o,

j(;) (3-l> =r—rcos 2 (g—1)7

v

S (2?):1’— rcos g (&—0)+r—rcos 2 (=30,

(C)(jj) :r—rcosg (§—1)+r—rcos %’ (¢—3{)+r-rcos g (5=51),

et ainsi de suite; ou, d’'une maniére générale, pour tout entier i > o,

.l
) sin -2 cose(fg—il)
e 20l — ! —ir—p a a
(119) SO )= Tl
sin —
a
et
. i ® B
il 1 sm-a—cos;(t_—zl)
L ) — i
(120) F( C><2il+]> ir-r —

sin —
a

A T'aide de ces formules, on obtient immédiatement y.
11 peut se présenter deux cas.

Premiercas :
ofl —l<x+at <20+ 1
et
il —l<at —ax < 20l + L.
On a alors
. 20wl . _< 2iml)
sS1n Sinw! I — COS COSwl
a . O
(121) y=r — sin —

sin —
a

Pour o = o, la différence entre x + at et at — x étant nulle, la
formule (121) doit toujours convenir a 'origine de Ia corde et, en effet,

elle donne bien, pour x = o,

¥y =o0, quel que soitz
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Deuxiéme cas :

20l - <x +at< 20 +1
et

oil — 3l <at —x < 2¢l — L.
On a alors

cosw esin —— cosf(at— 20l + l)sm2 (l—x)
a a a

122 f=r—7
( / 7 Y
S1n —
a
Cette formule doit toujours convenir 4 I'extrémité de la corde, puis-
que, pour x =1, la différence entre x+ at et at—x est 2 1. Et en effet,
pour x = [, elle donne y =r — rcoswt.
Dans certaines conditions intéressantes & examiner, le mouvement
vibratoire de la corde devient isochrone.

Supposons d’abord
. wl
(123) Sin— =41
a
et
{
(r24) L=
a 2

Dans ce cas la formule (121) devient, pour i pair,
(125 Y=o,
et pour I impair
(126) jz—nr'cosmtsinm%?-
En méme temps la formule (122) donne, pour i pair,
(127) Yy =r-+rsin (mt-—ﬁ),
a

et pour ¢ impair,

a

/

(128) Y =r —rsin (mt—l—ﬂ\)-
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Les quatre formules (125}, (126), (127), (128) ne contiennent plus i.
Mais pour un méme point x, la méme formule revient chaque fois
que at a augmenté de 4/, car alors le nombre 7 a augmenté de deux .
unités et redevient pair s’il était pair, ou impair s'il était impair, et les
quantités @& + at et at — x sont de nouveau comprises chacune entre
des limites de méme forme qu’auparavant. Or, si a¢ augmente de 4/,

wl . .
w1 augmente de éa—, ou de 2ma cause de la formule (124). Mais en

méme temps on voit que les quatre formules (125), (126 ), (127), (328)
ne changent pas quand w# s’accroit de 2 7. Ainsi done chaque point de
la corde exécute des vibrations isochrones dont la durée est

(129) 6= Z”r
ou

_ 4!
(130) 6= =

soit un temps double des vibrations isochrones que ferait la corde
supposée fixe 4 ses deux extrémités,

Mais il faut pour cela que la vitesse angulaire » soit celle qui résulte
de (124).8i 'on appelle N le nombre de vibrations par seconde, lequel
sera celui imprimé 4 I'extrémité dc la corde, on devra avoir

a

(:31) N:E'

Par exemple, ¢’il sagissait d'un fil de fer ou d’acier tendu par une
force correspondant a4 un allongement proportionnel de 0,0016, on

aurait

o

20
N —_— '4_2—7
et si on avait I = o™, 50, on aurait N =100, ce qui indiquerait la hau-
teur du son correspondant.

Ce probléme présente d’autres particularités intéressantes. Par
exemple, si

Y
S — == L

3

D TERERI . BUT L e e R v RNl



PURES ET APPLIQUEES. 65

. wl . , - . .
mais que — soit’ Sllpel'leur a ;7 ol aura tOU]()urS les mémes f()l‘-
a

mules (125), (126), (127) et (128), c’est-a-dire que y sera toujours

s

.

périodique, mais & des intervalles ne correspondant plus a § =

@)
T.a méme chose aura lieu, si
. ol
sin— = —1.
a

Dans ce cas, les formules, trés-faciles a obtenir, sont tout a fait
analogues 4 (125), (126), (r27) et (128).

Enfin, on peut considérer le cas ou

. wl
sm—:o,
a

E v ol .
¢'est-a-dire ou — est un multiple de =. Dans ce cas,.les deux formules
r . 8] = .
générales (121) et (122) se présentent sous la forme -. Mais il est
facile d’obtenir leur vraie valeur qui est, pour I'équation (121),

. . W
SINw ¢ S10 ——
a

132) = 2ir————;
(132) y=2 —
cos —
a

et pour la formule (122),

wax . . . eox
coswtcos — — (27 — 1) sinwzsin —
a a

(133) y=r—r —

c0s —-
a

On voit qu’alors les valeurs de y ne sont plus soumises a la pério-
dicité et qu’elles tendraient a croitre indéfiniment avec i.

PROBLEME VI.

On peut encore traiter le probléme précédent avec des données
différentes.

Ainsi, par exemple, au lieu que l'origine de la cerde soit fixe, on

Tome IX (2 série), -~ FEivrier 1864. 9

[ . ' TR NREER
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’

peut la soumettre au méme mouvement que 'extrémité, de sorte que,
pour &= o comme pour x =/, on ait

Yy =r—rcoswl.

On obtient alors les quatre formules types suivantes, pour tout

entier i :
) il — 1 cos———(zlz—al)mlcosf(c-—ﬂ)
. il — a
(134> f(C),<2,'l )_—_r-—y Y ?
cos$ —
2a

L diwl |, w l
SIn— sin — t_—il——)

(138) S @ () =r— 2

cn§ —
2a

Vel w {
SIN——SINn— | §{ — il = —
a a 2

2

(136)  F(=g)(2y ) =r

2l s wil
CO ;;1—
3 {
. cos————(zl+l)m cosb—j(;—il)
(137) F(_C) 28 —r— 2a @

20l 41 ol

cos —

20a

A Tlaide de ces quatre types, on forme la valeur de y pour toutes
celles de & et de ¢. On se rend compte aisément qu’il peut y avoir six
combinaisons de -ces formules.

N . wl . 3. wl!
On reconnait aussi que, quand cos 22 =1, ¢'est-a-dire quand -
a
est un multiple de 27, la valeur de y est périodique, et que, quand

wl wl . . .
cos —=o0 ou que, quand — est un multiple impair de =, la valeur
2a a

de y tend a croitre indéfiniment.

PROBLEME VII.

On peut encore changer les données du probléme précédent de la
maniere suivante :
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On suppose que, pour & = o, on ait

~1

Yy =—r-+rcosnt,

et que, pour x =/, on ait
y=r—rcosol.

Alors les deux extrémités du fil ont 4 chaque instant un mouve-
ment inverse.

Voici quels sont les résultats auxquels on parvient. Il y a trois cas.

Premier cas :

U< ax+at<il+1
et

<at— o <il+ 1.
On a alors

cos - (24t — 20l — {) sin 2 cos:ntsin—w-('zx-—- {)
24 u 2a

»

(138 y=—r+r ;
’ .
sin —
2a&
Deuxiéme cas :

<o +at<il +1,
id—l<at—ax <il.

On a
sin —~ sin f—(zat——il)sini(zx——l)
130 .24 2a 2a
{ 9) .7_ “ Y
sin —
2a

Troisiéme cas :
i< & +at<il +1,
il—2l<at—x<il—|.

cos—w~(2at-— 2il + 1)sin 2 ({ —x) 4 coswtsin ——m—-(zx—l)
R 2a a 2a
(140) y=r—r

.

. wl

S —
2a

L’origine de la corde qui répond 4 x=o0 correspond toujours
I'équation (138). Et en effet, si I'on fait, dans cette derniére for-

g..
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mule, x =o0, on a
y=—r-rcoswt.

De méme, Uextrémité de la corde répond toujours i Iéquation {140

Or, si I'on y fait x =1, on a, comme comme cela devait étre,
y=r—rcoswnt.

Par une raison semblable, le milieu du fil répond toujours a I'équa-
. - . i .
tion (139). Or, sil’on fait x=: dans cette formule, on a y = o, quel

que soit ¢, ce qui montre que, dans ces circonstances, le milieu de la
corde reste en repos pendant tout le mouvement.

CHAPITRE TI.

Le principe du deuxiéme procédé que j’ai appliqué est de ramener
la question au cas oti les conditions imposées aux extrémités des corps
sont invariables, au lieu d’étre des fonctions du temps, probléme que
Pon résout ensuite par les méthodes ordinaires, 11 suppose seulement
que les fonctions dont il s’agit sont d’une certaine forme, mais qui se
trouve étre précisément celle que ’on rencontre le plus ordinairement
dans les applications.

Soit d’abord I'équation déja examinée dans le premier chapitre, ct
qui est le type de I'équation des cordes vibrantes ou des mouvements
longitudinaux des tiges,

!) d?u 79 dirn

( —Ft? - drt
Je fais

(2) w=u, + U,

et je me propose de déterminer u, de telle maniére que, dans les équa-
tions de condition relatives aux extrémités, cette fonction z, fasse dis-
paraitre les fonctions du temps dont il s'agit. Alors la recherche de U

sera ramenée au probleme ordinaire, c'est-a-dire que pour U les-con--

oM . . L N S R TN ST F R NN NN AR RN AARNRRRN : e
i
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ditions relatives aux extrémités seront invariables, et U devra en ontre
satisfaire & ’état initial modifié par u,.

Supposons que les fonctions arbitraires du temps dont il s’agit ne
contiennent que des termes périodiques. C'est bicn, en effet, ce qui

arrive presque toujours dans les applications, particulicrement dans
les machines. Soit, par exemple,

Isinwt

I'un de ces termes, entrant dans I'une quelconque des équations de
condition, I et w étant deux constantes.

Vintroduirai, en conséquence, dans la valeur de ¥, une expressinn
correspondante telle que

wr\ .
— }smwi,

<A, sin %—l- + B, cos—

qui satisfait d’elle-méme i I'équation (1) et qui contient deux constantes
indéterminées A, et B,. Yen fais autant pour chaque terme périodique
entrant dans 'une ou lautre des équations relatives aux extrémités,
de sorte que u, contiendra deux fois autant de constantes indétermi-
vées qu’il y a de ces termes dans Pune ou l'autre des équations de
condition, et, comme ces derniéres, d’apres la natare de I'équation (1},
sont elles-mémes au nombre de deusx, on aura précisément le nombre
d’équations nécessaire pour déterminer toutes les constantes A, B,,etc.,
en égalant séparément & zéro tous les facteurs des termes périodiques
qui se trouveront dans les équations de condition, lorsqu’on y aura
substitné u, pour «.

§'i) se trouvait dans les équations de condition des termes constants
on proportionnels a la premiére ou a la deuxieme puissance de ¢, cn
les fera disparaitre par une simple adjonction 4 u,, comme on le verra
dans les exemples qui suivent.

§'il entrait dans lexpression des fonctions du temps données des
termes en exponentielles, on les ferait disparaitre de méme.

Soit maintenant 'équation aux différences particlles gui régit les:
vibrations transversales des verges, et qui est
(5> d*y — )2 diy

— = t
de? d

' et
N .
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nu A* est un nombre généralement trés-grand dont la valeur est

M
jo = Mg,

[0

M étant le moment d’élasticité, = le poids de I'unité de volume de la
verge et g la gravité.
On fera encore

(4) y=r+Yx,

etil faudra que y, soit déterminé de maniere a faire disparaitre les
fonctions du temps des équations de condition qui, dans ce genre de
question, sont toujours au nombre de quatre.

Ici, il faut que, a part les termes constants et proportionnels a la
premiére ou a la deuxiéme puissance de ¢, les équations de condition
ne renferment que des termes périodiques, et c’est bien ainsi, en effet,
que cela se présente dans les applications.

Soit donc, par exemple,
Icoswi

Pun de ces termes; on introduira, dans la valeur de y, une expression

correspondante
Vi B e R
. ; ; e & —e A 4 k —+e k
A sin Zm—i—BlCOS yid —+ C, 5 —+ D, . cosmt,

laquelle satisfait & Véquation (3) et gni renferme quatre coefficients

indéterminés

A, B, C, etD,.

On en fera autant pour tout terme périodique introduit dans 'une
ou l'autre des quatre équations de condition par les fonctions arbi-
traires, et ’on voit qu’on pourra déterminer par de simples équations
du premier degré tous ces coefficients A,, B,, C,, Dy, etc., de maniere
a faire disparaitre des équations relatives anx extrémités tout ce qui

dépend du temps.
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PROBLEME I.

Déterminer le mouvement d'une tige douée d’'un mouvement dans le
sens de sa longueur.

T.origine a un mouvement alternatif donné et Uextrémité est libre.
On a, en conservant les notations du premier chapitre,

) diu g d?u
/\I) —_— _
de dz?
(2] (#)ymo = 1 — rcosmt,

(3) (%)lez .

Puis 1'état initial donné est

(—/l) (u)z=o:xa
et
du
3 haind —
(5/ (dt>l=o-—0.

On se rappelle que ce probleme a été traité différemment dans le
premier chapitre.

Posons
(6) u=—u,+ U,
et soit
(7) u1:M+N.x+(A.sinw—k“?+B,cos%g—r)coswt,

M, N, A, et B, étant des coefficients a déterminer.
Je substitue cette valeur de , i la place de » dans 'équation (2) et
dans I'équation (3), et Jai

M+ B,coswl =r—rcoswt,

l . wl
N + “Z’(A, cos“—;— — B,sm%)coswt:x,
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relations auxquelles on satisfait identiquement en faisant

M=r, N=1,

. ol
SIHT
A= —7 Y et B,=—r
cos —
k
La valeur de «, est donc
cos—aj(l—x)comi
(8 = S
(8) Uy ==X +T—1 =7
COST

On aura maintenant, pour déterminer U, les équations suivantes

d*u d*U
(9) = R
(10) (Wamo = o,

(11) (%J>x=z=0’

et pour I'état initial,

(r2) (U)i=o = o0(x)
et
(13) (%>t=0=¢(x),

o(x) =2 = (U )e=0o €t ‘I"(r)':"‘<i{;—;>t=o7

soit
cos%(!—-—z)
(14) q)(x):—r+l‘ wl
€os —
k
et

(15) (@) =o.
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Or, U s’obtient par les méthodes connues. Posons
116) U= 2 (A sinmx sin kmt -+ B, sinmx coskmt).

Je ne mets pas de termes multipliés par cos ma, puisque, pour x = o,
on doit avoir U=o0, de sorte que la condition (10) est déja satisfaite.

On satisfait aussi a la condition (11) en déterminant m d’apres I'équa-
fnon
cosml=o0

(17) ="

ou i est un nombre entier quelconque, que 'on peut supposer positif.

Les coefficients A,, et B,, se déterminent par les procédés d’élimina-
tion connus, et en appelant A; et B; ce que sont ces coefficients pour
chaque valeur de 7, on trouve trés-facilement

A,‘:O,
I fos \
P v . (21 me
B, == | o(x)sin ——+—= dux.
L Jo ! 2/
On a donc, en résume.
) 5\
cos 7 ({ — a)cosmt
=X 41—
) ‘m[
\18) , (,037
! , : : oy
2 \ . 20 I)Tx BRI T (20 +1)w ket
’4—“2 co(‘x‘)sm——)'—-dac sin L cos: Jrht
, ! o | 2/ 20 21

le siene ¥ s'étendant 4 toutes les valeurs i depuis o jusqu’a l'infini.
o

Méme exemple que le précédent, sauf que Vorigine de la tige, au lieu
de recevoir un mouvement alternatif, a un mouvement uniformément
varié.

Les calculs étant tres-simples, je me borne 4 énoncer les résultats,
qui sont

; o YA o
‘19) = =yt -;~v<z+/f‘5:/c—?— L

N -

TumelX (2% série). — FEvrien 186, 10

" . ' ' orgrtrias
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et
1 . . .
.2 . (2 _ : ” i
(20) U=+ q)(,r)sm\_ii‘_‘)_”fdx gip 2i+H1)me  (2it)mhe
! /O 2! ol ol
avec
¥ 7%

7 est Paccélération du mouvement de Porigine de la tige, de sorte
que, pour x = o0, on a, quel que soit ¢,

It
= —yit2.
57

On a, d’ailleurs, pour toutes les valeurs de x et de ¢,

u=u, + U,

PROBLEME II.

Dcterminer le mouvement d’'une tige de piston dont U'origine a un
mouvement alternatif et dont l’extremité recoit par Uintermédiaire d’un
piston U'action de (a vapeur.

Je conserve les mémes notations que dans le chapitre 1.

Les équations du probléme sont

d’u___’adzu
e T dz
du
U= X —_ =0
y =, (8=

(U)gmo =r —rcoswl,

\

2 . - d .oow .
(d x) —|—Ita< u> =Gsin Z(coswl+sinmt)+Ee.
a=t a=l ’

P
;‘E . de dx 4

Soit .

(22) uw=u,+U.

L AN " : L N R R Y R TR SR AR AT NIRRT | i O
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Faisons ici

k u,:M—l—Nx—k(A sin 2% k * +B, cosT> sinwi
(23) ¢

' —+—(C,sin b—’; +D, cos %:f) cosmi.

En substituant cette valeur de %, pour u dans les deux équations
de condition relatives aux extrémités, nous avons :

{24) M-+B,sinwt+ D, coswt=r—rcosut,

(A sin 2 —I—B Osi—%mmt

g
Pm2 wl wl
— ‘sm—-i—D,cos— cosm!
g A &,
C b ! wl) .
(25) i +EeN —l—hG;(A, os———B sin 7) sinwt
. wl
0'7 <L4 —D, sin — ) cosmt
' /

=Ec + Gsin %(coamt%—smmt\

Or, on satisfait identiquement aux équations (24) et (25) par les
valeurs suivantes des constantes

M=r, N=1,
Gsin%
A, =
wl Pot | wl
Fo‘—— 08 —— — —— §In —
A g
Bi=o,
; { Po wl
Gsin -—7r | Eg n——+4 cos—)
C. — 4 K‘ FOUR T g k
! w el Pu? o, wl
Eafc057~ —sin —
D, =—1

[O..
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i

Il résulte de 1 que

Gsm; sin %(COSO)[«FS]H&)!‘}
Uy=x 4+ 4 —
o 12Y4 Pw? | wof
Eo—cos — — —
N , k k g 3
(26) ‘ ) Po
Esgcosg(l—x')—-» wsmz(l—u
. A,_ ! g A
— F CoSw! -
w ol Po* wl
Fo- — —

On a maintenant pour déterminer U les équations suivantes :

. d*U d*U
(9‘7) —(YIT =& dz?’
(28) (U);u:o =0,
P /d2UN d'UN
(29) E(ﬁ)x:ﬁ‘ Eo (z;)x:[: o,
(30) (Uemo=0(x) =2 — (2, )0,
2 dU "dlie,
(31) (), =)= — (%) .

On vérifiera 'équation (27) par une somme telle que

(32 U :2 (Apsinmaxsinkmt +- B, sinmax coskmt .
Je n'introduis pas de termes multipliés par cosma, afin de satisfaire
tout d’abord 4 'équation (28).

La condition (29) conduit ensuite 4 la relation

. Esgl
misinml = —P—;, cosml,

ou, en appelant p le poids de la tige qui est égal a =o'/, on a

(33) mitangml = g,

équation qui détermine les coefficients m.

[ TERTR I I : [ LR N T R SRR TS T R
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]

En faisant mnl = p., on a donc

[)
(34) ptangy. = -

On voit de suite qu’il y a une infinité de valeurs de w1 la premiere

. T . i3 . ey
comprise entre o et -; la deuxieme entre 7 et 7 4 3 la troisiéme entre

=~ . . .
amet 2w + =, et ainsi de suite, On a donc
A

. x . kut . x hue
U :2(:\'.,‘ sin HTT sin —";— -+ B,sin %—COSTH>~

\

Les coefficients A, et B, se déterminent d’apres I'état initial et par
les méthodes d’élimination connues, en se fondantsur ce que, a cause
de I'équation (34), on a toujours, pour deux valeurs différentes v’ et

" . MY KNS N4 . -
u” de u, satisfaisant & I’équation (34),

! ’ ”
. xr x
f COs - Cos H-/— dx = o,
[¢] . i

relation qui n’a p]us lieu quand p’= p”. On en conclut

’)l A\
2l 1

(35) A, = — : . ”Mx)cosﬂdx,

/ ! /fy-(pt -+sinp cosy.) J, dx !
et

1 N
. 2 lo(x) z
(36) B, = e f T os P e,
‘ g = sinpcosp f,  dx {

En faisant les calculs, on trouve beaucoup de simplifications : d’'une
part, & cause de la relation (34), et ensuite en ayant égard a ce que

E w cos wl Pw? sin ol Piow wl [ r,-)lt wl'~\
L7 — COS — — 5iN — = - €08 — | £ — tang == |.
RS T TS Fogr ST AR T e T

On obtient enfin

28 G gwsin ; .
. cos
(57) A, = — ul £

P ) oIN
w(p + sinp cosp.) [Hﬁ" (%z) I
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et
2 Gg . a
(38) Bﬂz—ﬁ- ! ml>2:| (-F"sm%cos‘uﬁ— w‘r)-

(& +-sinp cosp) [xu’— (-;
On a dong, en résumé, pour la solution cherchée,

. T . ex .
Gsin 5 sin — (coswt - sinwt}

U= X 1 - 4 i
_ A » ol Pw? | w!
Eo — c0os — — —— sint —
% % g 2
Po? |
Ea:cos:(lm.r)————oism-;-)(l-—r)
g 2
rcosmt = ol Par  al
E¢ - cO$ — — —— sin —
(3 , k k g &
: 9) .o . opx . kpt
. 20Ggwsin - COSp.SIN - Sin ~—

4
T

¢(p 4 sinp cosp) [Hz__ (mTl)z]

2 Ggs'n T cosp ) sin E5 o kps
tr— —>sin - — —_
(“’ p et 7%

2
+7FZ . wl\?
(g —sinpcosp) | p’— ?)

PROBLEME IlI.

Oscillations de la corde vibrante.

Les données sont

(o) =
(41) [(F)emo =0, (J)emt=r — rcoswt],
(42) [(f)z=o =o, <%>t=o= o]-
Je fais
(43) y=r+Y,
et |

yi=M+ Nx + <A, sin 22 . B, Cos°£> cos t .
a [74
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En substituant y, pour y dans les deux équations de condition (41),
on en tire immédiatement

On a donc

A
7Sl — COSw ¢

(44) yi=— "

. ol
N —
¢

On a ensuite, pour déterminer Y, les équations

d*Y s Y
Y
([15} ‘ (Y)-’t'zo = O, (Y o=l = O,
‘ (Y)::(): ?(r) = — (7«)::0:
; (ZY\ , . /dyl\
@)=t == ()
On y satisfait par une expression
oo _— o E inat o irx Jimat
(46) Y= 2<Alsm 7~ sin —— —+ B; SN —= COs —; ):

ou les cocfficients A; et B; se déterminent d’aprés I’état initial et par
les méthodes d’élimination connues. On a

wl\? cosim
A;=o0 et B,-:—-2T<—) =0
\ a s (171.'\7 wl\?
F L — —
T j .
et 'on a en résumé
. or . . imx iral
rsin — cosw! COSI7 SN —— C0S
(4 ) Y_r.r. 144 2]‘(01152? l [
7 ] ol

. \ @ s C e wi\?"
sin — 4 ir (zr:)'—— —
(l - ‘.a, -
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PROBLEME IV.

Je passe maintenant 4 un exemple relatif 4 un autre type d’éguations
aux différences partielles. Il s’agit ici de celle qui régit les vibrations
transversales des verges élastiques.

Je suppose une barre, comme une bielle d’accouplement demachines
locomotives, dont les deux extrémités recoivent directement un méme
mouvement alternatif perpendiculairement a ’axe de la bielle. Tl s’agit
de déterminer les mouvements moléculaires de toutes les parties de
cette bielle.

1’équation anx différences partielles est
q

dy . ,21143*

([‘8} drr K e

ou A* est un nombre trés-grand dont la valeur est

k2 - Mi’,
kol
M éiant le moment d’élasticité de cette bielle, ¢ la gravité et % le
’ 8
poids de 'unité de volume de la matiere.
ILes conditions imposées aux extrémités sont

(49) () Jemo = TSiDw,
{d?y
{ —
(50) \ e ) o o,
(51/ (]).’1': = rsinat,
B fd®y .
2 ()=~

Les conditions (50) et (52) expriment qu'aux deux extrémités de la
bielle, lesquelles ne sont pas encastrées, le rayon de courbure ést
nfini.

Je suppose de plus qu’a I'origine du mouvement on ait

{53) {:.7;\‘1:0 = 0,

[F N (EREEN ' . " e s e e e e
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et

(54) (%), =or

dt

Je ne suppose pas ici, comme dans les problemes précédents, la
vitesse initiale nulle, puisqu’il faut qu’elle soit compatible avec celle
qui résulte des conditions imposées aux extrémités.

Je fais maintenant

(55> Yy=r3+Y,

i o \
T = [A, Sil](\/%.??) -+ B.cos(\/%—fx)
\//E:x— —V/i:,.r \/il:x - %x
+C,e ; +D,Z te ]sinwt.

2
Je détermine les quatre coefficients A,, B,, C, et D, en substituant
Ji pour y dans les quatre conditions relatives aux extrémités, ce qui
donne immédiatement

[

x—cos\/—l

1 k
A== —

et

(56)

1

2

B, ==/
2 a
(i, )
1—=\¢ e
3 -+
C‘ premened ¥ py - )
4] (2]
oy _\/—z
Vi_ Vi
1
D, =-r

d’ot1 'on conclut, apres quelques réductions,

) o ! \/o}(x_z_) o faf
cos k x—-; eV k 2 e ) z( —;)
= + = =
w! wl (ol
cos \/2‘; e»\/""‘—g- e ka

Tome IX (2° série). = Fivrier 186/. It

(57) yi= érsin wt
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On a maintenant pour déterminer Y les équations
&Y g, dY
@t T T

(Y>x=0 =0, (Y)z=l =0,

d*Y - d*Y .
dz? ) gm0 © dz? [ o=t ©r

I~y . dY o Iﬁ’_.
(Y)emo = o, ( d[)t:o =oel= ( dt)z:o

Poisson a donné la solution, dans tous les cas possibles, de ce der-
nier genre de question, les conditions imposées aux extrémités ne
variant pas avec le temps (voir sa Mécanique et son Mémoire sur I'équi-
libre et le mouvement des corps élastiques, t. VIII des Mémoires de
I’ Académie des Sciences).

On a ici

[ . em.z — e—mx emT + e—mz .
‘ Y ..—-.:2 [(Am sinmx <+ A,, cosmx + B, ——+ B, — ) sin m2At

oML e o2 ) €M gmmE

+ (C,,, sinma+C,, cos ma -+ D.. 2 +D,, 5 ) cosin 2/at] .

Les conditions imposées aux extrémités conduisent facilement a
cette conséquence que tous les coefficients sont nuls, excepté A,, et C,y,

et que

sinml=o
ou
, in
{59) m== -,

i étant un entier quelconque.
Mettant A; et C; au lieu de A, et C,,, on a donc

soimx . in\? . irnx irz\*,
Y....z [Aism—lsm <7) kt-—t—Cism-Tcos (—l—) /tt]‘

Les coefficients A; et C; se déterminent par les méthodes connues

, . .o dY . ,
et d’apres les valeurs initiales de Y et de - d’ott il résulte

C,'ZO
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et

A . (ul’Y 1— cosiw
[ =—2P—
{

9,
12 3
= ()]
et’on a en résumé

S e e P )
Vi

Y =;rsinet \/w Z \/§£ -
cos - %2
ko e +e
(60) inx . im\?
(1 — cosin)sin —— sin (—-) ke
wl? l I
—2r K Z L . wii\ ¢ ?
(i | i = (&

ce qui est la solution générale de la question proposée.
11 est & remarquer (ue les intégrations effectuées ont fait disparaitre

les exponentielles de dessous le signe 2, d’ou il résunlterait qu’a

moins de certaines valeurs particuliéres de w, 'ordonnée r ne tendrait
pas a croitre indéfiniment.

Il n’y aura lien de tenir compte que des valeurs impaires de i, a
cause du facteur 1 — cosin.

Les données de ce probléme pourraient étre variées de bien des
maniéres qui toutes se traiteraient par le méme procédé.



