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PURES ET APPLIQUÉES. 207 

SUR LA FORME 

X2 -1~ J'~ -f- Z" 4~ F 2 —i~" 2 ( IL2. —f- C2 j ΐ 

PAK M. J. LIOUVILLE. 

1. On demande une expression simple du nombre des représenta-
tions d'un entier η quelconque par la forme à six variables 

x2 -f- y2 + z2 + i! + 2(ir + i'2), 

ou, ce qui revient au même, du nombre 

Ν [η = χ2 H-jr2 -t- 2a -4- + 2 (tr -4- e2 )] 

des solutions de l'équation 

η — χ" -f-jt"2 -+- ζ2 -ι- l~ -+- 2 (η2 -h e2), 

dans laquelle χ, y, ζ, ί, u, ν sont des entiers pairs ou impairs, indif-
féremment positifs, nuls ou négatifs. 

Nous poserons 
η — u ' m, 

m désignant un entier impair, et l'exposant α pouvant se réduire à 
zéro. La valeur de 

Ν [aK//i = x" -f- y2 -t- s2 -h t- -4- 2 (u" -f- e2)] 

dépendra naturellement de l'exposant a. Quand a. est > o, elle dépend 
aussi de la valeur de m (inod. 4)· Mais elle dépend surtout d'une 
certaine fonction numérique de m proportionnellement à laquelle 

Ν \_·ΙΊΠ — Χ
2
 Y

2
 + Ζ' ■+■ T

2
 -f- 2 (U

2 4- e2)] 
Tome IX (ue série). — Αουτ iS6.^. 33 
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varie quand on considère la suite des entiers a"/71 qui répondent à 
une même valeur donnée de a et de m (mod. 4)· Deux mots d'abord 
sur cette fonction numérique 

2. Décomposons l'entier m, de toutes les manières possibles, en 
un produit de deux facteurs conjugués d, â, en sorte que 

m = dâ. 

La fonction numérique dont nous parlons s'exprime par la somme 

s-1 
£(-.) ~3>. 

En introduisant un symbole connu de Legendre, avec la signification 
plus étendue que lui attribue Jacobi, on peut encore l'écrire 

Σ (τ)*· 

On s'assure aisément que quand ni est de la forme 4'-+-1» cette fonc-
tion représente Ι'εχςέβ de la somme des carrés des diviseurs de m qui 
sont =1 (mod. 4)

 s
"

r
 l

a somme des carrés des diviseurs qui sont 
~ 3 (mod. 4)· L'inverse a lieu quand m est de la forme 41 -H 3. Pour 
m = 1, 3, 5, 7, 9, etc., les valeurs respectives de p

2
 (m) sont 1, 8, 26, 

48, 73, etc. 

Déjà, dans le temps, ayant eu occasion de considérer la fonction 
numérique plus générale 

J—I 
£(-.) 3 et, 

je l'ai représentée par 

IV Μ-

α l'indice μ = a répond la fonction particulière 

t-1 

2(-0 " d' 
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dont nous avons besoin aujourd'hui. Représentons-la donc par 

(m) 

Observons encore que la fonction p
2
(m) est decomposable en fac-

teurs, et que si en exprimant m par un produit de puissances de 
nombres premiers on fait 

m — Π (ar), 

alors 
p2[m) 

s'exprimera par le produit 

π [«"+hr) H- (^) «"-·+...]· 

Enfin rappelons une autre fonction 

R a(m), 

exprimée par le produit plus simple 

n|>+ (IR)"
2

"
2

} 

et liée intimement à p2 (m). Nous aurons en effet à employer la fonc-
tion R

a(m) dans le cours même du présent article. 

3. Revenant maintenant à la valeur demandée de 

Ν = χ2 -+- jr2 -f- z2 -+- l'2 + a [ir -t- t>2)], 

considérons d'abord le cas d'un nombre impair, c'est-à-dire le cas de 
α = o, en sorte qu'il s'agisse seulement de 

Ν [m = x- ~hra z2 -+· i2 -+- a (h2 + e2 ι]. 

L'octuple de p2("') exprimera le nombre cherché. 
En d'autres termes, on a 

d ) Ν [m — x* -+- J2 -+- z2 ■+· t2 + 2 (u2 -t- e2)] = Sp2 (m). 
33.. 
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La formule (i) reste la même pour m = 4 ( -f- ι et pour m = 41 + 3, 
c'est-à-dire pour 

(ΊΤ) =
 Γ 

et pour 

br)^1· 
La valeur de 

(ΐ) 

joue au contraire un rôle quand il s'agit d'un entier pair 2am. Car, 
dans l'hypothèse de α > o, je trouve que 

(2) Ν (s*m = x
2
-\-y

2
-hz

2
-+- t

2
+i (u

2
 -+- u

2

)j—4^2
sa

"
+

"
1

— ("«")]]p2 (m) 

Les formules (1) et (2) résolvent complètement la question proposée 
au n° 1. Je n'ai pas besoin de dire que le facteur 

4 [2 2& + 1 - (-1/m)} 

de p
2
 (m) dans la formule (2) pourrait être remplacé par 

4
[

2
- + -_

(
_

i)

 2
 ], 

ou encore par 

4U"
+,

 + (-0 ' ]. 

4. Appliquons la formule (1), 

Ν [m = χ2 -hy'J -+- z2 + t2 + 2 («2 + e2)j = 8p
2
 (m), 

à quelques exemples. 
Cette formule donne 

Ν [ι = x2 -+- y2 + z2 -f- t2 -+- 2 (u2 ■+- t>2)] = 8, 
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résultat qui s'accorde avec les identités 

1 = (± [)2 H- O2 4" O2 -1- O2 -f- 2 (o2 4- o2), 

I = O2 4- (± 1 )2 H- O2 ■+■ O2 -h 2 (o2 -H o2), 

ι =o2 + o2 4- (± ι)2 -4 o2 4- a(o2 ■-+- o2), 

ι = o2 ·+· o2 -i- o2 -i- (±: i)2 -t- 2 (o2 4- o2). 

Elle donne ensuite 

N{3 = x2 4- f + :' + /'+ a (m2 -4 c2)] = 64; 

or cela est confirmé par les identités 

3= I2 + I24- I2+O
24- a(o24-os) ■ 

et 
3 = ι2 4- o2 4- o2 4- o2 4- 2 ( ι2 4- o2 ), 

qui fourniront pour l'entier 3 soixante-quatre représentations, si l'on 
a soin d'y affecter du double signe ± les racines des carrés qui ne 
sont pas nuls, puis d'y opérer les permutations convenables. 

On trouve encore 

Ν [5 = Λ.'2 4- J2 4" ζ2 4- t2 4- 2 {ΙΓ 4- C2)] = 2θ8. 

La vérification de ce fait se tire des trois identités suivantes: 

5 — 1 2 H- 22 4" O2 4- o2 -h 2 (o2 + O2 ), 
5 = I 2 4- 1 2 4- I 2 4- O2 4- 2 ( I 2 4- O2 ), 

5 = I2 4- o2 4- O2 4- o2 4- a ( i2 4- I2). 

La première de ces identités fournit quarante-huit représentations de 
l'entier 5, la seconde en donne cent vingt-huit, la troisième trente-
deux; or 

48 4- 128 4- 3a =■ 208. 
Les identités 

7 = i2 4- i2 4- i2 4- 22 4- 2 (o2 4- o2), 

7 = 12 4- a2 4- o2 4- O2 4- 2 ( 12 -t- o2 ), 

7 = 12 4- 12 4- 12 4- o2 4- 2 ( 11 4- J2 ), 
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qui fournissent respectivement, pour l'entier 5, soixante-quatre, cent 
quatre-vingt-douze et cent vingt-huit représentations (en tout trois 
cent quatre-vingt-quatre), confirment l'exactitude de l'équation 

Ν f 7 = x2 4-jr2 4- -2 4- i- 4- 2(«2 -t- e2)] = 384-

Enfin, la formule (1) donne 

Ν [g = χ1 + j'1 -t- z2 4-1- 4- 2 (m2 H- f2)] = 584 ; 

et ce résultat aussi est vérifié par les identités 

9 = 32 4- o2 4- o2 4- o2 4- 2 (o2 4- o2), 

9 = 1 2 4- 22 4- 22 -t- o2 4- 2 (o2 4- O2), 

9 = I2 4- I2 4- 12 4- 22 4- 2 ( 12 4- o2), 

9 = 12 4- 22 4- o2 4- o2 4- 2 ( 12 4- 12), 

9 = i2 4- o2 4- o2 4- o2 4- 2 (22 4- o2). 

Elles fournissent en effet respectivement, pour l'entier 9, huit, quatre-
vingt-seize, deux cent cinquante-six, cent quatre-vingt-douze, et 
trente-deux représentations; or 

8 4- 96 4- 256 4-192 4- 32 = 584. 

S. Vérifions à son tour la formule (2), 

Ν [2* m = x
1

 4- f 4- z
2
 4- f' 4- 2 («

2
 4- e

2
)] = 4 [

a

ae+
 ' _ (Z-ij J (/»), 

où Ton doit prendre oc>o. 
Soit d'abord α = 1, avec m = 1. Cette formule donne 

Ν [2 — χ1 4- J'2 4- z2 4- t2 4- 2 (ir 4- <>2)] = 28, 

ce qui est confirmé par les identités 

2 = 12 4- i2 4- o2 4- o2 4- 2(oa 4- o2) 
et 

2 = o2 4- o2 4- o2 4- o2 4- 2 ( 12 4- o2). 
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En y affectant du double signe + les racines des carrés qui ne sont 
pas nuls et en y opérant les permutations convenables, on en tire res-
pectivement vingt-quatre, puis quatre représentations de l'entier 2 ; or 

24 -+- 4 = **8. 

Soit ensuite a — 1, mais m= 3. La formule (2) nous donnera 

Ν [6 = .χ·2 + jr2 + + ί2 + 2 ίu3 -+- ν2)] = 288. 

On vérifiera ce fait au moyen des identités 

6 = i 2 -(- I 2 -+- 22 —1- o'- -4- 2 (o2 Ο2 ), 

6 = 2i + o! + o! + oi + a(i! + o2), 

6 — i2 + 12 -t- i2 + 12 -f- a ( 12 H- o2), 

6=|!+1î + Oî + iJ!+2(|! + Is). 

La première et la . dernière de ces identités fournissent chacune 
quatre-vingt seize représentations, la seconde en fournit trente-deux 
et la troisième soixante-quatre : le total est bien deux cent quatre-
vingt-huit. 

Avec α = 1, prenons enfin m= 5. La formule (2) nous donnera 

Ν (io = ar2 -t-y2 -+- z2 -t-12 -1- 2 («2 -t- e2)] = 728; 

et la vérification se tirera cette fois fies identités 

ΙΟ — ι2 -I- 32 -t- υ2 -+- O2 2 (θ2 -I- O2), 

10= 1 2 -+- I 2 -t- 22 -t- 22 -|- 2 (o2 -t- O2), 

ιο = '2!+2!+ο! + ο2 + α(ι2 + o2), 

10 = ι2 -H Is -i- 2s -+- Ο2 + 2 (l2 -t- I2), 

10 = i2 -t- i' + o' + o' + s (a2 -t- o2), 

| o — o2 -l- o2 -4- o2 -+- o2 -t- 2 ( I 2 H- 2S), 

qui fournissent respectivement, pour l'entier 10, des nombres de re-
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présentations marqués par 48, 96, 96, 384, 96, 8 : la somme esf 
bien 728. 

Passant aux nombres pairement pairs, bornons-nous à prendre 
m = 1, avec a — 2, puis a — 3. Nous aurons d'abord 

Ν [4 = .r2 -4-y2 + 2! + Î! + 2 (W2 -+- e2)] = 124 ; 

cela s'accorde avec les identités 

4 = 22 + Ο2 + Ο2 + O2 ·+. 2 (o2 + O2), 

4 = I2 -+- I2 ■+ l2 + I2 -+- 2(o2 + O2), 

4 = 12 + ι2 + ο2 + o2 + 2 (ι2 + o2), 

4 — Ο2 + O2 + O2 + Ο2 —t- 3 (i 2 + I 2). 

Elles fournissent respectivement, pour l'entier 4, huit, seize, quatre-
vingt-seize et enfin quatre représentations; or 

8+164-96 + 4= 124* 
On a ensuite 

Ν [8 = χ2 + j2 + ;2 + t2 + 2 (ir + t>2)] = 5o8. 

Or d es identités 

8 = 22 + 22 + o2 + o2 + 2 (o2 + o2), 

8=r I2 + I 2 + 22 + Ο2 + 2 ( I 2 + O2), 

8 = Î! + O1 + O2 + O! + Î(I! + 1a), 

8 = i2+ I2+ I2+ I2+ 2(I2+ I2), 

8 = ο2 + ο2 + ο2 + o2 + 2 (22 + o2}, 

on tire respectivement, pour l'entier 8, vingt-quatre, trois cent quatre-
vingt-quatre, trente-deux, soixante-quatre et enfin quatre représen-
tations, en tout cinq cent huit, comme l'indiquait notre formule, qui 
reste ainsi toujours vérifiée. 
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6. Jusqu'ici nous n'avons parlé que du nombre total 

Ν [η = χ2 -t-j2 + ς2 + t2 -+- 2 (w2 -+- e2)] 

des représentations propres ou impropres d'un entier donné η par la 
forme 

χ2 "+~ JT2 ■+" z* ■+■ ·+ 2 (u2 H- e2). 

Mais on peut désirer d'avoir séparément l'expression du nombre 

M [// = oc- H- γ- -+- s2 -+- t2 + 2 (M2 -+- v2)] 

des représentations propres, pour lesquelles λ*, j", Z, «, e n'ad-
mettent aucun facteur commun > ι. Cette seconde question est facile 
à résoudre, la première étant résolue. 

Il faut continuer à poser 
η — 2Km, 

m étant un entier impair, mais considérer la fonction numérique 

R2 [m) 
au lieu de la fonction 

p* O)· 

On devra de plus distinguer les quatre cas de « == ο, a — ι, α = 2, 
a > 2. 

Quand α = o, c'est-à-dire quand il s'agit d'un entier impair, la for-
mule est 

(3) M [m = x2 -t-y2 + z2 + 1? -+- n. (m2 -+- e2)] — 8Ra {m). 

Ainsi, ayant 

1*2(9) — 92 ~ = 72, 
on en conclut que 

M (g = X2 ■+■ y2 -+■ z2 -+- t2
 -T- 2 (M

2
 E

2
 )] = 576. 

Or cette équation est exacte. On a vu plus haut, en effet, que le 
Tome IX (AC série). — AOÛT 1864. 34 
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nombre 9 comporte en tout cinq cent quatre-vingt-quatre représen-
tations par la forme 

x~ -h y -t- z- -+- /2 -+- 2 (m4 + e2); 

mais ici nous devons exclure les huit représentations impropres que 
l'on déduit de l'identité 

9 = ( ϋ 3)2 -H o2 4- o2 -t- ο2 2 (o2 4- o2), 

en y faisant occuper successivement à 

( ± 3)» 
les quatre premières places. 

Quand u— 1, c'est-à-dire quand il s'agit d'un entier impairement 
pair, je trouve 

(4) M[a/H = z2 + t2 -t- 2 (u2 + e2)J = !\ 8—aC'
72

)· 

Ici la valeur de m (mod. 4) a tie l'influence. 
Elle en garde encore dans le cas de a — a; car on a 

(5) M[4m = x
2
+/+z

2
+ ί~·+ 2(îî2 -+- e2)] = 4 j^3o — jlB

2
(rn), 

de sorte que y 
continue à figurer au second membre. 

Mais pour α > ι, quel que soit d'ailleurs α, 011 obtient la formule 

(6) M ^ = x- -t- y +■ ζ2 + l2 + 2 {it2 -H e2)] = 1 5.22k 'R
2
(m), 

d'où y 
a disparu. 

En faisant m = 1 dans l'équation (5), on en conclut que 

M [4 = X'~ -t- y -t- z2 ■+-t2 -t- 2 (il- -+- ν2 ) — 116. 
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Or cette équation est exacte. On a vu plus haut que l'entier l\ com-
porte en tout cent vingt-quatre représentations par la forme 

x- -f-JT2 -+- z- -+- t- -+- 2 [ir -+- e2). 

Mais huit de ces représentations sont impropres; ce sont celles que 
fournit l'identité 

4 = ( — 2): -H O2 -+- o2 -t- O2 -+- 2 (o2 -t- O2), 

en y faisant occuper successivement à 

(± 2)2 

les quatre premières places. En les retranchant, il reste cent seize re-
présentations propres. 

Dans la formule (6), faisons m — 1, a. — 3; il nous viendra 

M [8 = x2 -+- y2 -t- z2 -h i~ -t- 2 [iâ -4- e2)] = 480, 

résultat exact. Le nombre 8 est représenté, il est vrai, cinq cent huit 
fois par la forme 

χ2 +J2+z! + iJ + 2 (tr -t- o2) ; 

mais il y a vingt-huit représentations impropres, savoir, celles que 
fournissent les deux identités 

8 = ( ± 2)2 -I- zh 2)2 -I- O2 -t- o'-' + 2 (o2 -l- o2) 

et 

8 = 0! + 0! + 0!+0!+2[(± 1 )2 -H o2 j, 

en y opérant les permutations convenables. 

7. Maintenant exigeons que, dans l'équation 

η — χ- -t- J' -t- ~2 -+- ir -t- 2 (ir H- e2 ), 

x, y, ζ, i, 11, ν soient des entiers impairs et positifs, du reste quel-
conques, et demandons-nous quel sera, sous ces conditions nouvelles, 

34·. 
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le nombre 

X [« = x2 A-y2 A- z2 A- t2 -+- 2 (u2 A- v2 j\ 

des solutions. Il est bien clair que l'on aura 

X [ft =R x2 -T-Jγ2 + ζ2 A- t2
 H- 2 (M

2
 + E

2
)] = Ο 

si η n'est pas un multiple de 8. Mais quelle est la valeur de 

X I 2 e + — X2 -+- y2 -h Z2 -h t2 -h 2 (U2 H-v²) ], 

m étant un entier impair et ε étant égal on supérieur à o? 
La réponse à cette question est fournie par la formule ci-après : 

(7) X [2s+dm = x2
 A--y2

 -+- z2 + t2 -+- 2 (α2 -+- u2)] = l\~ p
2
 (m), 

p
2

(m) ayant la même signification qu'au n°l. 
Soit, par exemple, m — 1 avec ε = ο. La formule (7) nous donnera 

X [8 = χ2 A-γ2 -I- z2 -4- t2 + 2 (u2 -t- v2 )] = 1, 

ce qui s'accorde avec l'équation 

8 = l2-t-l2+|2-+-I2-|-2(l3-+-l2), 

la seule qu'on puisse écrire avec des valeurs de a?, y, z, u, v im-
paires et positives. 

En prenant m = 1, avec ε = 1, on trouve ensuite 

Ν [ι 6 = x2 -t-y2 -t- z2 -t- t2 -f- 2 [u2
 A- v2)\ = 4, 

ce qui est confirmé par les identités 

Ι6 = 32 + Ι2+ι2+Ι2 + 2(Ι2Η- 12), 

16 = i2 4- 32 + ι2-ι- 12 ~t— 2( 12 —1~ 12), 

16 = 12 -t— 1 - -t- 32 12 -t- 2 ( 12 —i— 12), 

16 = 12 + 12 -+- 12 a~ 32 -+- 2 ( 12 -t- i2). 
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Maintenant, soit ε = ο, avec m = 3. On aura 

3Î, [24 = x2 -t- χ2 -+- z- -+-t2 -h 0. {u2 -+- e2)] = 8, 

résultat exact, comme le prouvent les identités 

24 = 32 + 32 + I2+ I2 + 2(I2+ I2) 
et 

2/j = iJ + I2 + I! + I2 + a(32 -I- i2), 

ou l'on devra effectuer les permutations convenables. 

A l'hypothèse de 

ε = o, m = 5 

répond l'équation 

OT>[4o = χ2 -t- y2 -+- ζ2 -t- t'1 -+- 2 (u2 -+- f2)] = 26, 

que confirment les identités 

4o= 32H- 32 + 32 + 32 4- 2 (I2 + I2), 

4o = 52 —t- 32 -4- 12 -t- 12 —t- 2 ( 12 -f-12 ), 

4o = 32 -+- 32 -t- 12 + ι2 + Ί(324- i2), 

4ο = ι2 -+- ι2 -+- ι2 -+- 12 + 2 (324-32), 

dont la seconde et la troisième comportent chacune douze permuta-
tions. 

De même, à l'hypothèse de 

ε = o, m = 7 
répond l'égalité 

,%(56 = x2 +^7 2-l- z2 ■+-12 -t- 2 (tr -}- e2)] = 48, 
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qui se vérifie au moyen des équations identiques 

56 = 52 + 52 + ι2 + ι2 + 2 (i2-t- ι2 )
? 

56 = 524-32 +324-32 + 2(I2
 + I

2
), 

56=724I24I24I242(I24I2), 

56 = 32 -τ- 32 + 32 -+-32 + 2(I2 + 32), 

56 = 52 + 32 4 ι2 + ι2 -H 2(12 4 32), 

56 = 32 4 32 4 12 4 i24-a(32-t-32), 

56 = 12 4- 12 4 i2 4-12 4- 2(52 + i2). 

Les nombres de permutations que ces identités comportent sont res-
pectivement 

6, 4, 4, 2, 24, 6, 25 
or 

644 + 4 + 24 244642 = 46. 

Soit encore ε = o, mais m = g. La formule (7) donne alors 

SU, (72 = λ - 4 7"2 4 z2 4 t2 4 2 (112 4 e2)] =73 

Or on a les identités 

7
2 = 5

!
45

Î
43

!
43

242(I
!
4I

,
Î, 

72 = 72 4 3
2 4 3

2 4 1- 4 2(1
2 4 I

2
), 

72=5
2
45

2
4I

2
41

2
42(3

2
41

2
), 

72 = 5
2 4 3

2 4 32 4 32 4 2(32 4 1
2), 

72 = 724 I24 I'24 I 2 4 2(32 4 I2), 

72 = 3
2 4 3

2 4 3
2 4 32 4 2(32 4 3

2
), 

72 = 5
S
43

2
4 !

 2
 4 1 2 4 2(32 4 32), 

72 = 3
2 4 3

2 4 I2 4 12 4 2 (52
 4I

!
], 

72— I24I24 I
2
 —R

2 4 2 (5
2 4 3

2
). 

Les nombres de permutations convenables, en allant de la première 
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à la dernière, la sixième exceptée, sont 

6, 12, 12, 8, 8, 12, 12, 2. 
La somme 

6 + 12—l-I'2 + 8-4-8+124-12 + 2 

n'est égale qu'à soixante-douze. Mais on arrive à soixante-treize, en 
tenant compte de l'identité 

7
·λ = y + 32 + 32 + 32 + 2 (32 + 32), 

qui a été d'abord mise de côté. 

8. Si à la condition imposée aux entiers x, y, z, t, ιι, ν d'être im-
pairs et positifs dans l'équation 

2s+3/« = x'2 + y- + ζ2 + i"· + 2 (ir + e2), 

on ajoutait celle de n'avoir pour commun diviseur que l'unité, le 
nombre des solutions de cette équation ne resterait égal à 

4 °p
2

(m) 

que si m n'avait aucun diviseur carré > i, je veux dire si m n'était 
divisible par aucun carré supérieur à l'unité, autrement dit si m n'é-
tait le produit que de facteurs premiers inégaux. Dans tout autre cas, 
ce nombre se réduirait à 

Ri (m), 
le symbole 

R
2
(m) 

ayant la même signification qu'au n° 1. 
En d'autres termes, si 

311 [2s"1"3m = x'2 + y- + z- + i'1 + 2 [u- + e-)J 

désigne le nombre des solutions propres (impaires et positives) de 
l'équation 

9.s + im = x1 + j 2 + z1 + t~ + 2 (u2 + e2), 
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on aura 

(8) = .r2 -4- j2-h z2 -+-t24- 2 (u2 -+- e2)] = 4
S

R2('«)· 

Ainsi, par exemple, en prenant 

ε = ο, m = 9, 
on a 

3TL· [72 = x2 y2 -+- z2 -t- i2 -f- 2 (n2 -+- e2)] = 72. 

Cela est exact. Tout à l'heure, en effet, nous avons trouvé soixante-
treize solutions de l'équation 

72 = x2 -f-y2 -f- z2 + t2 H- 2 (u2 + e2) ; 

mais l'une d'elles est impropre, savoir celle que fournit l'identité 

72 = .I2 -t- 32 -+- 32 -t- 32 + 2 (32 + 32). 

Toutes les autres solutions sont des solutions propres, et il n'y en a 
plus que soixante-douze, comme l'indique notre formule. 


