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SUR

QUELQUES FORMULES GENERALES QUI PEUVENT ETRE UTILES
DANS LA THEORIE DES NOMBRES;

Par M. J. LIOUVILLE.

TREIZIEME ARTICLE [*].

1. Je profite d’un instant de liberté pour reprendre la publication
des notes que rempli d’une ardeur extraordinaire Jai (en quelques
semaines) entassées les unes sur les autres pendant Vautomne de 1857,
au sujet de certaines formules générales également utiles dans la théo-
rie des nombres et dans celle des suites infinies. Le lecteur, dont je
réclame de nouveau l'indulgence, voudra bien me perusetlre cetie
fois encore d’ajourner les démonstrations, qui sont au reste des plus
simples.

Convenons d’abord de quelques notations dont nous ferons con-
stamment usage dans le cours de cel article.

Soit

m

un nombre entier donne, de la forme
G+ 3.
Posons de toutes les maniéres possibles
m=m:+4m?+am
- 1 g4 ) 3

m,, m,, m, étant des entiers, suvoir : m, impair, positif ou négatif; m,

[*] Les six premiers articles ont été publiés en 1858, les cing suivants en 1859, et
le douziéme en 180o.
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pair ou impair, positif, nul ou négatif; enfin m, impair et positif. It
est bien clair que P'expression

w4 dmi 4 am,

ne peut représenter, sous les conditions indiquées, que des entiers
==3 (mod. 4). Aussi supposons-nous

m=4p+ 3.

Maintenant décomposons P'entier impair et positif m; en un produit
de deux facteurs conjugués ,, d;, en sorte que I'on ait

my =, dy,

d, et dy étant aussi des entiers impairs et positifs. L’expression de m

deviendra
m=m2+ 4+ 2d,d,.

L’entier m étant donné, il y aura plusieurs systémes de valeurs de
my, My, iy,
et a fortiori plusieurs syst¢mes de valeurs de

0y, M, dyy 9.

Nous considérons a la fois tous ces systémes, et c’est 4 leur ensemble
que va se rapporter le signe de sommation

)

‘

qui figurera dans nos formules.
2. Ces préliminaires compris, désignons par
F(x, y, z)

une fonction impaire (analytique ou numérique) des trois indétermi--
nées &, y, 2 dont les valeurs seront toujours entieres, de signes quel-
conques, mais x impair, y et z pairs, la valeur zéro admise. En di-
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sant que la fonction
F (3*_’ ‘,’).7 Z)

est impaire, relativement 4 z par exemple, nous entendons que, pour
toutes les valeurs de .r. 5, z dont nous ferons usage, on aura

F(xav'yy - Z) - F(JC, Y Z);
et commne il peat arriver que z = 0, nous ajoutons la condition spé-

ciale
F(x,j,0)=o0.

Par rapport a ¥, on devra avoir de méme
F(x, —7,2)=—F(x, r,z), F{x,o0,z)=o0.

Mais relativement & o, entier impair et dés lors toujours différent de
zéro, il suffit que

F(—ux, y,2)=—TF(x, 5, 2);
il 0’y a pas 4 se préoccuper de la valeur de
F(o, 5, 2},

qui ne se présentera jamais. On wa a tenir comple que des systémes
de valeurs de x, y, z dont on fait usage. La fonction F (x, 7, z) est
suffisamment définie pour notre objet quand on donne pour ces di-
vers systemes (en nombre limité) les valeurs correspondantes de la
fonction, lesquelles sont du reste a volonté, sous les conditions que
Pon vient d’énumérer.

- . .
3. Les valeurs que nous attribuons a

X, ¥V, %
sont tirées du mode de partition de Ventier donné m que fourmt
notre équation

‘el o, &

—_— 2
m=mj - N

3a..
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Les voici :
x=d; — am,,
Yy=dy+2m, —m,,
Z=dy 4 2m,+ m,.
A chaque systéme
my, my, dy, 0,
répond une valeur de
F(x, y, z),
savoir
F(, — amy, oy +2my—m,, d, + 20y —+ ).

Cette valeur est tantot positive, tantdt négative. Or notre théoréme
consiste en ce que les valeurs négatives et les valeurs positives se com-
pensent exactement, de facon que la somme algébrique pour I'en-
semble des systémes

my, my, d,, 9,

qui se rapportent a l'entier donné i, est égale a zéro, Clest ce que
nous exprimons en écrivant I’équation

(A) EF(o“a = 2y, dy 4+ amy, — m,, d, + 2m, + my) = o,

qui nous parait constituer une formule nouvelle et trés-remarquable.
La somme indiquée au premier membre de I'équation (A) est au fond
une somme multiple. Nous ne mettons cependant qu’un seul signe

2,

espérant que cette simplification (que nous nous sommes déja per-
mise dans une lettre adressée 2 M. Hermite, cahier de février 1862)
ne génera en rien nos lecteurs, accoutumeés maintenant i ce genre de
formules.

4. Nous nous bornerons aux deux exemples de m =3 et de m=7.
Pour m = 3, I'équation générale

3y —— 2 g 2 Y
m=mi+ 4+ ad, o,
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fournit deux équations particulieres
2o 12 2
3=1%+ 4.0+ 2.1.1,
J=(—1)+4.0 4+ 2.1.1.
il v’y a donc que deux valeurs de

F(a, ¥, z),
qut sont
F(1,0,2), F(1,2,0)

253

Elles sont toutes deux nulles, puisqu'une des indéterminées se trouve

éga]e 4 zéro sous le signe F. Leur somme aussi est donc nulle.

Pour m = 17, il y a huit équations de la forme
m=m?+ fm2+ 2d,d,,
savoir :
7=1%+ 4.0+ 2.1.3,
7=1%+4.0* +2.3.1,
= (—1)* + 4.0* + 2.1.3,
= (=14 4.0 +2.3.1,

7=1"+4.1° 4 2.1.71,
7=+ 4(— 1)+ 2.1.1,
7=(—1)+ 417+ 2.1,
7= (— 1)+ 4(—i) +2.1.1.

La somme des valeurs correspondantes de
F(x, y,2)

cst done composée de huit termes :

F(3,0,2) +F (1,2, 4)+T(3,2,0)+T(1,4,2)+ F(—1,2, 4}

+F (3, —2,0)+F(—1,4,2)+ F (3,0, —2).

Or quatre de ces termes sont nuls puisque une des indéterminées y
est nulle sous le signe F; et les quatre autres se détruisent deux i

IR RRTT YR,
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deux, puisque, par la natare de la fonction F, on a

F(—1,2, 4)=—=F(1, 2,4)
et
F(—1,4, 2)=—F(1, 4, 2).
La formule (A) est donc vérifiée.
5. On tirera de la formule (A) une formule particuliére, mais encore

d’une grande étendue, en remplacant la fonction
? p -1

F(x,r, 1)
par celle-ci

xX—1

(—1) * F(y,3)
qui remplira les conditions voulues si la fonction nouvelle

F(ry, 2)

est telle que 'on ait

F(—fv z'):*'F(]G z‘)v "ﬂ(]‘v —z)= — F(]” z)

avec
F(o,z)=0, F(y,0)=o.

Relativement 4 @, en effet,

(=)

est une fonction impaire, changeant seulement de signe quand
change de signe en conservant sa valeur numérique qui, ne Poublions
pas, est toujours exprimnée par un entier impair.
Je pose, d'aprés cela, P’équation
Sa— 1

2

~+- 1y

F(dy+ 2my—m,, dy +am, + m)=o0;

(Ay) 2(““1)

mais je ne m’arréte pas a la vérifier.

6. Notons encore une équation qu’on déduira de Iéquation (A), en
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¥y prenant

F(r, y,2)=7% (x, z—;—‘y> — 9 <x, ‘”:L;.Z),
la fonction

F (o, 1)

continuant 4 étre impaire par rapport 4 x, c’est-a-dire restant assu-
Lo - \ -
jettie & la condition que

Fl—a,u)= — F(x, 1t),

mais étant au contraire paire par rapport a 1, en sorte que

(i, —u)=23(x, u).
De cette maniere, en effet, les conditions exigées pour P'exactitude de

la formule (A) seront remplies, comme on le verra facilement.
Je pose donc a son tour I'équation

(A,) 2 [F(Dy, —amy dy+ amy) — F(dy — 2m,, m,)] = o.
Elle nous apprend que les deux sommes

237(0‘3 — 2y, (ly -+ 20m,)

et
@00
EJ (05 — amy, m,)

sont égales entre elles; cela aura certainement lieu, je le répete,
pourvu que l'on ait

Fl—mw,u)=—3(r,u), Flr, —u)=73x,nu),
quelle que soit d’ailleurs la fonction
Fla, u).

7. De I'équation (A,), on pourrait descendre a I'équation plus par«

NI
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ticuliére encore

(As) 2(=n" [f (dy+2my) — f(m))] = o,

ou la fonction

J ()
doit étre paire, c’est-a-dire telle que Pon ait
f(=w)y=f(n).
Par exemple, on pourra prendre
S (2) = cos (ut),
t étant une constante quelconque, ce qui donnera

S—1I
—+ 1y

E(—-I) ? [cos (dy + 2m,)t — cosm, ]| = o,

équalion qu’on peut réduire a la forme

gy—1 3y—

-+ m,

—+ . B
2(——1) ? cosdgtcoszmgtzx(—l) : cosm, 1,

en supprimant lajsomme nulle

Sy 1

e - 1,

2(—1) ’ sind tsinam, ¢,

et qui se trouve répondre 4 une combinaison de deux des équations
établies par Jacobi dans ses Fundamenta nova.

Mais je n’insiste pas sur ces détails. Mon but, dans cet article, était
surtout de poser la formule générale (A), en expliquant nettement
sous quelles conditions elle est exacte. Les applications viendront

plus tard.



