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METHODE NOUVELLE

Pour Uintégration des équations différentielles linéaires

ne contenant qi’une variable indépendante ;

Par M. J. CAQUE.

La méthode des limites est applicable & 1'étude des équations diffé-
rentielles. De méme que, pour découvrir les propriétés d’une courbe,
on cherche les propriétés communes a des polygones qui tendent a se
confondre avec elle; de méme, pour découvrir les propriétés d’une
équation différentielle, on peut choisir une équation aux différences
finies se confondant avec la proposée lorsqu’on annule les différences
des variables indépendantes, puis chercher les propriétés de cette équa-
tion qui sont indépendantes des grandeurs de ces différences.

Ces considérations m’ont conduit a2 une méthode nouvelle pour
I'intégration des équations différentielles qui, ne contenant qu’une
variable indépendante et une senle fonction de cette variable, sont li-
néaires par rapport a la fonction et & ses dérivées.

L’exposition de cette méthode est 'objet de ce Mémoire.

1. Toute équation différentielle ne contenant qu’une variable indé-
pendante, et qui est linéaire par rapport a la fonction et a ses dérivées,
peut étre mise sous la forme suivante

dp+ly

r VAry
daxpt!

d d?
= A () + Ay (1) y + A (o) T+ Au () S e A () 0

(X)

ol A (), Ag (), A, (),..., A, (), désignent des fonctions données de
la variable indépendante.

Je me propose de trouver Vintégrale générale de I'équation (X).
Tome IX ( 2° série). — Ma1 1864, 24
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I’équation aux différences finies

A A APy
=Alx) +Ao(x) y+A, (x) 3%’ + Ay () 5 4 Ay () T2

; AP+
(X) 5%

A ‘zvp-l-l

ol Ax est une constante quelconque, se confond évidemment avec la
précédente lorsque Ax = o; toute équation équivalente & (X) devien-
dra donc, & cette limite, une équation équivalente 4 (X); en consé-
quence, si je trouve une équation équivalente 4 (X'), fournissant, 4 la
limite, I'expression de P'une des dérivées de ¥ en fonction de x, le
caleul de l'intégrale générale de I’équation (X) se réduira a un nombre
limité de quadratures.

Ainsi I'intégration de 1'équation (X) est mon but, et la transforma-
tion de P'équation (X') mon moyen.

2. Avant d’entrer en matiére, je vais faire connaitre, pour n'y plus
revenir, les hypotheéses dont je ne m’¢écarterai jamais.

Pour donner & mes résultats toute la généralité qu'ils comportent, je
supposerai que la variable recoit des valeurs de la forme # -1 V—1,
ou u et v désignent des quantités réelles; mais ces valeurs formeront
tonjours une progression par différence, car I'équation (X’) n’a pour
limite I'équation {X) que davs le cas ot Az est unc constante. Ainsi,
en considérant u et ¢ comme les coordonuées rectangulaires d’un
point du plan, toutes les valeurs que jattribuerai 2 la variable seront
représentées par des points en ligne droite et équidistants. Ces points
peuvent étre d’ailleurs aussi rapprochés qu’on voudra, pnisque la
constante Ax est arbitraire.,

Je supposerai qu’en chaque point du segment de droite joignant les
valeurs extrémes de la variable, les coefficients des équations (X)) et (X')
ont des valeurs finies. Par exemple, on voit que les valeurs réelles
de x, pour lesquelles quelques-unes des fonctions Ax), Ag(a),
A, (x),..., cessent d'étre finies, sont représentées par des points de
I'axe des abscisses qui le divisent en segments; dans le cas parti-
calier ou 'on ne donnerait a la variable que des valeurs réelles, je
supposerais que les valeurs extrémes de appartiennent & un méme
segment, quelconque d’ailleurs.
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Les coefficients des équations (X) et (X') peuvent souffrir des solu-
tions de continuité.

Tous mes calculs sont faits en vue de I'équation (X); je rencontrerai
souvent des quantités qu’il est inutile de développer, parce qu’elles
doivent disparaitre & la limite, et dont cependant je crois bon de con-
server la trace; je les désigne toutes, sans distinction, par la lettre «.
Ainsi ¢ désignera toujours une quantité infiniment petite, c’est-a-dire
unc quantité qui s'annule avec I'accroissement de la variable indépen-
dante,

Mon Mémoire est divisé en quatre chapilres :

Ay

Dans le premier je fais connaitre une expression du rapport i

Dans le second je transforme I'équation (X');

Dans le troisieme jintegre 'équation (X);

Dans le quatriéme j'applique ma méthode aux équations linéaires
du premier ordre et aux équations linéaires a coefficients constants.

Les équations dont je me sers sont désignées : les unes par des nu-
méros d'ordre, les autres par des lettres; ces derniéres sont celles sur
lesquelles je veux attirer plus particuliérement Pattention du lecteur.

CHAPITRE PREMIER.

) £ 2 A‘Z]‘m
l) ine fOf'ﬂ'l(? (]LL on pBlLt (/071778[" ar I’(lp'pOl"t - ZOI"S([II@ Az est une
N LS Azl
consitante et Jy une jbnctt'on quelconque de z.
2. Soit
'To’ iy Bayearsy Bpegy L

une suite de valeurs quelconques d’une variable, et soit aussi

Yoy Vi Yarees Va-is )

la suite des valeurs correspondantes d’une fonction quelconque de
cette variable. En représentant par A7y, fa différence ¢ de yy, et en
posant, pour abréger,

mim—u) .,

m(me—1)...(m —p-+1} AP
L.2.0..p o>

m
Sp = 70 -+ T A»)’o"f‘

24..
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et

S e L= TG
R
on a, quels que soient m et p,
(1) JIm=38,+ R,.

On trouvera la démonstration de cette expression dans une Note
sur la formule de Taylor, que M. Liouville m’a fait "honneur ’insérer
dans le tome X de son journal.

Je suppose maintenant que les valeurs de la variable forment une
progression par différence dont la raison est Az, et, en me fondant sur
cette hypothése, je vais mettre la valeur de ¥, sous une autre forme.

Je désigne par

Aoy Ay Qpy-r.y Ay,

les valeurs que prennent la fonction et ses p premiéres dérivées, quand
on y remplace la variable par sa valeur initiale a,; et je pose

_ z2— 2, (z2— ) [z —a,)°
(A) 6(z) = a, + a, . +a2T+"'+a”1.z...p'

Comme on a, quel que soit I'entier r,

Zp— Xy
Az

r—= 9

on peut substituer 4 Sp l’expression équivalente

Zm— &g _A._Zl’ (zm_xo)(zm_-?n—Az‘,’ Ay,
I Az 1.2 Az?

Jo+

(Bm = &) (2 — @ — Az). . [(2m— x,) — (p — 1) Az] A%y,
-+ —=
I.2...p AzP

et cette derniére peut étre remplacée par

0 (2m) + ¢;
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. Aye Ay, APy,
car, lorsque Az tend vers o, les rapports ——» —==» -+ > 7 tendent

vers leurs limites respectives,a,, d,,..., ap, et le produit

(Zm — Xo) (2 — X0 — AZ). . [(B — x0) — (K — 1) Az]
tend vers (z, — 2, )* pour toutes les valeurs finies de £.

Quant & la valeur de R, on peut toujours, en lui ajoutant p termes
identiquement nuls, I'écrire de la maniére suivante :

IS CE LI S Ll RV JYS P

1.2...p
mais, si I’ ={;etsil 1 2 par % et i par T2
ais, si I'on pose z; = ¢;, et si 'on remplace m par ——— et par —==>
< ops . . Pa— . .
la différence m — i deviendra "‘A ‘; par suite le produit

(m—i)(m — i—1)..[(m—i)—(p—1)] AP+

1.2...p Fimt

prendra la forme

(2 — &) (2 — i — AZ). . [{za — &) — (p—1)az] arriy,, A
* r
1.2...p AzPt!

que Von peut remplacer par

(zm -_ ti)P Ap-H]'i—l .
[x.z...p—*—e AzPF! Az

et l'on trouve ainsi pour y,, 'expression suivante :

1, =%m

. (zm‘—ti)p i AP_HJ’I‘-l
(‘2) J,,,-—-@(Z,,J—!—E-F‘Z[I—.z.—:-;—}—& R Az
=2
4. Avant de poursuivre, je ferai remarquer que cette expression
fournit, lorsqu'on passe 4 lalimite, Vintégrale générale de I'équation (X)
dans le cas ou, ¥ n’y entrant que par sa dérivée de I'ordre le plus

' ' ' ' Preapoorss
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élevé, elle se réduit a

(3)

dp+l.7«

dgp!

= A(x).

Puisque la différence ¢; — t,_, = Az = At s'évanouit avec Az, el
puisque z, = x et y,= ¥, on peut remplacer dans ’équation (2)

Iy — )P
].IIH 9 (zm>, Ziny L—)‘ +¢ et AZ’

1.2...p
respectivement par
X — ti—! P
ry, G(x), x, (1_9_1); + ¢ et At

cette équation devient alors

=
— O (x e — ti )P AP Yin
]_9(x)+e+2 [1.2'“]) +e| AL
) t_ =

e g _ APy,
Lorsque n croit indéfiniment, les diverses valeurs du rapport j,p{l‘ !

tendent, en vertu de Péquation (3), vers les diverses valeurs de Altiy),
et comme aucune de celles-ci n'est infinie, on pourra, a la limite, sup-
primer les infiniment petits ¢ qui figurent dans la derniére équation,

et y remplacer le signe Z par le signef-

On obtient éiinsi, pour l'intégrale cherchée, la valeur connue
Tle—2)
(4) y=10(x) "‘fro T p Al

5. Puisque la formule (1) est applicable & toutes les fonctions d'une
variable, et puisque Py représente un entier positif que]conque, on
peut y remplacer les diverses valeurs de y par les valeurs correspon-

.o, Aly . . .
dantes du quotient 2207 et p par p—g, si toutefois g est moindre que p.
Si, de plus, on a égard & ce que, Az étant une constante, on a

AT Myr _ 8Ty
Azd T Az
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on trouvers

g My  mAty,  m(m—1) Ay,
P=9 7T Agt 1 Azf 1.2 Azd

+m(m—l)...(m————p—l—q—i—l)Al’yo

1.2...(p—gq) az1

R — (m—1).. . (m—p +q) APy, ('71"‘2)”-(’”“*P"‘?"“])APH%+
Il A 120 (p—q) Az Iz(p—q) Az! .

4 (Pp—q)...2.1 AP Y g

1.2 (p~—gq) Azl
et

ATy p

(5) Azl =8, + R,

En reproduisant les raisonnements et les calculs qui ont conduit de

la formule (1) & la formule (2), on transformera la formule (5).
D’abord, 4 I'aide de I'équation

Zp X,
Az

=

et de la dérivée ¢?"¢ de 'équation {A), on prouvera ue l'on a
) p q

d70(z)
Sp__q:[ o :Im—l— €5

d98(z)

dz?

[d’lé(z)

»-7—7—] représentant la valeur de correspondante 4 z =z
[4#4 m

me

On prouvera ensuite que R,_, peut prendre la forit.e

t,':Zm

(o 1) Ay
2[1.2.,.{[;—(/)+E Azp+i AZ’

t, =1z,

et I'on trouvera ainsi la formule suivante

) ll:Zm .
. AT Y d16 (z) (2m — t;)0—1 APy,
By =Im 2+ e
\‘b) Az? [ dsd |m ¢t Z L2, (p— )+ Azp+i Az,
ti—_—-zl

ou l'on pourra attribuer a g les valeurs entiéres o, 1. a..... p- car,
s 2 ? 3 1 P’ >
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moyennant des conventions bien connues, on pent considérer 'équa-
tion (2) et I'équation évidente

APyn _ APy, [APHJ’o AP+ y, + AT ya | A

Azl AP AzpHi pap T Agp+t

comme n'étant que des cas particuliers de 'égquation (B).
P q

CHAPITRE 1I.

Transformation de I’ équation (X').

6. Dans le chapitre précédent y désignait une fonction quelconque
de la variable indépendante; je supposerai maintenant que cette fonc-
tion satisfait a I'équation
AP.y
Aa?

(X)) ST A+ Agfa) y+ AL (%) L Ay (o) TZ A Ay ()
L’objet du présent chapitre est de faire connaitre une équation qu’on
peut toujours substituer a la précédente lorsque les valeurs de x
forment une progression arithmétique.
Je ferai usage de deux fonctions que je représenterai, I'une par
F(z), Vautre par f(z, t), et qui se déduisent simplement du second
membre de 1'équation (X').

Pour former la premiere, je remplace, dans le second membre de {X’),

X par z el iqTJ; par (—l—q(%z); j’ai ainsi

{ . db d?h

| P& = A+ A2 6+ A BE) a5 228
(C) ( drd(z)

( + 4 (8) T

Pour former la seconde, je néglige, dans le second membre de (X'),

Aty (z — )P

le terme A (), |’y remplace x par z et — par —— )

» ce qui
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me donne

S 0=0(0) B L pa () 2 a9 T e
- s o
( + 4,0 B A (a

On remarquera, comme conséquence des hypothéses faites sur les
coefficients de P’équation (X'} (n°® 2), que ces deux fonctions n’auront
que des valeurs finies.

Ceci posé, je multiplie les deux membres de P'équation (B) par
A, (z), ce qui me donne

3\ Aq )Fﬂl
A, (z,) o
( L=2, X \
_ d?6(z) , (2~ £} 01 Aty
___Aq(zm) [’?lz,i*jlm—{"c‘i— 2 [Aq!\zm) T p—2a -+ & FeTES AA«,

=2z,

car A, (z,) étant finie, tous les produits A, (z,,) . € ont pu étre remplacés
par e.
Je remplace successivement dans I'équation précédente ¢ par o,

41

’
2,..., P, ajJoute membre & membre les résultats et I'identité

A (zm) =A {:’m);

et, en ayant égard aux équations (X'), (C) et (D), je trouve, aprés
réduction, I'équation suivante

ti:zm
M A”*‘J’m . AP+“}"[~(
(b) N —_— F(A‘m) + & + 2 [f (.am, ’l) + E] ——_‘—“AZP_H AZ,
t, =2z,
d’ou je pourrai déduire, en y remplacant m par o, 1, 2,..., 1, 141
' . A’H“J’o AP Y, Ap.),"
equabtions contenant les n+1 rapports fvr e R et

I’élimination, entre ces équations, des n premiers de ces rapports me
fournira une valeur du dernicr que je pourrai substituer a Péqua-
tion (X'}, car z, =x et y,= y.

7. Pour faciliter cette élimination que je ne ferai que partiellement,
Tome IX (2° série},.— Juix 1864. 25

' IR NN
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et surtout pour faciliter la recherche de ce que le résultat devient i la
limite, je me servirai des fonctions définies par les équations suivanles,

ou la notation [G (x, a)],; exprime que & doit étre subslituée i a
dans G (x, a):

Jolx, )= f(x, 3,
Jilx, 2= Tf:fo(x, 2) f(z, t)dz|

dt=z

(E) | fulw, = F [ fi=a s t)dzj :

=z

t=z

Ces fonctions satisfont aux deux équations suivantes, ou r et s dési-
gnent deux entiers positifs ou négatifs, mais finis, et z; une valear fixe
de z, ’

2z, =x-+rAz

@) X [P+l )+ ddz=e+ [ T@ [, 9ds

(8) " 2 .[f(z,,,, L)) [ fo (o, 2m) €] Az =+ fon (X, 2+ 5A32).

z,—%; ti==z;

Pour démontrer que ces équations sont toujours vraies, je ferai
remarquer d’abord que, puisque f(z, ¢) est finie quels que soient z et ¢,
si de plus f, (, z) est aussi, les éléments de I'intégrale

S St f e

seront tous infiniment petits quels que soient z et ¢, et par suite
Jaw1 (2, 2) sera finie et continue; or f, (x, z) est finie, donc les fonctions
Jos fis fase.., sont finies, et, & partir de la seconde, elles sont continues.

Ce point fixé, et comme F(z,,) est finie, on voit que les premiers
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membres des équations (7) et (8) peuvent s’écrire

r+-rdz x—+rds
€ +f F(z) f,(x, 2)dz et l:s +f Sz, 8) fy(x, 2 r[z] ,
x, vz t;

i i

et, en retranchant de chaque intégrale un nombre fini r d’éléments in-
finiment petits, ces premiers membres auront pour expressions

a—}—f F(z) fylx, 2)dz et e+ fo.. (x, %)

[’équation (7) est donc démontrée. Pour achever de démontrer I'équa-
tion (8), il suffit de faire remarquer que la différence

Jori (s 24+ 5A2) — fo., {x, )

est infiniment petite, puisque s est un nombre fini et [, (x, 2) une
fonction continue de z.
Les équations (7) et (8) vont me suffire pour faire I'élimination que

J'al en vue, mais, dans le chapitre suivant, je reviendrai sur les fonc-
tions définies par les équations (E).

8. Lorsqu’on remplace m par n dans I'équation (6) elle devient

t, =3z,
APt y, AP¥iyy
—AF::F(Z")‘*“S—“'Z[_]((Z”, tl)—l—s]——A—zPTAZ;

=z
ty=:z,

mais on a y,=7%, Az=Ax, 2,= X, Z,=x et ;= z; et, comme
f(z, t) est une fonction entiere de ¢, on peut substitver f(x, z,_,)+:¢
a f (za, t;); en faisant ces changements dans I'équation précédente, et
en ayant egard a la premieére des équations (E), on trouvera

2, =mx—Az
AP+1y

APF yy
A.Z'P'H—F( )""E"‘i"‘ Z [ﬁJL‘ Z,, ]—ml—‘AZ;
Fi =3

et cette derniére équation deviendra, en remplacant { — 1 par m,

g,=x—Az

(9) X;I;:,-‘F( Y+ e+ 2.. [Jfolx, 2 +s] LY

Azpt!
2 =%,

25..
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Je multiplie les deux membres de I'équation (6) par [ f; (oc, 5,)+¢]Az;
J’al ainsi

AP+lym

[So (5 2m) + €] 7 B2=[F (20) + €] [ fo (2, 2) + ¢] Az
‘i:zm
. N APF gy
-+ 2 [f_(\z"” tl) + 8] [jO ('x.7 Z’”) + E] Az ‘K;p‘i—l Az.
t,—z,

En remplagant dans cette derniére équation m par o, 1, 2,...,n—1,
et en ajoutant les résultats membre & membre, la somme des premiers
membres sera

z,—x—Az

Ap+| .m
X [Sfolas m)+e] =2 Az

la somme des termes, placés dans les seconds membres en dehors des

signes ¥, aura pour expression

Z,=x—AZ

2 [F (2m) + €] [ fo (xx, 2) + €] Az,

z, =2,

ou, en vertu de I'équation (7),

g +£1F(z)ﬁ,(x, z)dz;

APF
Azpt!

enfin le coefficient de Az aura pour valeur

Sp=x=—Az

Z [ S (Zmy 8:) + e] [.ﬂ) (2, 2,) 4 €] Az,

Ia—2%5;

ou, en vertu de I'équation (8),

e+ /i (x, 5 ).
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i.e résultat de tout ce calcul sera donc

z, =x— Az

z"l:‘rn
z, ;=x—24z
z APy o
:f F@)fole, B)da+e+ X [filw zn)+e—m As
? Zia=%,

En ayant égard A cette équation, ct en y remplacant i —1 par m.
I'équation (g) deviendra

z,==x—24Az2

Ap+l m
{10) Az,,ﬂ— x) -2 +f oz, Bda+et+ Y, [Silws mmie] wj Az

2=
Je reprends P'équation (8) et je multiplie ses deux membres par

fl “m —+ E] AZ,
ce qui me donne
LS (e, 2) + €] Azpf_'lm Az = [F (zn) + ¢ [ filx, 2m) +¢] Az
tizzm

b 3L (o 1)+ €] [ s (s 2m) + ] A5 A,

Ag#+!

l,—z,
En remplacant dans cette équation m par 0, 1,2,..., 2 — 2, eten ajoutant
les résultats, on verra que la somme des premiers membres, celle des

termes placés dans les seconds membres en dehors des signes 2, et le

. i o .
coefficient de T;;— Az, ont respectivement pour expressions

£,=x—24z

2 [./; x’ Zm +E} Az p—H Az’
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et ces deux derniéres pourront étre remplacées, en vertu des équa-

tions (77) et (8), par

5+.[IF(z,)f;(x, z)dz et e+ fy(x, 7_,);

ce nouveau calcul conduira donc a Péquation

Z, —r=—2Az

S il zm) e Mo Teas

: zm:‘rn

z,_  =x—3Az

= fx IF(Z)J'}(JC, Bds+e+ Y [f;(x,z,._,)+€]AZ+Z'F{f;-AZ;

5 =X,

et celle-ci, aprés substitution de 1w & i —1, permettra de remplacer
I'équation (o) par la suivante

g%:”@_‘—s_}—[ F(2) fo(x, 2)dz + ¢

(II) z 3, =x—3Az
N 4 APty
( +V£ Fz)fi(x, Dda+c+ ¥ [ folr, z,) 4] Azpi Az

Les raisonnements et les calculs qui m'ont conduit de I'équation (g)
4 I'équation (10), et de celle~ci a I'équation (11), peuvent étre répétés
autant de fois qu’on voudra; par analogie on peut donc poser

A‘L.[)—k L

/w:F(x)—i—E%—f F(2) fo (o, ) da—+ e

(F) —|—‘£xF(z)fa (x, z)+s+£xF(z)ﬂ(x, 2)dz+¢+...

2,=x—(g-+1)Az
Ap+iy,

—l—sz(z)fq_,(x, z)dz+e+ 2 [ S, 2,)+¢] e Az

zm=.z-“

4

11 est d’ailleurs aisé de démontrer en toute rigueur que cette équation
est toujours vraie.
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D’abord, quand on y pose ¢ = 2, elle coincide avec I'équation (11);
s y ’
pour prouver que ’équation (F) est générale, il suffit donc d’établir
que si elle est vraie pour une valeur de g, elle P'est encore pour la va-
leur suivante.

A cet effet, on multipliera les deux membres de 'équation (6) par

’

[ f2(, ) + €] Az; on aura ainsi une nouvelle équation o1 I'on rem-
placera successivement m par o, 1, 2,..., 7 — ¢ — 1. On additionnera
les résultats; la somme des premiers membres sera

z,=x—(¢+1)Az :
AP+ -
S il )+ S A

—=.r,
Zm L3

et des raisonnements semblables 4 ceux que j'ai déja faits deux fois

montreront que, a 'aide des équations (7) et (8), la somme des seconds
membres peut s’écrire

x z,—=x—(§+2)Az : )
; ; APy
f F(3) f,(x, 2) dz + ¢ + 2 [ St (o, zm)—l—e]———-——y—A:;

+1
z, Azf

T =%

or la substitution, dans Péquation (F), de cette derniére expression a
la précédente, fournit le méme résultat que la substitution, dans la
méme équation, de ¢ 41 4 ¢ : donc I'équation (F) est générale.

CHAPITRE I1I.

Intégration de !’ équation (X).
9. Je viens de prouver que les équations (F) et (X) sont équivalentes
quelle que soit la constante Ax; I'équation différentielle

dp+t

) d ) d
(%) EF g () Agfa) A ) b =

dx?

(123.
est donc équivalente a ce que devient I'équation (F) lorsqu’on y pose
Ax = o, car, & cette limite, I'équation (X') se confond avec I'¢qua-
tion (X).

P van
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Je vais montrer que, a la limite, le second membre de I'équation (F}
peut étre remplacé par une série convergente. Ma démonstration sera
fondée sur deux lemmes, savoir :

1° Les fonctions définies par les équations (E) sont les termes d’une
série convergente;

APty

S5 sont finies,

2° Toutes les valeurs du rapport

10. 1°Sil'on suppose, pour plus de clarté, que u et ¢ sont les coordon-
nées rectangulaires d’un point du plan, chaque valeur de la variable de
la forme -+ ¢/ — 1 sera représentée par un point, et la droite joignant
deux de ces points sera le module de la différence des valeurs qu’ils
représentent. En conséquence, en désignant par s P'arc commencant
au point fixe a, se terminant au point variable z, et le long duquel

toutes les intégrales sont prises, on aura
mod. dz = mod. (— dz) = ds.

Et puisque, pour toutes les valeurs de z et de ¢ que Pon consideére,

f (=, t)est finie, son module ne peut surpasser un nombre fini M.
Ceci posé, je dis d’abord que, s’il existe une fonction réelle et posi-

tive de s, G (s), dont les valeurs surpassent les valeurs correspondantes

du module de f, (x, z), les valeurs de la fonction Mf G (s)ds surpas-

seront les valeurs correspondantes da module de /., (x, z).
En effet on a, quel que soit ¢,

mod. [— f(x, 2) f (3, t) dz] < MG (s)ds;
les modules des éléments de I'intégrale
[“siwaf e ode=[ (= fa@, 2 f (e ]z

sont donc plus petits, quel que soit ¢, que les éléments correspondants

de l'intégrale
f MG (s) ds, -
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et comme le module d'une somme est moindre que la somme des mo-
dules de ses termes, on a

m‘od.fq+4 (x, 2) < Mf G (s) ds.

En se fondant sur cette inégalité et sur ce que le module de f, (x, 2)
est plus petit que M, on établira sans peine que les termes de la série
convergente

1 M? 52
MM‘—M—;—ME TI‘;-x-

sont respectivement plus grands que les valeurs correspondantes des
modules des fonctions
Jor Sir Sereen

On peut donc poser
(G) ¢(x, D= folx, 2) + fi(x, 2+ falx, D)+

et o (x, z) désigne une fonction de valeur finie.

Cette conclusion est indépendante de la forme de la ligne d’intégra-
tion; elle ne suppose qu’'une chose, c’est qu’en chaque point de cette
ligne les coefficients de I'équation (X) ont des valeurs finies. Mais

on s¢ souvient que toujours, pour nous, la ligne d’intégration est
droite.

11. 2° Je désigne par N et M, des nombres plus grands que les plus
grands modules des valeurs, toujours finies, de

F(z,) +e et f(zm &)
En posant

mod. Az = As,

et en me fondant sur ce que le module d’'une somme est moindre que
la somme des modules de ses termes, je déduis de I'équation (6)

i—I=m—1

oy Aptt 71—|

mod. 22" —o <N+ MAs Y wmod. —=
i—1=0

Tome IX (2¢ série). — Juix 1864. 26
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Je vais prouver d’abord que si K est un nombre fini plus grand que

le second membre de cette inégalité, K ™2 est un nombre plus grand
que le second membre de Finégalité

i—1=m
Ap+1 .7‘m+1 AP-H}’[—-l
mOd. W<N+M,AS Z mOd."m‘

i—1=0

qui se déduit de la premiére en y remplacant m par m + 1.
En effet, la seconde inégalité peut s’écrire

[—I=m—}

AP+ Aty
mod.w< N""M,AS 2 mod.—A—z[:T—
i—1=n
AP+, T
+M,AS.[m0d. —*A—;;J_H—J,

or ce second membre est moindre que

K{1+MAs),
et, a_fortiori, moindre que
Kel\T,As’

car % est la somme d’une série 4 termes tous positifs, et dont les

deux premiers sont
r+ M, As.

I est aisé de voir maintenant que les valeurs des rapports

APH AP'H_}’\ Ap+1)f2 A‘u+l}’n~(q+1)
Zy 9 _— e e .. —_—
AzpPtt Agp+t AzP+! ? ? Agpt+i ?

sont toutes finies. Car le module de la premiere étant moindre que N,
on prouvera de proche en proche, 4 'aide de la proposition que je
viens de démontrer, que les modules de ces valeurs sont respective-
ment moindres que

. 1 L —
N, NeM,As’ NCN‘ZAS,..., Ne\l,[n (g+1)]As

ou que |
N, N(™)%, N ("), N (eM)smg—,
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en représentant généralement par s la distance du point x, au
point z,.

. . ¢ s . )

On voit, pour le dire en passant, que, s, et s, désignant les distances

du point intermédiaire z, aux extrémités de la droite x,x, en repré-
sentant par S la longueur de cette droite, on a

s+ 8 =S8.

12. De I'équation (G) je déduis

F(Qx)—*—]aij(z)go(x, z)ds
= F(x)—k-JfF(z)j(’,(x, ) dz —i—fo(z)ﬁ(x, z)dz +...

—:—fo(z‘)ﬁ,_, (or, 2)dz +....

Xy

11 est évident que le second membre est une série convergente; je vais

P+l gy
prouver que ——-= en cst la somme.

D’abord, puisque cette série est convergente, I'équation précédente
peut s'écrire

F(x) +f F(z)g(x, 3)dz
(12) -

=F{x) +J F(z) f(x, z,)a’z—i—...—}—f F(z) fo (s 2)dz+ eV,

¢ désignant un nombre positif qui, pour une valeur finie de g et pour
les valeurs plus grandes, est moindre qu'un nombre donné aussi petit
qu’on voudra.

Eusuite, puisque les modules des quantités

. APy,
jq(-r, Zm) et mlll



204 JOURNAL DE MATHEMATIQUES
sont plus petits que

My s7

" Mi S
1.2...9 et N (e ) ’
et, a fortiori, plus petits que

MsS¢
1.2...9

M)\S
N(e ) ’
on a, en désignant, pour abréger, par C la constante MN (eM*)S,

mod. [fq(ac, Z pﬂ —="Az :, <GC- M7 p As.

En conséquence, le terme complémentaire de I'équation (F), savoir

g, =x—(9+1)As

AP+ ¥
2 [fo(=, zm)—l—e]mJ%Az,
2, =%,

qu’on peut écrire de la maniére suivante, puisque le produit =

MELYY,
est un infiniment petit du second ordre,

AzPH

5, =x
Ar+
e+ 3 Jo(xs 2m) » Pf,"‘
5, =x,

a pour module un nombre moindre que

z’n:x
MeS¢ 789
C E As = CS M .
1.2...9 1.2...q

S B=a

L’équation (F) peut donc prendre la forme

—AA::_;’:_F.Z')—I—f (2) fo (2, 2) dz—l—f F(2) fi(x, 2)dz +..

+f F(z>j;-—l (.Z', Z) dz -+ (q -+ 2) ¢ - cleu’V——lv

CC R e NN YRR RARE



PURES ET APPLIQUKES. 205

¢' désignant un nombre positif qui, pour une valeur finie de g et pour
les valeurs plus grandes, est plus petit qu'un nombre donné aussi petit
qu'on voudra, et ¢ la moyenne des & placés dans I'équation (F).

En retranchant la derniére équation de I’équation (12), on trouve

AP+ y i

¥ (x) —+—f F (2) 9 (x, 2)dz — = eV — eV — (g+2)¢

Amp'i‘l

pour toutes les valeurs de Ax et de q.

Si maintenant on pose Ax = 0, on aura, pour toutes les valeurs
finies de ¢,

F (x) —1—‘]; F(2) ¢ (x, 2)dz — ZZ;’: — eV — eV,

Le second membre de cette équation est identiquement nul, puisque
¢ et ¢ sont plus petits que des nombres donnés quelconques pour des
valeurs finies de g. On a donc finalement

. dp+1 x L,
() LT Fa)+ [ FEew o

13. En intégrant les deux membres de Véquation (H) de &y a x, et

. . dry
en se souvenant que a,'est la valeur initiale de —=2-» on trouve

dr ‘ r x » z ‘
d_jl;za”—*_fx F(x)dx—*—j; dxjx F(z) ¢ (x, 2)dz.

Une nouvelle intégration introduirait la constante a,_, et donnerait

dqar= r—x i -
L =a,, +a, - ® 4 f dxf F (o) dx
X,

dx?—!
v ‘TG o

+°£ dxi de F(z)p (x, 2)dz.

Enfin, en représentant par ,(x) et par ¥ (x) les résultats obtenus en

(R TEEY
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intégrant p + 1 fois, et chaque fois de «, & x,

F(x) et f F(z)0(x, z)ds,

la valeur de s'¢crira, en ayant égard A Péquation (A),
(1) ' I =0(x) + §o(x) + ¥ ().

Si 'on voulait cette valeur développée en série convergente, on inté-
grerait (p + 1) fois, et chaque fois de x, & x, les quantités

F (), [ F(2) f, (x, 2)dz, f F(2) fi(x, 2)d5,...,
et, en représentant les résultats par

$ol(x), b, (), P, (), ...,

on aurait, en vertu de I'équation (12),
(g F=0(x)+ $o(x) + ¢y (x) + §y (x) +....

14. Les équations (H) et (J) font voir qu’une fonction est dé-
terminée lorsqu’elle est assujettie a satisfaire & nne équation linéaire
donnée de Yordre p+ 1, et lorsqu’on connait sa valeur et celles de
ses p premiéres dérivées pour une valeur donnée de la variable indé-
pendante. Les mémes équations montrent encore que le calcul de
cette fonction se réduit a4 p + 2 quadratures [on 4 deux seulement si
Pon fait usage de I'équation (4)], dés qu’'on connait les deux fonctions
auxiliaires ¢ (x, z) et F (x).

§’il y avait quelque utilité 4 imposer des noms a ces derniéres, je
nommerais I'une, ¢ (x, z), la fonction générique, et V'autre, ¥ (x), la
Jonction individuelle.

Ces dénominations sont faciles 4 justificr. Toutes les fonctions qui
satisfont 4 I'équation (X), en y considérant A (x) comme une fonction
arbitraire, et les coefficients de y et de ses dérivées comme des fonc-
tions données, peuvent composer un genre caractérisé par le systéme
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de ces coefficients; et ce qui distingue chaque fonction de ce genre des
autres fonctions du méme genre, ce sont le terme A (x) de 'équation
différentielle particuliere 4 laquelle elle satisfait, et le systéme de sa
valeur initiale a, et des valeurs initiales Ay, Ay, ..., @, de ses p premiéres
dérivées. Or les équations (H) et (J) montrent que toute solution y
d’une équation linéaire est, si I'on peut parler ainsi, le résultat de la
combinaison par voie de quadratures de deux fonctions, savoir :

La fonction ¢ (¢, z) qui, ne contenant ni constantes arbitraires ni le
terme A (x), est déterminée par le systeme des coefficients caractéri-
sant le genre auquel appartient y;

La fonction T (), qui contient A (), la valeur initiale de la variable
et les valeurs initiales de y et de ses p premiéres dérivées, en un mot
tout ce qui individualise la fonction y.

Les fonctions composant un méme génre pourraient étre groupées
en especes, caractérisées chacune par le terme A (x) de F (x). Les fonc-
tions appartenant & une méme espéce satisferaient 3 une méme équa-
tion différentielle particuliére, elles ne seraient done que les solutions
renfermées dans intégrale générale de cette équation. Cetle intégrale
générale est fournie par I'équation (J), en y considérant a,, a,,...,
a, comme des indélerminées; F (x), qui est alors une fonction de p+2
variables indépendantes &, a,, a,,..., pourrait étre nommée dans ce
cas la jonction spécifique. '

Quol qu'il en soit de 'utilité et de la convenance de ces dénomin
tious, je n’en ferai pas usage.

F (z) s’obtient sans calcul et de la maniére la plus simple au moyen
de I'équation (C); les équations (E) font connaitre les termes de la
série dont ¢ (x, z) est la somme; le calcul sera, en général, trés-labo-
rieux. Avant de clore ce chapitre je vais donner une nouvelle défini-
tion de ¢ (., z) qui peut, dans quclques cas, en abréger la recherche.

A=

15. Ce qui me reste a dire est fondé en partie sur la transformation
suivante,

Si 'on a

. [T PR T T
fl



208 JOURNAL DE MATHEMATIQUES

Je dis qu’on pourra toujours poser

(13) = — M, 5 2+ [f i 1) dz] :
z t=z

En désignant par N (r, z, ¢) 'intégrale générale de la différentielle
M(x, z, t)dz, on aura

[ M,z ) de=N(x, 2, 1) = N(z, 2, 1)
et par suite

u=N{x, x, z) — N(x, z, 2);

donc

de _ ([dN(z, z, t) dN(z, z, t) dN(z, z, t) oo
; — de z=a dt z=z ) dz z:zit:zn

or
I'dN(x, z, t)] _ [dN(x, 2, t)] =fde(.r, z, t) dz
B dr =z ‘ dt 2=z A dt 4
et
[%;ELE)JZ:ZZ M(x, z, 2);
donc enfin

du “dM(x, z, 1)
o = —M(x, z, 2) + [j; —77—-(12]:_2;

et la formule (13) est démontrée.
On démontrerait de méme la formule suivante

du de 2 5!
Z‘=M(.St‘., x, Z)+[£ _(:I‘:;de]::z.

16. La fonction ¢ (x, 2) a été définie par la série convergente dont
elle est la somme; je vais montrer qu’elle satisfait 2 un systéme d’équa-
tions faciles & déduire de 1’équation (X).

Jajoute les équations (E), et, en ayant égard a V'équation (G), je
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)= f(x,2)+ [LEI?’ (@, 2) f (3 0) dz,]t

Par suite, et en faisant usage de la formule (13),

de(z, z df (x, z) ER
‘P(d“"; ) fdz —o(x, 2) f [.{ o(x, z) t) (ZZ]

mais I'équation (D) me donne

f(/'ﬂ Z): Ap (Z),

frounve

il
]

II

=z

Un calcul semblable au précédent donnera

d’y (z, 2)
dz

l’f r, f (l’f(z,ﬂ . .

et de proche en proche on sera conduit, quel que soit k, a 'équation

. (IA ( ) (.1‘, ZJ _ Ap-—l (Z x, 2)

(l"? d"'*'Al,cp rl"“’A,,,_y_;;

fit
dz" di— T deh +eet (— ') AP—kH ¢
(14) '
dAf x’ ok f 2y )
= (x, dz .
d” cp z’\ d fr t=z
Lorsqu’on pose z = &, le second membre de cette équation se réduit
(l*f (2, 2)

évidernment a

» ou, comme le montre 'équation (D), a
dz* = !

A, .(x); on a donc encore

dz

d Ik_‘lA k_?A — ¢ — ’
(l5) |: (? PEd ,:CP lrfz 2 e+ \— ‘)k 1‘;&P“"“"‘'P‘z—:‘c: Ap—k (.I')

Comme f (z, t) est une fonction entiere et du degré p par rapport
Tome IX (2¢ série).— Juix 1864. 27
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drifiz, t) o et drv\fz, z)

derrr dar+ ?

en conséquence, I'équation (14) devient, quand on y pose k=p—+1,

dr+ f Pt Jp—2 .
(16) Zot+ Dot A Ay Y — it (=1 PAgp =

Ainsi la fonction ¢ (xr, z) est, a I’égard de z, une des solutions de
I’équation (16). Pour achever de la définir, on déterminera les p + 1
quantités arbitraires indépendantes de z qui figurent dans U'intégrale
générale de I'équation (16), en assujettisant cette intégrale générale 4
satisfaire aux p + 1 équations obtenues en posant successivement dans
Péquation (15) k=o0, k=1, k= 2,.., k=p.

17. 1’équation (16) est, comme I'équation (X), linéaire et de Pordre
p -+ 1, et sa résolation présentera, en général, les mémes difficultés ;
dans certains cas cependant la résolution de la premiére sera plus
facile que celle de la seconde; c'est ce qui arriverait, par exemple, si
I'équation (16) développée ne contenait pas de terme en ¢. On pourrail
donc se proposer de déduire une troisieme €quation de I'équation (16),
comme celle-ci a été dédnite de (X), puis de cette troisieme d’en déd uire
une quatrieme, et ainsi de suite, dans I'espérance de rencontrer une
¢quation différentielle facile 2 résoudre, et dont intégrale générale
conduirait, en remontant et de proche en proche, a Vintégrale de-
mandée.

Cette espérance serait vaine, car je vais prouver qu’en opérant sur
Péquation (16), comwme on I'a fait sur I'équation (X), on retrouve celle-
ci privée seulement du terme A (x).

La comparaison des deux équations (X) et (16) montre que I'on

obtient la seconde lorsque, apres suppression de A (x), on remplace

. 1p—k dr=*A
1A \ a Y - - & P‘k?. 1
dans I'équation (X) = Apok o5 par + (—1) —i—— 5 el on sait

que le développement de cette derniére quantité est le méme que

celui de
\p—-k

(17) + (= (Z+ A

' PTG i e s o B [t
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en considérant, dans ce dernier, les exposants comme des indices de
{l'P_I‘r? dr—*e
—=F P A

ST
Si, dans Véquation (16) ainsi obtenne, on fait les mémes change-
ments, en substituant & el y & z et g, le développement de Vexpres-
sion (17) sera remplacé par celui de

- { p--k
(18) - L(';_f —+ Ap~k>'* A,,,k] >

et I'équation (X) sera reproduite.
En effet, le terme général de Pexpression (17), savoir :

dérivées, et en y remplacant

. —h—i
R T2 i P o
-~ L I) (Ji Ap—k ——-—dzp_—-—k_i s

deviendra

, " ; ki
*(hl>2ﬂ+lci‘)ﬁ[%+‘<A/,_k>]p ,

et cetle quantité peut étre représentée symboliquement par le terme
général de Pexpression (18), savoir :
g L d p-k—t
__(—— [)l(,[v‘)’(:lr—l— Ap—-k\ A],__/;

\ /

. i r . i .
puisque les symboles (A},_k) et A;,-;\..A;,_/‘- représentent tous deux

di+r AF r

of st

CHAPITRE 1V.

Intégration des équations lincaires du premier ordre et des équations
linéaires a coeﬁcierzts constants.,

18. Lorsque » = o, les équations (X) et (D) se réduisent a

(19) U — Alw) + y Ay (),

dr N

Corrtrgpioan
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et en posant

A, (2)dz=dP(z),
les valeurs de

fl;('ra z), ﬁ (, z), .fz(x1 z), )

fournies par les équations (E), seront

Ao(x), Ao(x)[P(x) ~P(z)], A,(x)BE=PET .

1.2

Iéquation (G) devient donc
P, 2) = A, (o) " ¢ PE),

Dans le méme cas, les équations (A) et (C) se réduisent a
6(2) = a,,
F(z2)=A(z) + a,A,(z),
et I'équation (H) &

(20) j—ﬁ = A () + a, Ay (x) +Ao(x)e””)f ¢TPI[A(z) + ay A, (2)] dz.

Ty

En posant
A(2)e™ " iz = dR(2)
et par suite
A(x) = @ ARG = R(x))

’
dx

Ppuis en remarquant que de la valeur de dP (z) on déduit

ey, (2)dz = — de—T(®

et

! \
Ao (x) = d[;;ﬂ,
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Péquation (20) prendra successivement les formes suivantes

L — A(x)+ Ay (2) PO [R(2) =R (a5)] + a0 A () £ e,
Iy  d{Riz)—R(x)] pray  def® —P(=, RIS
7{:_[,__@*(_}(; © o T {R{a) = R()] + g e ) A ()"
dy A} PER () — R ()] P

- &

dr dx dx

L’équation (J) donne donc

(‘2[) ]‘_—_ao—-l—f dgeP(x)[R(x)_kau}]';_*_aoe—P(xn)f AP

9

En effectuant les intégrations et en remplacant P (&) et R (o) — R ()
par leurs valeurs, I'équation (21) fournit le résultat connn

| Ay(zdx P x — | A (x)dx
Jf:ef [aoe"{’\’“)—k f A(x)e f d.x-].

#

19. Avant de passer a l'intégration des équations linéaires a coeffi-
cients constants, je vais définir une notation qui simplifie I'expression
et qui facilite le calcul de certaines quantités se présentant sous la
forme d’intégrales définies.

Lorsqu’un polyndme entier & coefficients constants

xZ m ‘zlﬂ—' 1 xﬂ—ﬁ
A + A +A
¢l om Y12 m—1) T m—a T
‘7.2

" a
+ Am—-2 1_5 -+ Am-—i 1 -t Am
se déduira d’un second polyndme
Aga™ + A a™ !+ A 2™ At Ay +A

mse

en divisant chaque terme de celui-ci par le produit de tous les nombres
entiers n'excédant pas le degré de ce terme, je désignerai le premier

R R E R
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de ces polynémes par I‘f(x)) ou par fI‘x), lorsque le second sera
désigné par f'(x).

En conséquence, j’écrirai

(22) ff]":c) dax = Facf(vc)] ~+ const.
Soient deux polynomes entiers et a coefficients constants

f('%') - onm—}—A."xm“ +et Am—ivx + Ams
F(Jﬁ):Bojﬂp ~|"B|~7’p_l +.+ Bp—-l b +Bp;

si, en désignant par @ une constante, on a entre les deux variables x
et y la relation
xXAy=a,
on en déduira
d"FI’_y)
dxt

A (l"Fl’y)
dy*

(23) —1)
et I'intégrale générale

fFI‘_)f)f[‘x) dx

aura pour expression

. . EFly d’Fry
v f () =Fry) et f () S v ) 20
. dPHFT
-+ Tar+! f (JC)) é,'ﬂ,ﬁh,i) ~+ const,,

comme on le verra en intégrant par parties et en ayant égard aux
équations (22) et (23).

Pour & = o, cette valeur se réduit 4 la constante, et puisque pour
x=a, y=o, FT‘y) et ses dérivées se réduisent aux coefficients de
F(r), I'intégrale définie

fanI‘j)fI‘.r)dx
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a donc pour valeur
TaF (a)) B,+Taf (a)) By +...- Ta? f(a)) B, +T @ f(a)) B,
ou, comme les coefficients de F ( y) sont constants,
PaB,? f(a)+aBa? f(a)+...+aB,_,af(a)+ aB,,f(a)),

et I'on est conduit ainsi a I'égalité

{24) faFF]')fI‘a:) dx =TaF (a) f(a)).

o

20. Lorsque les coefficients A, (), A, (x),..., A, () sont des con-
stantes, que je désignerai par A,, A,,..., A, I'équation (X) a la forme
suivante

dp+! r
dap+t

dy (g
(25) =A(®)+ Agy+ A, LA, =

P odxp’

et si 'on pose

F—tl=u, Xx—3=v, x—0=1,
puis
Plu)= Al + A uP~' + A .+ A u+ Ay,

équation (D) s’écrira
S (3 8)="PTlu),

et I'on aura d’abord, conformément 4 la premiére des équations (E),
Solx, 2)= PI‘V).

].a seconde des équations (E)peut évidemment s’écrire
q p

ften=| [(Ansean]

=z
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mais on a, en faisant usage de I'équation (24),

J”fo(x, z) f{z, t)dz =fv PPv) PI“u) die =Tv'P (c,v,’)Q)7

et comme, par le changement de ¢ en z, ¢ se change en v,
Silx, z) = FL‘P(U)Q).

Pareillement, Ia troisi¢éme des équations (E) étant mise sous la forme

=] [ h@ s “l .

z

on pourra remplacer la quantité placée entre les crochets par
Te?P(¢')?, et le changement de ¢ en z conduisant 4 celui de ¢’ en o,
on aura

Salx, 3)= F02P(v)31.
I’analogie conduit donc & poser, quel que soit s

.fq(.l‘, Z) = T;J'IP(V)q—»«e]'

et la démonstration rigeureuse de cette formale ne presente aucune
difficulteé.

En portant ces valeurs de f, (x, 2), f,(x, 2), f2 (x|, z), etc., dans
I'équation (G), elle devient

(26) ¢ (o, z):FP(!’)+uP(v)2+02P(v)3+,,.].

21. La fonction g («, z) est développable en série convergente or-
donnée suivant les puissances croissantes de ¢; on trouvera le terme
général de cette série en calculant le terme en ¢? de la progression
géomélrique

(27) P(o)+ vP(¢)* +02P(0)* +...,

et en le divisant par le produit 1.2.3...¢.



PURES ET APPLIQUEES. 217

/

Or cette progression peut s’écrire, en remplacant ses ¢ -- I premiers
termes par leur somme connue,

P (v} o1+ P (o)
1—vP(#) 1— P (o)

—+ TP (00 L

ou bien encore

oI R (o) — P (o)1
Q(V)—i- [ 1(~)vP(v§ -

4+ oI P (01

en désignant par Q(v) le quotient de la premiére division ordonné
suivant les puissances croissantes de ¢ et terminé au terme en ¢7, et par
g R (v) le reste de cette division.

L'expression précédente représente une somme de quantités en-
tiéres, la division qui y est indiquée se fait donc exactement, et il est
manifeste que les exposants de v surpassent g, tant dans le quotient de
cette division que dans les développements des quantités

T P (02,0,
qui suivent ce quotient.
Q(v) est donc I'ensemble des g + 1 premiers termes de la progres-
sion précédente développée suivant les puissances ascendantes de o.

Ainsi, pour développer ¢ (x, z) en série convergente ordonnée sui-
vant les puissances croissantes de & — z ou de ¢, on fera la division

Pl)
1 —vP(o)

“en ordonnant le quotient suivant les puissances croissantes de v, puis
on divisera chaque terme de ce quotient par le produit des nombres
entiers qui ne surpassent pas son degré.

92 La fonction ¢ (a, z) peut étre mise sous forme finie.
La fraction rationnelle

B ()

11— Plp)

est décomposable en fraction simple. Si % est 'une des racines de

Tome IX (2° série ). — Juiy 1864. 28

T RERELEERTY
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Féquation
(28) 1~ ¢P(v) =o,

on sait que, dans le cas ot cette racine est simple, elle ne donne nais—
sance qu’a une seule fraction de la forme

B — bR

2
I t—vob

ot B désigne une constante que Pon sait calculer, et dont |e dévelop~
pement, suivant les puissances croissantes de ¢, a pour lerme général

— bB(bey.

Le développement de ¢{x, z) en série convergente comprend donc une
série partielle ayant pour terme général
bt
— b
r.2.. -q
et dont la somme est
— bBet,

Dans le cas 01‘1% est une racine multiple de I’équation (28), elle

donne naissance, si f8 est son degré de multiplicité, a B fractions simples

de la forme :
P S oy,

I
[/ QS
7)
i désignant tour & tour les entiers 1, 2, 3,..., B, et B; une constante
correspondante.

Le développement, suivant les puissances croissantes de v, de chacune
de ces fractions a pour terme général

(—byB, 1) lidg )y,
1.2...9
ou

(— b)yB, (TN (g +2). (g 4i—1) b7 o

2., (i —1) . ?
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car

ilig=1).. {i+q—1) _ 1.2.3...(¢g4+i—1) (g4+1)...(g+i—1),

1.2...4 1.2...¢.1.2,..({—1)} 1.2, .. (i—1) ’

par conséquent, en posant, pour abréger,

Glg)=—bB, + b2, I pop, letilo 2l |

(= b)ﬁB (f/"")-"(’/"*‘ﬁ—l),

8 1.2...(8—1)

G (g) sera le coefficient de #7¢7, dans la somme des développements,
suivant les puissances croissantes de v, de toutes les fractions auxquelles

. 1 .
la racine 3 donne naissance.

Le développement de ¢ (, z) en série convergente comprend donc
o . \ . . 1
encore une série partielle correspondante a la racine multiple 7 et
ayant pour terme général

G(q) T2...9

Pour montrer que la somme de cette série partielle a une expression
finie, je vais transformer G (g en posant

‘29) Mo+M,g+Myq(g—1)+ . +=M,_qlq—1)...lg—f-+2)=GC(g),
et je déterminerai les coefficients My, M,,..., au moyen des ¢quations
M, = G (o),

My+ M, =G(1),

M,+ 2M, + 1.2M, = G(2),

?

My+B—0OM, =) 8—1)My+...41.2...8—0)M, =G E—1).
Lear forme montre qu’elles fourniront, pour les coefficients cherchés,

un systéme unique de valeurs finies, et, de plus, ces valeurs portées
28..

Coa co [EEERER IR S RRT TRERN:
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dans Péquation (29) la réduiront a une identité, puisqu’elle est du
degré 6 — 1, et qualors elle sera satisfaite par € valeurs de ¢, savoir :
0, I, 2,-..,‘8 - 1.

Le terme général de la séric correspondante 4 %, dans le développe-

ment de ¢ (., z), peut donc étre mis sous la forme suivante

BT (b TR pea (b TR
e O M T S g
. (bp)g—z (bo)q—' (b‘))q .
+ M, (by) -~ '_(q_2)+MabV§T_,)+ M, 1.2...q9°

et 'on aurait cette série partielle en donnant & q les valeurs o, 1, 2,...,
puis en ajoutant les résultats.

Si Von congoit qu'on fasse cette addition, en groupant tous les

N bol?
termes contenant une méme Valellr de 7(2#, on aura, en posant
-2...4

Ky = M, + M, (bo) + M, (bo)* +...+ M, _ (§0)°~",

un résultat de la forme

ho bo)?
K,,[I +~'+u+...].
I 1.2
r

5 @ donc pour somme

La série correspondante 2 la racine

K(, e"".

E y S} 1 1
n consequence, Sl z’ ;, Py 7

tion (28). et 3, ,..., &, leurs degrés respectifs de multiplicité, la valeur
de ¢ (x, z) sera donnée par la formule

» sont les diverses racines de I'équa-

o(x, 2) = Kye” + Koe* +. ..+ K,e¥,

ou K, Ke,...; K; désignent des polyndmes connus dont les degrés sont
B—1,y—1,.,%—T1.
On remarquera que b, c,..., [, dont les inverses sont les racines de



PURES ET APPLIQUEES. 221

{"équation (28), sont elles-mémes les racines de Yéquation
PP = Ay + A r+ Ay ri. 4 AT,

obtenue cn négligeant le terme A (x) de I'équation proposée (25), et en
d* ¥ k
y remplagant —=¢ par r®.
23. I’équation (H) peut s'écrire, dans le cas ou (25) est I'équation
différentielle proposée,

‘/p+|},

dxp™!

=F(x)— A{x)+ f. [F(z) — A(2)] (Kpe” + Ko ...+ K e dz

v/

+ A(x) +J A(z) (Kyet + Koo 4.+ Kpe?) ds;

puisque F (z) — A (z) est un polyndme entier, on saura toujours trouver
les intégrales de la premiére ligne, et les résultats pourront éire intégres
p + 1 fois; quant aux intégrales de la seconde ligne, en général on ne
saura pas les trouver; mais, dans tous les cas, la résolution de I'équa-
tion (25) est ramenée aux quadratures, et Je pourrais m’arréter ici.

24. Cependant je vais encore moutrer comme la notation du nu-
méro 19 facilite la résolution de I'équation (25) dans le cas ot 'on 2
A(x)=o.

Je pose

et comme F (z) est, dans le cas actuel, un polynome entier en z — xy,
on trouvera aisément un autre polynéme F(u,), tel que Von ait

F(z):FiI‘uo) et F(a,'):F,Fs'o).

Eu faisant usage de la valeur (26) de ¢ (a, z), I'équation (H) de-
viendra

([p—‘r—l ¥

dxd+!

= F,I‘vo) —i—J F,I"uo) FP{v) + ¢P ¢? - 0P (o) —|—] dut.

t e DRI
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Puisqu’on a vy =a — z et uy=z — x, la formule (24) est applicable &
I'intégrale précédente, et elle donne

detly

dersr = FiT00) + To,F (0) [P(0,) -+ 0,P(v,)2 + 0P (vo) +..]].

Pour trouver la valeur de y, il faudrait intégrer (p +1) fois ce ré-
sultat par rapport a x, et chaque fois de &, 4 a3 mais comme il revient
au méme de l'intégrer p 1 fois par rapport a ¢,, et chaque fois de o
A vo, la formule (22) peut étre employée et elle conduit A

F=0(00) 4+ Tof™ Fy (06) [1 + 0, P(v,) + 02D (0,)2 +. . ]

Des raisonnements et des calculs analogues i ceux qui out été faits
a 'occasion de la fonction @ (x, z) montreraient d’aberd que y peut
étre développée en série convergente ordonnée suivant les puissances
croissantes de v,, puis que ¥ peut étre mise sous forme finie, et 'on trou-
verait par cette voie la valeur bien connue de ¥

P



