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SUR LA FORME
P+ 5( P+ 5+ 1%);

Par M. J. LIOUVILLE.

1. La détermination du nombre des représentations d’un entier
donué, par la forme
‘ x* + 5yt + 2" + )

dont nous voulons nous occuper ici, n’offre pas de treés-grandes diffi-
cultés quand on regarde comme connu pour tout entier n le nombre

N (n)
des représentations de 7z par la forme
x* -yt 22+ 588

que nous avons étudiée dans les premiéres pages de ce cahier.
Et d’abord, s'il s’agit d’'un multiple de 5, on a évidemment

N(5n=a®+5y*+ 5z +52) = N(n).

En effet I'équation
S5n=ux®+5y*+53* + 5¢*

exige que x soit multiple de 5; il faut donc faire
x=5x,,
et alors 'équation proposée se change en celle-ci
n=y®+z2* 4+ 1* + S

dout le nombre de solutions est précisément N (n).

Tome IX (2¢ série). — Janvier 1864. 3
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S'il s’agit d’un entier non multiple de 5, cet entier sera de l'une
des deux formes

Quand il est de 1a forme

on a

car I'équation
Sg =3 =2+ 59+ 2 4 %)

est impossible, puisque le second membre est résidu quadratique
de 5 et le premier non résidu.
Pour les entiers de la forme

Sbg =1,

la question est plus délicate. J’ai réussi néanmoins  la résoudre, en
démontrant que

N(Sg:t[=x2+5_72+5z2+5z’):%N(Sg:tx).

On voit que la fonction N (n) suffit toujours,

2. Entrons pourtant dans le détail de quelques cas particuliers, en
laissant de coté les entiers multiples de 5 ou non résidus quadratiques
de 5.

Considérons d’abord un entier impair de la forme
10k * 1,

et apres avoir décomposé 10k = 1 de toutes les manicres possibles en
deux facteurs d, @, introduisons la somme

2 &g) d.



PURES ET APPLIQUEKES. 19
L’expression explicite de

N(toh£1=x+ 55 + 52 + 5¢2)

3 ()

Pour 'entier 1, par exemple, c’est-a-dire pour Péquation

sera

1=+ 5(y? + 22 + 7),
on n'aura que deux solutions : elles répondent 2
Xx==x1, y=o, z=0, t=o.

Mais pour Pentier g, le nombre des solutions deviendra égal a qua-
torze; les identités

confirment ce fait.
Qu'il s’agisse a présent d’un entier pair de la forme

2?7 (10k £1),

C’est-a-dire d’un entier pair égal au produit de 10k =1 par une puis-
sance de 4. La valeur de

N[2*(1ok=1)=at 452+ 522 + 5]

sera

la somme
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se rapportant aux diviseurs conjugués d, & de 'entier 10k £ 1= dd.
Pour I'entier 4, par exemple, ¢'est-A-dirc pour I'équation

b=+ 5y + 2+ %),
il n’y aura que deux solutions : elles répondent 4
xr==x2 y=o0, 2=0, t=o.

Mais pour Uentier 4.9 ou 36, il y en aura quatorze, ce qu’on véritie
aisément. Pour I'entier 16, il y en aura dix-huit. C’est ce que confir-
ment les identités

16 = (£ 4)* + 5(0* + 0? + 0?)
et
6= (1P +5[(E1)+ (1) 4+ (= 1)?],

la premiére fournissant deux solutions et la seconde en donnant seize.
Soit enfin un entier pair de la forme

2"7 (hok = 3).
Apres avoir posé de toutes les maniéres possibles

10A+=3=¢¢

S (%)

relative aux groupes d, d ainsi définis, nous verrons que la valeur de

et caleulé la somme

N [')_27*"‘ (tohx=3)=a*>+ 5y*+ 5z° + 5t2]
s’exprime par
% (277 +5) 3 (%) d.
Ainsi pour I'entier 6 = 2.3, c’est-a-dire pour I'équation

6=+ 5+ %+ %),
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il doit y avoir douze solutions. C'est ce que confirment les identités

6= (=12 +5[(£1)+ 0+ 0],
6=(x1)*+5[a®+(=1)*+0%],
6=(x1)*+5[0*+0*+ (1]

3. Je ne m’arréterai pas a la recherche du nombre des représenta-
tions propres d’un entier donné, par la forme

-1'2+5(]'2+32+12>,

non que cette recherche soit difficile, mais elle nous entrainerait dans
des détails fastidieux, parce qu'il faudrait distinguer beaucoup de cas
différents. Mais je dirai deux mots d’une autre question, qui n’est pas
sans intérét,

Exigeons donc 4 présent que les entiers x, Y ©, L soient impairs et
positifs, puis cherchons quel sera, sous cette condition, le nombre des
représentations d’un entier donné n. Laissons de c6té les deux cas
faciles de 7 multiple de 5 et de 7 non résidu quadratique de 5. Suppo-
sons aussi # multiple de 8, car sans cela il n'y a aucune représentation
e n sous la forme voulue. Nous n’aurons dés lors & faire que les deux
liypotheses suivantes

n=8.2""""(10k = 1),

ou bien

n=8.2"" (104 = 3);

on admet pour 7y la valeur zéro. Pour arriver au but, il faudra encore

se servir de la somme
d
=1
5 b

velative dans le premier cas aux diviseurs conjugués d, ¢ de Ientier

10k = 1 = dd, tandis que dans le second d et ¢ appartiennent i P'en-
tier rok = 3.
Pour

n=28.2""""(10k = 1),
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Ie nombre demandé sera exprime par
. )
2y - .
3 (0
n=28.2"" (104 =3),

2% ! 2 (§> d.

Ainsi, par exemple, I'équation

et pour

il est égal a

16 = 2 + 5 (y? + 3% + 17),

quand on y prend x, ¥, z, ¢ impairs et positifs, n’a qu’une solution :
elle est fournie par I'identité

16 =124+ 5 (1% +-1*+1?%).
Pour l'entier 24, c’est-a-dire pour I'équation
83=a®+5(y*+ 5>+ *),

oux, y, z, t sont de méme impairs et positifs, on ne trouve de méme
qu’une solution. C'est I'identité

b == 3% 4+ 5 (1 +1* + 1%

qui la donne cette fois.
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