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AAL AN VA A AN AMAMAR \A - AMAAAA

W AF AAAMA LA AR RANAAA

SUR LA FORME
X 4 y? + 22° + 220 + 3%

Par M. J. LIOUVILLE.

ottt

1. Etant donné un entier 7, on demande le nombre
N(n=x+y*+ 22 + 22t + 32?)
des représentations de n par la forme
x? + y? 4+ 22° + 2zt + 322,
ou, ce qui revient au méme, des solutions de ’équation
n=2x+y*+ 22>+ azt + 33,
dans laquelle x, y, z, £ sont des entiers quelconques, positifs, nuls
ou négatifs,

Il nous sera bien facile de répondre i cette question si 'on regarde
comme connit, d’aprés I'article qui précéde, le nombre

N{(2n)

des solutions de I'équation
an=ux+ y*+z* + 542,

Je me suis assuré en effet, et il est dailleurs bien facile de voir que
le nombre demandé

N{n=a%4 y? + 227 + 22( + 3¢2)
est égal &

22+ (= 1] N(an),
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c’est-a-dire est égal a
3N (2n)

quand r est impair, mais égal a

N{2n)
quand n est pair.
Si donc on pose, comme dans I'article précédent,

n=12"5%m,
m étant impair et premier 4 5, et si I'on forme la somme
)
2 (s)

relative aux diviseurs conjugués d, ¢ de entier m = dd, on verra, en
distinguant le cas de n pair du cas de n impair, que

N(5fm = x* + y? + 22% + 22t + 38)

[ ~(5)] 2(5) «

tandis que, s’il s’agit d’un entier pair, c’est-a-dire du cas de « > o,

est égal a

N(2"5fm=a*+ y* - 22+ 2z2¢ + 342)
sexprime par
%[5/3+l . (_ I)oc <£g>] [?a+‘1+ (___ 1)1.5] 2 (%) d.

On admet pour § la valeur zéro comme toute autre valeur. Ainsi

N(m=x+ 5" + 22* + 23t + 3¢%)

- (3]0

est égal a
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et, sous la condilion de « > o,

N(o%m = x? + 3 + 22 + 22t + 32°)
est égal &

5= (%)] [2* 4 (=1 5] 3 (3) @
2. On peut désirer aussi d’avoir séparément le nombre
M(n=x*+y*+ 22 + 2zt + 3¢%)
des solutions propres de I'équation
n=ux*+ y*+ 2z’ + 23t + 3%

Pour former ce nombre, représentons-le par

H(e, g, m) ] [a’”+ (g) a‘"'_[],

"entier donné n I'étant lui-méme par
2%5% m,

ou m est impair et premier a 5. Le produit

[« +(5)«]

déja employé dans I'article précédent, est relatif aux facteurs premiers
de m, p. désignant 'exposant de chacun de ces facteurs a dans 'ex-
pression de m. Voici quelle sera, suivant les divers cas, la valeur du
coefficient

H (e, 3, m).

Occupons-nous d’abord des nombres impairs, pour lesquelse = o.
On a

H(o,0,m)= 5— <'5£)
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el

| H(o, 1,m) =25 — (%),

mais, pour f3 > 1,
H(o, 8, m)=af4.5¢".

Passons aux entiers impairement pairs, c’est-a-dire au cas de o = 1.
On a
m
H(1,0,m)= 5+ (3)

H(x, t,m)= a5 + (%)

mais, pour 3> 1,
H(1, B, m)= 245",

Quand « = 2, on a successivement

H(z,o,m):G[S— (%)],
puis
H(2,1,m)=6 [25—- <%)]7
et, pour 8 > 1,
H{2, §, m)=144.5F"".

Soit enfin o > 2. Je trouve alors
H(a, 0, m) = 2“[ 5— (=) (%)_],

el

He, 1,m) = 2" [25 — (=) <£5,—l>]s

mais, pour 3>1,
H{z, B, m) == 3.2%+356—1



