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MEMOIRE

Sur la distribution des élasticités autour de chaque point d’un
solide ou d’un milieu de contexture quelconque, particuliére-

ment lorsqu’il est amorphe sans étre isotrope;

Psz M. DE SAINT-VENANT.

Présenté & I’Académie des Sciences le 16 mars 1863 [7].

DEUXIEME ARTICLE [**].

§ I1L. — Surfaces donnant la distribution des élasticitds autour
d'un méme point. — Maxima et minima. — Distribution ellip-
sotdale des élasticités directes. — Solides ou milieuax amorphes.

— Intégrabilité des équations.

9. Surface du quatriéme degré dont les rayons vecteurs sont les
inverses des racines quatriémes des élasticitds directes. — Appliquons
la formule générale (33) a V'évaluation du coefficient d'élasticité di-
recte dans un sens x’' quelconque, c’est-a-dire du coefficient par
lequel il faut multiplier la dilatation 3, dans ce sens pour avoir la

composante p,,, dans le méme sens, de la pression engendrée sur
I'anité d'une face qui lui est perpendiculaire.

[*1 Comptes rendus des séances, t. LVI, p. 475.
[**] Foir aott et septembre 1863, t. VIIL (2° série), p. 257.
Tome VIII (2¢ série). — Noveusaz 1863, 45
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En mettant 2’ pour n, s, ¥, y/, et

en faisant ay o = A, Cpp=10C; Cup=10,, Cgp=C;, ona:
A= {la,c,+ a,¢, + a,c }2]"" ou
o= hdeta crvy dzbz

R 4 4 ~4
A _ ‘l.zw.'u: C.r -+ a)‘)‘y_r C) -+ azzchz -+

o7 , Y a2a? 2.2 ‘ o
+ 2 \a);}'z: -+ 2 r‘)-zyz) Cy c;,+ 2 (azz.rx + 2az.z‘z.:r:)cz C; + 2 (“J,‘;r}‘y‘ =+ 2 'rl.L‘_)xz)‘) L:ﬁ Gy =

. 2 q NA2 ~ . Vo2
-+ [I(":L‘J')‘z -+ 2 321’1‘]') Cr C}y c; + [I- ( dy)'z,r +2 az}'y: )Cj C,Cpt+ 4 (ﬂ :z.z.‘f+ 2dy50,)C; ('.:'C_y'"'“

. NEIN . : E . ' B 3n

-+ /l‘lm'}’z (y c.+ [I ‘lzzzycgcy‘_l_ 4azzzx Cgc.‘r-‘f— 4 Ayazz C;cz'*— 4‘]1‘1‘1‘]' CgC‘r—r[[d):) “CJ‘,}L‘, .
Si, en trausportant l'origine au point (x, ¥, z), 'on porte a partir
de ce point, sur chaque droite de direction &' qui y passe et qui fait,

avec les axes, des angles dout c,, ¢,, ¢, sout les cosinus, une longueur

|-

£

les coordonnées de la deuxieme extrémité de ce rayon vecteur seront

C, Cy ¢
X = = )": = Z::—U_"
v A vA VA

T C Ve Iy 1Yoy e . .
d’ott l'on déduit, en mettant x yA, ¥V A, zyA pour les trois cosinus,
I'équation suivante du quatrieme degré pour la surface formée par

I
I'ensemble de ces extrémités :

r=[(ayx +a, )y a2 = (At a2t 4 2a, 12+ 20,20 + 20,00 )

symboliquement, ou
 — .4 ] . P
. R 1= 2002 X" + ayyy];) B2 +
(\4O’H 2,2 { a2 2 IRV S
A 2 (gt 28, ) YHE A 28 T 2800 ) 37X A 2 (g 28, X7+

4 (Ayayz + 28550y X7 )5+ G(Ayysp + 284y:) P20 4 f(az0r + 28y,,,) 27 X) +

-+ 4 ay)j’:jaz -+ 4azzzy 23] 40 B+ gy X05 Aa.mu'_y x:x‘), -+ /Iawm‘]:] AL

Cette surface, dont le centre est a V'origine, et que M. Macquorn-
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Rankine a appelée tasinomique (to71g, tension) [*], a été considéree
par M. Haughton, dés 1846 [**], comme pouvant fournir la loi de I’élas-
ticité, mais sans la définir, comme nous faisons ici, par ce que repré-
sentent ses rayons vecteurs.

En effet, les quinze coefficients mondmes ou binomes (que M. Ran-
kine appelle komotatiques) de son équation donnent, les uns tels qu’ils
y figurent, les autres divisés par 6, par 12 ou par 4, tous ceux des for-
mules (1) des composantes de pression ou tension, quand on réduit
ceux-ci @ quinze inégaux ou quand on admet les six égalités (8)
Uyyos = Byzyze Azzys = dyzayy etC., conformément & la loi des actious
moléculaires et comme faisait M. Haughton dans son premier Mémoire.
On peut remarquer aussi, avec le savant Irlandais, qu’elle se déduit
immédiatement de 'expression (6) du potentiel en remplagant

2 (DI s a.w d ) gyz, gzra gxya

par

1, x*, oy, 2, 213, 23x, 22,

d’ot1 résulte bien, comme il le remarque, que lorsqu’on rapporte la
surface (40), et en méme temps les dilatations et glissements, a de
nouveaux axcs rectangulaires x', »’, z’, comme

2= ([["(;xx, -+ ‘)’J C_zy/ -+ Z’sz/)z
ct
- — ’ ’ 7 { ant [N F
272 =2(X'Cppy + ¥ Cpp + 2 Cp) (X Copr + J'Cop + 7 Coz)

développés donnent identiquement les expressions (26) ded, etdeg,
€N A,y Aty - oy By quand on remplace ), par x',..., guy par 27y,
les coefficients nouveaux de Péquation de la surface (40) seront
encore les mémes que les coefficients nouveaux du potentiel (6). Mais
cela résulte également de notre expression (39) de a0 [*F].

[*] Or Axes of Elasticity and crystalline Forms ( Transactions of the Royal Society,
London, 1855), p. 268.

[**1 On Equilibrium and Motion of solid and fluid Bodies ( Transactions of Irish
Aeademy, vol. XXI), p. 164.

[***] 8"l faut décrire graphiquement cette surface en en tracant par points diverses

45..
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10. Elasticités directes maxima et minima. — On les obtient en
égalant & zéro la différentielle compléte de Pexpression (39) ou de

A=y A5 Ag étant = 2,8, ; et A étant = 2,C, 0 - Ay Cpp ~F 500,
par rapport aux trois cosinus, ce qui donne

G . ay(a,d Cop + apdde o+ a,de ) = o,

et ¢galant, par suite, aussi & zéro ce qui affecte deux des différentielles
des cosinus quand on a éliminé la troisieme au moyen de
xx! x

Crpr A Coppr + CrwdCyp + Copdc,y =0 résultantde 2, -+ Ch 20 =1.

On trouve ainsi

{41\ Qprpr gy A, _ azw.a:/a, _ T P . A .
L4 = = =A;

Cryt Cyz! Caaf

le gnatrieme membre de cette égalité multiple résultant de ce qu’on
obtient une fraction égale & celles des trois premiers membres en pre-—
nant pour numérateur la somme de leurs numérateurs, et pour déno-
minateur lasomme de leurs dénominateurs, apres les avoir multiplices
haut et bhas par Cyuy Chzry Cop respectivement.

Comme les polyndmes numérateurs sont du troisicme degré en ¢,
Cyary Czary l€s trois premiers membres donnent, en chassant les déno-

coupes, on le fera plus facilement au moyen de Dexpression (39) A = agpch4-.. .
regardée comme son équation en coordonnées polaires, en remplacant le premier

e 1 . . .
membre par I'inverse — de la quatri¢me puissance du ravon vecteur et en ditermi-
r

nant ce rayon r pour différents angles (2, z), (&, ), (27,2) en degrés, qu'en se
servant de P'équation (4o} en coordonnées rectangles. La surface qui aurait pour
rayons vecteurs les coefficients d’é¢lasticité directe ayyw= A cux-mémes serait tout

aussi facile & tracer; mais elle est du dixi¢me degré, car, en faisant ¢, = % (']:-—‘3—;,
z ————— 5
c, = n ct A=— \/x’—l— J*-+z* dans I'équation (39), on a {x*-- y2 ) = le se-

cond membre a,,,, 2" 4 ete. de 'équation (4o0).
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minateurs, deux équations du quatriéme degré en

Cyal Coy!

Cot ot
propres a fournir, aprés élimination, seize valeurs réelles ou imagi-
naires de ces deux rapports, qui déterminent les directions x’.

D’ou, généralement, seize maxima ou minima de V'élasticité directe A
O Qyrarrary

Ou seize diametres coupant normalement la surface (40 ).

Toute dilatation d,, dans la direction d’'un de ces diamétres n’en-
gendre, sur un plan qui lui est perpendiculaire, gu’une pression nor-
male a ce plan, comme I'a remarqué le premier M. Rankine; car on a
pour la composante tangentielle sur ce méme plan, dans le sens »”,

Pary’ == Ayt O = B gyt == At e At (g Cyr =+ Ay Copr == A3 Cyr )y
on, d’aprés (41),
Paryt = A CogiCpr A= ACy 1 Copr -+ Aoy = 0,

en sorte que toute pression tangentielle sur de pareils plans est nulle.

Nos mémes notations symboliques nous serviront 4 démontrer au
§ 1V, avec une égale facilité, une autre propriété remarquable de ces
plaus, relative a la direction des petits mouvements vibratoires.

11. Autre surface. — On ne peut pas en construire une qui donne
de la méme maniére la loi de variation d’'un des autres coefficients,
tels que a,/,z1y azaryz, €le., carils dépendent de deux ou de trois di-
rections x’, 7', z et non d’une seule comme a, .

Mais on peut construire la surface qui donne, encore par ses rayons
vecteurs, ou plutdt par les inverses de leurs racines carrées, les valeurs
de la somme

(42) Qg T Aglgryyr 4 Dzl == Sx’

de Vélasticité directe a,x» dans le sens &', et des deux ELASTICITES
LATERALES

Apigyryry  Ara/zz
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qu'on a lorsque 'on cousidére ce sens et deux des sens qui lui sont
perpendiculaires. Cette somme, en effet, peut s’écrire

Sx/ = Q. («'lx!x' -+ a‘,,,‘,.' —+ az'z/\).
Or la parenthése a pour valeur symbolique, d’apres la formule (33)
(8, € = By Crpr = 8,C,0 )7 4= (A0 + 8y Cpp + a,C,y)* +
+ (8,C, + a,¢,y +azc.0).

Développant, et réduisant eu égard aux relations entre les cosinus, on
trouve que

(43) Ayt = Aprys == Aoy == Ay F Ay - B
Donc, en écrivant

Cyy Cypy €z POUr  Cupy  Cppy  Cop (qui sont resieés seuls ),

on a
(44) Sy ={a,¢, + a,c, + a;c;)% (A, + a, + ay).
Tirons, a partir du point (x, ¥, ), en y transportant l'origine, des
rayons vecteurs de longueurs égales aux valeurs de
1

gyt |

VSs
relatives a leurs diverses directions &', et faisons, dans I’équation (44),

Co=X \/Sx’a ¢ =Y \/Sx’ y Cz=— Z\’/Sx’;

nous avons, pour I'équation du lieu des extrémités de ces rayons,

1= (2, +a,, + a;;).(a,x +a,y+ a.z)’,
o1
L= (Brrre + Azryy T Agwzz) X7 A (Apayy - By + Ay ) 7+
+ (Qszez + Byyze + Azoez) 2+

-+ 2 (_ax.zyz + Ay + azzyz) JE+ 2 (axxzx Ay, + azzzx) X+

+ (a.z.zxf -+ Ayyay -+ azzrv) LY,

(45)
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représentant un ellipsoide qui a été considéré en 1846 par M. Haugh-

ton, et que M. Rankine a appelé orthotatique. :
Comme, en le rapportant & ses trois axes principaux, les trois der-

niers termes de son équation manqueront, il se trouve démontré qu’en

tout point d’un corps il existe trois directions rectangulaires x,, r,, z,

pour lesquelles on a

‘ Az T Az, + Azzzy, = 0,

(46) CBrzae T Az T Azziza, — O

k aalxﬁtdﬁ -+ a)'x)’l}’ll\ + azlexi]"l =03

d'ou résulte, observe M. Haugthon (p. 163) qu’en peut toujours, par
un choix convenable d’axes coordonnés rectangulaires, diminuer de
trois le nombre des coefficients dont dépendent les propriétés élasti-
ques d'un corps dans le cas le plus général de contexture, c’est-a-dire
les réduire & 18 si Pon en admet 21, ou a 12 si 'on n’en admet que
15 inégaux (n° 2).

M. Rankine en conclut aussi qu’en tout point d’un corps il existe tou-
Jours trois plans rectangulaires sur lesquels il n’y a que des pressions
normales, sans composante tangentielle, engendrées par une dilatation

¢

supposée égale dans les trois sens a,, y,, z, normaux & ces plans
(et par conmséquent aussi égale en tous sens s'il 0’y a pas de glis-
emenis g, ., gc., Zxy, car alors pour tout sens x la dilatation est
2=l +d.¢l . +2.¢,=2). En effet, toute composante tangen-
tielle due a cette dilatation )

8
)

pV:ZI - aylzlxlxlb -+ a.rterlylb -+ 371515|5x3

est nulle, ainsi que p_ ., p,,., si les directions x,, 71 % sont choi-
sies de maniére a satisfaire aux équatious (46)[*].

[*] M. Rankine appelle orthotatiques les trois directions x,, y,, z, ainsi définies, et
orthotatiquement isotrope un corps élastique dans lequel, pour toutes les directions rec-
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12. Cas de trois plans de symétrie de contexture.— Revenons ala
surface du quatrieme degré (4o) et & Pexpression (3g) de I'élasticité
directe.

tangulaires z,, ., z, possibles, les trois équations (46) seraient satisfaites. Alors I'el-
lipsoide (45) se réduit & une sphére, ou la somme (42) S est égale en tout sens; car
l’éqlla[ion (46), o= az/zlflzl—i—ajljrfl o = Byoryry = (a,rzf—l— {|f1]l+a,rzr)a]/,/ pour
tous les systémes z’, y’, 7', revient, vu I'égalit¢ (43) et la formule (33), &

0= ( gzt ayy -+ azz) . (ax Cayt -+ ay C]]’_‘— a; C:)") (az Czzt + Ay Cyyt ~+a; Cz:’)-

Effectuant la multiplication des deux derniers factcurs, multipliant ensuite par le
premier et effacant comme nuls les trindmes de la forme (46), puis désignant ana-
logiquement par S;, S, S; les trois premiers coefficients trindmes de 1'équation (45),
il reste '

O == Cgpf Czo/ S:+ Cyy? Cygt Sj + Cgpt Cas S, = (Sf - sz) Cyy! Cpy! -+ (Sx b S.z\) Capt Cozte
Or cette équation ne peut étre satisfaite quels que soient ¢,y et c;, que par
S;=858,=5;;

par conséquent 'équation {45) de la surface se réduit & 1= (2?4 y*-2%)S,; et
Sy est égal cn tonl sens.

Mais M. Rankine observe trés-bien qu’cn remplissant toutes ces conditions le corps
n’cst pas pour cela isotrope complélement (pantatically ) ou dans le sens que nous at-

tachons & ce mot avec Cauchy.
11 construit aussi une surface qu'il appelle Actérotatique, donnant les valeurs de fa

différence
afl]!zl;! —_ {]J.I:IIIZI == D

qu’il croit pouvoir exister entre une élasticité latérale
ﬂjljl o
et 'ELASTICITE TANGENTIELLE OU DE RIGIDITE
a]!zljl 2
de mémes indices. On a pour cette différence, s’il y en a une
2 b

D = (a; Cpr + 8, G + &, Copr ) (A2 Corr 4 2,y 4 5 Car ) —

— [(az Cqp - apcppr + 25 Cayt ) {25 Cozr + 8y Cpor 4= 2, Cox )]

Sil’'on développe, il y a évidemment disparition des termes € 8zzz¢y - « . 5 Bzzays €L
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Si la contexture du corps est mécaniquement symétrique par rap-
port au plan yz, c’est-a-dire si tous les coefficients d’élasticité restent

autres ou tout intervertissement des sous-lettres est permis dans toute hypothése (n°2j;
et si 'on a égard aux relations connues

Cyyt €oaf— Cpt Cgpt == Caafy  Cgyf Czof — Caf Copt = Cyaly  Cgpf Cpot — Cra! Cpyt == Cug'y
on obtient

D= (8= 8yzps) €11 + (Busze— Auzaz) € 4 (Bragy — Bayay) Ol +

-+ 2 (au‘fz s az:.t/) Cyal Cog? + 2 (afy T "_azyyz) Czaf Coaf =~ 2 (a:cz_ys — 3yz z.z) Crs! Cyaf

qui donne un ellipsoide pour cette surface dont les rayons vecteurs dans les diverses
1

VD

Mais on a en tout sens D=—o, et cette surface n’existe pas, pour ceux qui ne
se refusent pas & admettre les six égalités complémentaires (8), ou qui attribuent aux
divers coefficients les valeurs résultant dua calcul des actions moléculaires.

M. Rankine étudie aussi, sous le nom de métatatiques, les directions rectangulaires
¥, % telles qu'on ait

directions 2’ ont des longueurs

afiflflzi =z a2,y

Il en existe, sur tout plan, deux paires dont chacune coupe l'autre & 45 degrés; car si
7’5 &’ sont deux directions rectangulaires tracées sur ce plan, comme on a

ay, = agcos (', ) Fagsin(y’, y), a,=—apsin(y’, y.)+arcos(y’, y),
I'on trouve facilement
(47 By — 8555, = %. (hayvyps = 2apyy — dpyyy—agysy)sing (y',5:) +
A (@t — ot yr) cosd (x's71);
d’ol, si le premier membre est posé nul, on tire pour 'angle (y', 5|} huit valeurs
différant consécutivement de —-

4

11 nomme axes métatatiques principaux ceux dont les directions 2, y’, 2z’ sont telles
qu’on ait & la fois

ajljlylzl == azlzlzrrl, Aglgfafof = Qpfglzl oy am/zr,:,; = afffl}l;l.

Comme on peut remplir cette condition en tout point d’un corps, il y existe, par cela
seul, six autres pareils axes d’aprés ce qu’on vient de voir, ce qui fait neuf en tout.

Tome VIII (22 série ). — Noveyunne 1863, 46
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les mémes quand on prend 2 directement opposé a ., en laissant
et z dans leurs directions, comme on a, alors,

Coppt = — [, C”,/ = 1, Crpr =1 et tous les autres cosinus nuls,

= — a,, ;l),/ = a}" Ay == A,y

les coefficients a,,.., Azyyzy Azzayy Azzzy Azses Azwess Duways Aypper QU
ont o comme sous-lettre une ou trois fois, doivent étre nuls d’apres
la formule (33).

S’il y a aussi symetrie par rapport au plan zx, Azzrzy Agzary Arrso
a::z, doivent égalements’annuler, ensorte queles douze coefficients des
deux derniéres lignes de Pexpression (39) ou de I'équation (4o) (coef-
ficients que M. Rankine appelle de tension oblique, ou élasticités asy-
me’triques) disparaissent, et alors la symétrie existe aussi par rapport
au troisieme plan coordonné.

Faisons done, pour abréger,

‘ Ay = A,
(48) - Vazez =2, 4,,,, =Db, a,, =c,
Ayzyr = d, dzrze = €5 gygy = f, Qyyzz = d’, Apzer = €, Arpyy =13
les équations (39) et (40) se réduisent i

(49)A==ac! +bef+cef+ a(2d -+ d’) c;ci42(2e +e€)cel+aaf+F, clel,

(50) 1=ax'+by'+ezt+a(ad+d) y 2+ 2(2e+e) 2+ 25 iy,

Enfin il appelle métatatiquement isotrope un solide ou les lignes de toutes les diree—
tions jouissent de cette propriété-la, ce qui entraine aussi, pour toutes les directions
rectangulaires possibles y’, 2/, la nullité de ce qu'il appelle Ia différence métatalique
[la premiére parenthése du second membre de {47)]; ou ce qui entraine la relation

a_,r/]/f, ~+ Ay
2

(/'7 [1[6‘) R e 20]131]./,/ = .

Mais {de méme qu'on vient de voir pour les directions orthotatiques) ce corps est
loin d’étre isotrope complétement on pantatiquement, comme dit le méme savant, au-
quel on doit un grand nombre d'autres remarques, dont celles qui se rapportent a des
coordonnces et contraordonndes obliques ne sont pas les moins curieuses, et sont em-
ployées ingénicusement par lui & I'explication des diverses formes de cristaux.
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Les équations (41) propres a fournir les directions et les grandeurs
des demi-diamétres normaux 4 la surface (50), on les maxima et minima
de la valeur (49) de A, sont '

C [aci (2G4 (2e+ el [(2f+ Pl +bg+(2d+d)cl]e
\ G
' ge+e CI-}—(2d+d,)C}+Ccz]Cz

Cs

= A.

Elles donnent pour les cosinus ou leurs rapports, et pour A, les
Ireize systémes suivants de valeurs

' ¢.=o0, c;=o0, cZ==1, A=u,
0, €,=0, ¢2=1, A=Db,

L =0, (=0, Cg:l’ A:C;

Sc“':o’ C_z_:__t\/lc)—(zd—e—d) A be—(2dd)

—(2d a7’ b+c—a(zd+d)’

) ¢, = 0, avec des valeurs analogues de ¢, ic, et de A,
! ¢, = 0, avec des valeurs analogues de ¢, IC, et de A
{ Enfin, ce qui résulte des trois parenthéses carrées de (51) égalées entre elles, savoir :
; N, N, TN
C,=FE\/v—v—= C :i‘_\/#————a Cz:-_—'_-\/—‘——'—————'i
NI+N]‘+N3 4 «N:+Ny+N= N1:+N]+Nz
i Ny=(b—af—f)c—ze—e)+(2f +1 —2d—d')2d +d —2e—¢),

N,=(c—a2d—d)a—of —f )4+(2d+d —2e —¢')[2e +€& —af — 1),
(a—oe—e)b—2d—d)+(2e+e& —2f —f)2f + —ad—d),

- abc—a(2d—+d'}*—bl2e+¢ )2-—c(2f—|— fY4-2(ad4-d)(2e+e) (217
N+ N, + N, )

&
I

3
e
I

Les trois systemes (52) donnent pour maxima et minina les élasti~
cités suivant les directions des axes x, ¥,

Les systémes (53) donnent six autres maxima ou minima, suivant
des directions de lignes tracées deux a deux et symétriquement dans
les six paires d’angles plans des axes y et z, zet x, x et y. '

46. .
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Enfin les systemes (54) donnent quatre maxima ou miniwa, tous
égaux en grandeur, et dirigés symétriquement dans Pintérieur des
quatre paires d’angles triédres opposés formés par les trois plans coor-
donnés,

Les trois solutions (52) A = 4,544y 2,y ;5. €xistent toujours.

Les six solutions (53) dirigées dans les angles plans yz, zx, xy
n'existent point, vu 'imaginarité des rapports des cosinus, lorsque

2d + d’ est compris entre b et ¢,
i 2€ -+ e’ est compris entre C et a,

(55)

' af 4+ " est compris entre a et b;

\

et elles se confondent avec une ou plusieurs des solutions (52) a, b, c,
quand un ou deux des bindmes (55) atteignent une de leurs limites
a,b, c. Ce sont les conditions, probablement toujours remplies dans la
nature, pour que les élasticitds directes A = a4, varient graduel-
lement davs les trois plans principaux, c’est-d-dire ne croissent pas
d’abord pour décroitre ensuite, ou réciproquement, en allant de 'une
a I'autre de leurs valeurs principales b et ¢, c et a, aeth.

Alors, pour que les maxima et minima (54), de l'intérieur des angles
triédres, n’existent pas non plus, il faut, ou qu’une ou plusieurs des
quantités N, N,, N, s’annulent, car alors ces maxima ou minima se
confondent avec a ou b ou ¢; ou qu'une des trois mémes quantités
N., Ny, N, ait un signe différent de ceux des deux autres, en sorte
qu’un au moins des deax rapports %: \/l;—", s—j:\/;l soit imagi-
naire. Cest bien ce qui a lieu, par exemple, si, les conditions (55) étant
remplies, et les coefficients a, b, ¢ étant supposés rangés par ordre
de grandeur en sorte que

a>hbh>e¢,

2€e + € est ou plus petit que 2d + d’ ou plus grand que 2f + ', car
il résulte de a>af+f">b>ad+d >c et de a>s2e+¢e >c¢
que N, a ses deux termes positifs quand 2e + ¢ < ad + d, et N,
les a quand 2e + ¢ > 2f + f', tandis que, dans 'un comme dans
P’autre cas, N, a ses deux termes négatifs.
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Mais une pareille relation de grandeur, qui ferait tomber 2e + ¢’
hors de I'intervalle de 2d +- d" & 2f + f', est bizarre et ne saurait guere
étre non plus dans la nature, car lorsque, les conditions (55) étant
remplies, 'on a a>b>c, on a probablement aussi

od +d'<2e+ e </ 41

Or on peut trés-bien encore, avec cette derniére relation, avoir N,
N,, N, de signes non semblables; mais les conditions de cette difteé-
rence de signe entre I'une et les deux autres de ces trois quantités
ne peuvent pas étre exprimées d’une maniére générale; et il faudra,
dans chaque cas, s'assurer numériquement qu’elles sont remplies, si
'on veut étre certain que les nombres adoptés pour les six coefficients
a, b, ¢, d=d', e=¢, f=1', que 'expérience ne pourra que rare-
ment fournir tous, donnent aux élasticités une loi simple et naturelle
de variation dans les divers sens.

13. Distribution ellipsoidale des élasticités. — Si T'on fait, dans les
formules du numéro précédent,

a—b

C+a’ 2f+f’: > -’

y 28+ € =

(56) 50it2d+d'=¥

(57) soit 2 + d’ = ybc, 2e+e=yca, af4f =ab,

ce qui remplit bien les conditions (55), les valeurs (54) de N, N, N,
sont nulles, et les solutions (54), donnant des maxima et minima dans
les angles triédres, rentrent dans les solutions (52) donnant celles qui
sont dirigées suivant les cotés x, y, z de ces angles, en sorte que
celles-ci, c’est-a-dire

donnent alors les seuls maximna et minima absolus ou relatifs de I'élas-
ticité directe A ou a, ..

Quand on a les moyennes arithmétiques, ou les relations (56), la
valeur (4g) de I'élasticité directe dans un sens quelconque (c,, ¢, C;)
se réduit, va ¢2+c¢2+¢; =1, 2

A = ac? + be} + cc?,
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et I'équation (50) de la surface, a
= (x® + %+ 2*)(ax?+ by? + cz*).
Cette surface dont les rayons vecteurs sont les inverses VL_ des racines
A

quatriemes des ¢lasticités, est toujours du quatrieme degré; mais on
voit qu’il y en a une autre, dont les rayons vecteurs sont les inverses

§ . . , ’ y A1 .
7 des simples racines carrées; c’est Vellipsoide
A

i 58) 1t =ax®+ by*+ cz*.

Quand on a les moyennes géométriques, ou les relations (57, les
seconds membres de (49) et de (50) deviennent des carrés parfaits,
non plus symboliquement mais réellement, et ces deux équations se
réduisent, en extrayant les racines, a
59} VA =civa+ clyb+ 2y,

(60) 1= x%a+y?yb + 22 ye.

La surface dont les rayons vecteurs sont les% se réduit a un ellipsoide.
v

Un pareil mode de distribution des élasticités exige, dans le solide,
Vexistence des trois plans de symétrie de contexture, reclangulaires
entre cux, que nous avons supposés au numeéro précédent; car comme.
en prenant pour axes coordonnés x, ¥, z les axes de figure d’'un ellip-
soide, il 0’y a dans son équation que les termes en x?, y?, 2%, I'équa-
tion du quatrieme degré (4o) n’aura, pour les mémes axes, que les
termes en x*, y*, z*, ¥z, *x®, a®y?, en sorte que les six coeffi-
clents ay,.zy Azzzpy « « 5 Ay de la derniére ligue de cette équation (40)
seront nuls pour ces axes, ainsi que les trois sommes telles que
Ay2yz + 2 Azey d€ Uavant-derniere ligne, ce qui entraine aussi la nullité
des six coefficients qui composent ces sommes, si I'on admet que C JA—-
et a,,, sont ou égaux ou seulement de méme signe, et ainsi des deux
autres couples. Or cette nullité des douze élasticités asymétriques
caractérise (numéro précédent) U'existence des trois plans de symétrie.

Observons que P'expression (49) 8,7,/ v, = ac4_. 4 .. met en lumiére
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la condition connue pour que la contexture soit égale en tout sens
autour d’un axe, celui des x par exemple, car cette égalité exige non-
senlement b=c¢, e=f, ¢ =, mais encore a2 = b = ¢ pour
toutes directions de ' perpendiculaires 4 @, ou que P'on ait

b=b{c}/, +cl)+2(2d+d')c2.c2, =Db(1—ack.c2)+(2d+d). 2202,
pour toule valeur de ¢2..; d’out I'on tire cette condition
(61) b=c=a2ad+ d".
Et I'isotropie exige
(62) a=b=c=ad+d=se+e=af+f; d=e=f, d'=e'=Ff",

14. Forme intégrable que prennent les équations d ‘dquilibre quand
les élasticités directes se distribuent ellipsoidalement par moyennes
geéométriques. — Supposons remplies les deuxiémes conditions du n°ia,
c’est-a-dire supposons qu’on ait (57) 2d + d' = Vbe, etc.; et, vu la
controverse (n°2) au sujet des égalités d =d’, e=¢/, f={f que
démontre le calcul des actions moléculaires, laissons inégaux ces
coefﬁcients, mais en supposant entre eax un rapport constant pour
une méme matiére; ou posons

oy d’ f’ .
(()3/) '(T—————-—f—-l
Alors, si nous faisons, pour abréger,

a N b 2 c

—=a =
2 i T a4 ? o4

les neuf coefficients auront les expressions suivantes :

I

a=(2+ia’, b=+, c=(2+i)c,

d=be, e=ca, f=ab, d=ibc, & =ica, ' = iab.

(64)

Les composantes de pression, pour de petits déplacements «, v, w, et
pour le cas ordinaire ounil n’y a pas lien de tenir compte des pressions
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antérieures aux déplacements, peuvent étre écrites

; L du L, o . dw dv dw
\pu::a (24dla—+ib—4ic— s po=tbec| 5+

dx dy dz s dr
- ' Cdu ., dv Cdw div du
(6‘) .fp”:b[ut-{a‘-!—(z—i—z)bd—y—}—w—(ﬁ—], P == ca <E+;>,

_ o du 'bdu—l— 2t i) dw — du dv [,]
P =¢ Iﬂdx—i—l o (2- z)cE sy py—ab| —4 .

\

Substituant dans les équations générales indéfinies d’équilibre d'un
élément parallélipipede (18),

d/)zr d/’y: ([l):z {[])z] (I[)n
4 i LT o=
dz ' dy lz 05 dx 0, dx

-.== 0,
nous avons

/ d*u b d*u d*u i d du b do dw
a— —_— —_— — — — _— =
\ “ du? + dy? e dz? + (1+1) dr \" dx + dy e dz O

d? d d?v d [ du dy dw
/ R _ —_— 1) — —_ —_ —_
(66) b[adz’_’_bdy‘_i_cdz’+(I+l)(f(ndx+bd_y+cdz>

. dro b drw + d*w d du b dv dw
a —_— -— — — -— —_—
ettt et iFaglen gt

Or si nous faisons
du dv dw
(qui, lorsqu’on a a=b = ¢, n’est autre chose que la dilatation cubique
multipliée par @), et si nous ajoutons ces équations (66) différentiées
respectivement par rapport a x, & ¥, 4 z, nous obtenons simplement

. d* d*8 d?8
(68) ﬂw—!—bF—FC@—O,

[*] 11 est facile de voir que ces valeurs donnent un potentiel (6) ou (7) de la forme

[ 2 i — F13 -21— 3 fzx _:,,'— Iz
pm A (P Py | P\ P TPyPa P Palu | Py PuPy
2({2-+3i)\ a b c 2 bc 2¢ca 2ab

expression identique avec la moitié de celle de M. Clapeyron [7° lecon de M. Lamé,
expression (4)] lorsqu’on fait a* = b?= ¢* = p. Le potentiel mécanique intérieur, ou
le travail de déformation qu’il considére, s’exprime donc aussi simplement quand la
distribution est ellipsoidale que quand elle est sphérique ou isotrope.
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-équation intégrable sous forme finie. En effet,

Jf désignant une fonction arbitraire,

a, 6, 7 des variables auxiliaires,

cette équation (68) est satisfaite par

(69) 5: f(a’ 6, T)da[lgd-y 9
< \/("L‘————a)2+ (776)2+(Z~“/)‘

puisqu’il en résulte

d*e . I (z— )
L8 = [ff (%, & v)dad€d [_ 3l ];
dr fffj ’ 77) 'y (l(\/ ) az(\/ )5
g et % = des expressions semblables en b et (]’ — @)2 ou ¢ et (z— 7)?

au lieu de @ et de (& — «)?.
D’autres équations, aussi facilement intégrables, peuvent étre obte-

nues dans ce cas, comme dans celui d’isotropie; car comme on a iden-
tiquement

d*u b du d'u db d [du dow d [dv du
Tttt T aT  a\E @ G \dz a5 )’

dte b de v db d [dv du d [dw dv)

—_— —_— -—_— e -— —_— ——— —_— — —— — —
Tl e T T T I \ @ d_y) E\G %)

o d*w dw db d [dw dv> d [du dw

— _— —_—— ——— | — g — | —— —— e
iz + dy? +e dz? dz dy \dy dz “az \dz dr )’

si 'on représente par
Vry  Yyy bz

les trois rotations moyennes autour des axes des x, des y, des z, que
les déplacements impriment au corps autour du point (x, ¥, z), c’est-
Tome VII (2° série). — NOVEMBRE 1863, 4y
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a-dire si ’on fait

o ) 1 [dw v . 1 [du dw 1 [do du [, .
7 -~ — =} = —_ o —] =< — |l | = v, H
(7 2 \dy dz o \dz dz 7 2 \dzx dy =L

les trois équations différentielles (66) peuvent s’écrire

T dyy, . 2 4ide _
scdz —bd_y——I— 2 dz 7
/"’I) /adbz_.. de, 2+ii§_o
v ( dz dz 2 dy 7’
dv, dy, 24-idb
by Tttt

Retranchant ces équations deux 4 deux 'une de I'autre apres les avoir

[*] Ces expressions, quiont été trouvées par M. Cauchy ( Exercices d’Anralyse et de
Physique mathématique, t. I, 1841, p. 321, form. 10), se démontrent facilement cn
remarquant que si p est la longueur et o est I'angle avec le plan zy d’une perpendicu-
laire m P abaissée par un point m du corps sur la ligne Mz menée parallélement aux «
par un-autre point M(x, y, z), les excés ¢’ et @' des déplacements ¢ et @ du point m
sur ceux da pied P de la perpendiculaire p sont :

dv

dz

. ,  dw dw .
parallélement aux z..... wo'= e peosz—+ —- psinz,

/

, dv .
parailélement aux y..... ¢'= = P cosa =+ — psina,

La rotation de m, et par conséquent du plan m PM autour de M., est donc

dw dv .
p 3 sina cos «.

a’ cosa — ¢ sina duw do . {
————————————— = — 087 ¢ — — SIN°a -
P dy dz

La rotation d'un autre plan passant aussi par M« et a angle droit sur Pm s’obtiendra

T . . .
en changeant z en — +- «z. La demi-somme de ces rotations de deux plans perpendi-
2

1 [dw o

2 \dy dz
Comme elle est indépendante de I'angle «, elle donne bien la rotation moyenne, autour
de Mz, de toute la petite portion du corps qui environne le point M.

culaires est
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différentiées par rapport 4 x, J ou z choisis de maniére que la sous-
traction fasse disparaitre les termes en 6, et ayant égard a I'égalité
identique

dv, de, do;

—_— _— D =
ity T =%
I’on obtient les équations

/ a dv, b d¥ v, LAy

dx? dy? ¢ det 0y
d?e d’. de
{ ' ¢a ) J
\72) a da? b dy? +C dzt 05
dty, b d?y, 4 iy,
a dir? + dy? d = O

dont chacune est satisfaite par une expression comme (69).

Enfin, sil'on différentie successivement deux fois par rapport  x,
deux fois par rapport & y, deux fois par rapport  z, la premiére des
équations (66), et sil'on ajoute les résultats multipliés respectivement
para, b, c, on peut effacer ce qui vient de la partie

Con d du bdv dw - ~ a9
(x—r—z)d—x<a$+ ;1;4—0?1; _(I—I—z)%

puisque I'équation (68) donne

d (., & pLe L L
e\ dm Tl g e m) = o

Il reste
1 < L bdu+ , P +b & méme trind c d‘ méme trind .
(73)5( s a@—l— tT}”_:‘ C p dy’( éme trindme) -+ E( e trindme) = o,

et 'on a deux équations semblables avec ¢ et w au lieu de z.
Elles sont satisfaites, f étant une autre fonction arbitraire que j, par

T —a)? . )2 z—q)
(74) u=ffff(a,@,'y)dad€d7\/( - )+(]b Fot 07,

¢ et W == des expressions semblables avec d’autres fonctions au lieu de f,

47..
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car il en résulte

d*u {l“u [l 1% f1 Zy @, f{z, &, yldadidy VdzdGdy
a—— +b— — =2 = o,
dr? G TCET) )

expression dont nous avons vu que les trois dérivées secondes ﬁf—ﬁ’
d? a?
dy?’ dz
donnent une somme nulle.

On voit donc que les intégrales par fonctions dites potentielles, qu’on
trouve a la sixicme le¢on sur U'élasticité de M. Lamé (§ 27, p. 70) pour
le cas rare de l'isotropie parfaite, s’appliquent facilement, avec une
légere modification, & ce genre de contexture hétérotrope, qui parait
appartenir au plus grand nombre des corps, comme on va voir an

n°16.

~—> ajoutées ensemble apres avoir été multipliées par a, b, ¢,

15, Condition pour que les équations de Uéquilibre intérieur d’un
solide prennent la forme ainsi intégrable. — Réciproquement, il est
facile de voir que ce n’est qu'autant que les neuf coefficients a du cas
de trois plans de symétrie ont entre eux les relations exprimées par
les équations

— e
(57) ad «++ d" = ybe, ete., et (63) T=3= 7
que les équations différentielles de I'équilibre peuvent en fournir une
de la forme intégrable (68)

20 d* 6 0 ; rlu o i

— — = étant de la forme 6 = - o
n{hﬁ—bdﬂ =0 7 (67) a—+0b el
En cffet, ces équations différentielles, en laissant a, b, ¢, d, e, f, d', ¢’
f" quelconques, sont

[ d'u o du dv Sy Ao
de—rf[)N-f-e—{E—F [(f-i-f)y-l-\e_}— )IM-—O,

7
. L Lo d?o d v lu ]
(75) (IS b rd g+ S (d+d) S+ () T =,
N dx? dy* dz dy | dz |

( / { =2
' d’w d*w d .\ i , dv]
\eTr‘_'—d;Ez_*-C:l—z;_*_;l_Z_[(e—*—e)([y ((]—i—(‘]) ey 0.



(

d+ T ewo fit7 (e+e)(f+F) (f+F)yd+d) I:(d-{—d’)(e—*—e’)

26

/

d
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d
d

. d’u . 2p
Partageons les coefficients a de — dans la premicre, b de 7 dans la

. diw N .\ .
deuxiéine, et ¢ de — dans la troisieme, de maniére que les parties
[4

entre crochets, soumises aux —, solent réductibles a4 un

dz’ dy’ ds
méme trindme aftecté seulement de facteurs différents; ces équations
se trouveront écrites

d—d’ dx? dr? e dz? + dx
2, ! ”ne 2 2 i 13 l
) { 1~d_‘+ b— (f"‘f)_(‘,l,i“_d_) d_‘i d‘2+i (f_|_f’)d_u+ (i [ +-d) dv +(d+d')ﬂ]
e-e dy* dz? dy | dx [ dy dz

x]
’ d*w dE2ap (d+d"N(e+N] 2w d A du N (d++d")(e-+e")dw!
1 Oﬁ—l-d d]E—l—[C*——T— vd?—*—dz [{L—i—b)—:—l—(d-i—d);-‘.— g —=

‘ [a_(e—f—e’){f-)-(")] Fu f‘i’“ d*u i[(e—!—e')(f—q—i'“)du i ‘d[u o dw]
] J

..,
4
&

e

Or, pour qu'on cbtienne, en ajoutant ensemble ces équations, diffé-
rentiées respectivement par rapport 4 a, & y, 4 z, une équation de
la forme (68), il faut que les premiéres parties de (76) ensemble don-
nent la méme fonction du premier degré des dérivées du second ordre
d’un certain trindme, que les deuxiémes parties, ce qui exige que les
coefficients les uns au-dessus des autres affectant, dans les premiéres
. . d? . d? . d? .
parties, soit les o soit les Pk soit les - de u, ¢, w, alent entre

N " . du { 1714
eux les mémes rapports que les coefficients affectant --, o, &
de’ dy" oz

dans chaque crochet, ¢’est-a-dire qn’on ait

e f ald+d) ble ¢ e (£ f1)

—

La comparaison des trois premiers mewbres de cette égalité multiple
donne les relations (63).

Et si 'on compare successivement le premier membre avec les deux
derniers, on tire

__.f+f/ 4 __e"i"e,
b_ai?(zd—kd), C= {7

(2d +d'),

—

qui multipliées ensemble donnent la premiére des relations suivantes

—I,
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dont les deux autres s'obtiennent de méme :
(2d 4+ d’)* =be, (2e+¢€)*=ca, (2f+f)*=ab,

c'est-a-dire précisément les relations (57).
Les relations (57) et (63) sont donc nécessaires pour obtenir des
intégrales des formes données au numéro précédent.

16. Ce mode de distribution des élasticités doit avoir lieu dans les
solides amorphes ou & cristallisation confuse, au moins dans certaines
limites d’hétérotropie. Calcul des coefficients d'élasticité d'un corps
primitivement isotrope, comprimé ou écroui inégalement en divers sens.
— Mais la distribution ellipsoidale des r'i, due aux relations par
moyennes géométriques (57), Y

2d + d'=vbc, 2e-+e =yca, aof+f = yab,

dont nous venons de reconnaitre les propriétés analytiques, doit 4 un .
autre titre attirer plus particulierement notre attention. En effet, dans
les corps & cristallisation confuse tels que les métaux, etc., employés
dans les constructions, ol les molécules affectent indistinctement
toutes les orientations, si les élasticités sont égales dans trois directions
rectangulaires, elles doivent I'étre en tous sens, car on ne voit aucune
raison pour qu’elles soient plus grandes ou moindres dans les autres
directions. Si les élasticités y sont inégales, cela ne peut tenir qu’a des
rapprochements moléculaires plus grands dans certains sens que dans
d’autres, par suite du forgeage, de I'étirage, du laminage, etc., ou des
circonstances de la solidification. Calculons les grandeurs nouvelles que
doivent prendre les coefficients d’élasticité dans un corps primitive-
ment isotrope ainsi modifié.

Cauchy a démontré que, de quelque maniére qu’un corps ait été dilaté
et comprimé, il y a toujours, en chacun de ses points, trois directions
principales, rectangulaires entre elles, suivant lesquelles les dilatations
positives ou négatives ne sont accompagnées d’aucun glissement, €n
sorte que les trois cotés de chaque élément parallélipipede rectangle
suivant ces directions sont restés orthogonaux [*]. Prenons ces direc-

[*] Cela résulte immédiatement, comme on sait, de ce que d’aprés la premiére for-
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tious pour celles des «, ¥, z, el appelons
a, a/, b”

les proportions des augmentations positives ou négatives des cotés de
I’élément, paralléles i ces coordonnées.

Le calcul que nous entreprenons ne peut se faire sans attribuer un
mode d’action aux forces moléculaires réciproques; admettons, comme
aux notes des n* 3 et 4, celui que leur ont attribué tous les géometres
qui ont fait des calculs analogues, et qui laisse arbitraire la loi de
variation de ces forces avec les distances ou elles agissent, en suppo-
sant seulement ces distances insensibles conformément 4 tous les faits.
Nous aurons, comme & la premiére des notes citées, les expressions (12

. — P 4 ] 2,24
Azzzz OW A, ou axyxy__;SmFr.(x on y* ou x2y?),

. 1 d fr .
en faisant 14/ = F.
\ rdr r

(77)

Or, en appelant

Por Tos Xg, Yo, Zg

mule (26) on a, pour la dilatation dans une direction quelconque 7,

dr==2,¢% 4+, Cpy V50 A iy Cp - o2 CreCrat Fay Crz Cpp 5
d’ou, en faisant
e =2VED, cyp=y yEI, c.=zyFQ,
Péquation
Q&+ 0y ¥ =02 + g y2 4 g 2 4 8oty =7k 1

1

pour la surface dont les rayons vecteurs sont les inverses N¢+a des racines carrées
-—Cp

des grandeurs, prises positivement, des dilatations positives ou négatives 3, dans leurs
sens respectifs r; et de ce que, si I'on rapporte a ses axes de figure cette surface du
second degré simple ou double (ellipsoide quand les 3, sont on toutes positives ou
toutes négatives, et systéme de deux hyperboloides conjugués quand elles sont posi-
-tives dans certaines directions et négatives dans d’autres), les termes en yz, zx, 7y de-
vront manquer, en sorte que, pour les trois directions rectangulaires de ces axes pris
pour ceux des x, y, z, les Eyes Gaxy oy Seront nuls,
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les grandeurs de la densité, de la distance r et de ses projections sur
les x, ¥, z avant que lisotropie ait éte altérée, nous avons

== PO
£ (49)(14-3") (1 4-37)

X =Xo(14+0), ¥y=Yo(1+)y z=2(1-+),

. x2 2 Z’
(et Fr=Fry+{r—r)Fr, r—ro==0+=0+22".
! \ I Ty Ty

Substituons dans les expressions (77) en négligeant les carrés et pro-
duits des 2, ¥, 2" ct en faisant passer leurs premieres puissances hors

. . . . N ’ . N L 54 3 .
des signes §; puis posons pour abréger, en remarquant, vu l'isotropic
primitive, que les sommes S restent les mémes quand on y échange

entre elles les coordonnées x4, Yoy Zo ¢

po P (b 4\ ___ fo o 2,92 .
s 2§ m¥r(xj ou F=a, S8mFre.x(yi= s
/ Rl
( ! o Fry ¢ L6y Po Fry 4 e 4.2 ] 4,0 .
\‘78)/‘,;Sm - (x8 ou y8) = ag, ;Sm—r0 (xty2 ouxiz2 ouyix) ouy§zi) =
!
, po Fry 90,2 __ . .
‘\ —2—Sm = XYEZ) = fanas

nous obtenons les expressions suivantes :

i a = (1--2F A, - 850 F a0 A+ ;90"
: = J ; ,
\ XXX (I bl)(l d ) 4 6¢ 4,2 4,2
(1+D’)3 ’ "
- /o« —_— Al
(/ ) d)'.)'f)' paannd (l 3)(1 D”)a‘ +ah’gb+ﬂe Q 400,
. {(1-2) (142" ’
| Azyay = oy At 8,90 4 8490+ Ag2,50"

Mais, toujours en vertu de I'isotropie primitive, ona les relations
(80) a, = 3a3,, 2= 158520, 19 32z, [;]

Substituant, et multipliant entre elles les deux premieres expres-

[*] Ce sont des particularisations de la formule générale suivante, trouvée par
M. Cauchy (Mémoire sur la dispersion de la lumiére, aux Nouveaux Exercices ; Prague,
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sions (79), en négligeant toujours les carrés et les produits des 2, on
trouve

(142 (143", . . .
(83> Apraa X Apyyy = 9 [W(‘g}g -+ A3, .2{2.2,2(63 4 63+ 29 ) N

¢est-a-dire précisément neuf fois ce qu’on a en élevant au carré la

1835, p. 35), fr étant une fonction quelconque de la distance moléculaire r :

13,00 —0). 3 fp—1).13. L (v—1) p s
1.3.5...00+p+v—1) -_Z-Smfl.x

4 p3 v —
(1) ;Smfr.x yhz =

si %, g, v sont pairs, et == 0 si I'un d’eux est impair.
Flle résulte de ce que l'isotropie autour d’un point M exige que si r=Mm est sa
distance 4 Yune des molécules m quilenvironnent de toutes parts, lasomme S m.fr.x»,
relative A toutes, ne change pas de valeur quand on change & volonté la dircction z sur
laquelle les x sont les projections des 7, en sorte qu'on a Smfr.xE":Sm fr.ox's
les x/ étant leurs prejections sur une autre droite quelconque de direction x’. En effet,
cette condition nécessaire A isotropie peut étre écrite

S m £ 7. (XCapt 4 Yot 7Capr) ™ == Sm £r.x? (c2. + (";x"" et ).

Si I'on développe les puissances 2.2 ¢t # des deux trindmes, on pourra faire passer les
trois cosinus hors des S, et égaler, dans les deux membres, les termes affectés des

mémes puissances ou des mémes produits de puissances de ces cosinus; car, sil'on fait
successivement chaque cosinus = 1 et les deux autres nuls, on a déja des termes égaux,
qwon peut retrancher de part et d’autre; faisant ensuite I’un des trois d’entre eux nul,
on peut diviser par le produit des deux autres et faire, dans I'équation quotient, I'un
des deux restants = o, Pautre —1, etc., et obtenir ainsi successivement toutes les
égalités de termes des deux membres. Remarquant ensuite que le terme général de

(z g+ 2)" est

m(m——l)...(m—p-—{—l)zp.(m-—p)(m—p—l)...(/rz—p—q+1)

1.2...p 1.2...¢

yIam=y,

dont le coefficient est la méme chose que

m{m—1}...2.1
1.2...p.l.z...q.l.z...(m—p—q),

Tome VIII (2¢€ série). — Novemsre 1863. 48
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3¢ expression (79) représentant I'élasticité tangentielle ou de glissement
Ay s

qui, lorsqu’on admet la loi des actions moléculaires, a la méme valeur

que élasticitc latsrale azzy- On a donc, dans un corps ou un milien

¢lastique primitivement isotrope dont Pégale contexture en tous sens
a été altérée d’'une manicre permanente par des dilatations ou com-

nous aurons, comme résultat de I'assimilation des termes des deux membres affectés du

)
ya'

produit ¢ | ¢
X

¢’ , de puissances de cosinus dont les exposants, tous pairs, ont tou-
jours une somme % 4z + v =an, Pégalité suivante

1.2.3.. .27 .- 1.2.3...n .
Smfr.x“y#z“: S mfr x ety
...l.l.?....p..l.?...u A 2 v
[.2...—1.2,,. Zv1.,2..,.=
2 2 2

qui est la méme chose que Iégalité (81); car, en multipliant haut et bas dans le
second membre par 2™, puis par 1.3.5. . (27 —1), le numérateur du coefficient
devient 1.2.3...22 comme dans le premier membre, et le dénominateur devient
1.3.5.. (22— 1) multiplié¢ par 2.4. . X.2.4...p.2.4...v dont 'inverse revient a
3. (d—1)a3. . (p—1).1.3.. (v—1) divisé par le dénominateur

L2.,. 1.2, ..0.1.2. ., v

du premier membre. On voit aussi que si X ou pou v est impair, on a zéro dans
le second membre.

M. Cauchy démontre aussi, 4 la page 186 du Mémoire cité, mais d'une maniére com-
pliquée, que

(82) Smfr.x’":zni'_xSmfr,r’".

On nous saura gré sans doute de le prouver ici d’'une maniére trés-simple, savoir, en
remarquant que si cette égalité (82) a lieu pour une certaine valeur de z, elle a lien
par cela seul pour une valeur pius grande d’une unité; car, comme r? == x?- Vi 22
et vu la formule (81), et celle (82) supposée établie pour I'exposant 27, on a

Sm fr.ox+z— Sm l'r.r’.x’"-Smfr.xz"y’— Sm froxmy? —

1.3, .(on—1)

1
=———Nmfr.pr 22 1)
2n+xs 1.3...(2n 1)

2, Smfr.x”'“;

d’ot1 I'on tire

fr pLI I ! ' o
mfp xime — P S”",..,.z_rzu’
71
14+

27 -1
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pressions dans les trois sens x4y ¥,, 3, ou x, ¥, z,
285 2y~ Azzyy = VApzaz - Ayyyy s

et des égalités semblables en y et z, z et x, C'est-a-dire précisément les

relations (57) de distribution ellipsoidale des inverses de racines qua-

triémes des élasticités directes autour d’un point.

Nous avons, il est vrai, négligé dans le calcul, comme on a fait jus-
quici dans tous ceux d’un genre analogue, les termes affectés des car-
rés et produits des dilatations ou compressions permanentes opérées
9, 'y 3”. On ne pourrait apprécier I'influence de ces termes que si I’'on
connaissait la forme de la fonction fr, car leurs coefficients seraient
des sommes comme (81) contenant, dans fr, les dérivées successives
de cette fonction inconnue. Mais cette influence négligée ne peut pro-
duire que de trés-faibles erreurs, sil'on considére que les écrouissages
et la trempe, qui changent trés-sensiblement la ténacité et les coeffi-
cients d’élasticité, altérent a peine la densité des corps. On peut d’ail-
leurs s’assurer, par un calcul, que les portions ainsi négligées de
I'expression de 3a,,,, sont constamment comprises entre les portions
correspondantes de celles de a,,,. et ay,,, en sorte qu'en supposant
méme qu’elles alterent légérement les valeurs absolues de ces trois
coefficients, elles n’altéreront pas sensiblement pour cela la relation
de moyenne proportionnalité de 3a,,,, entre a,.., €t 2,yy,, donnée
par les termes du premier ordre en 3, 3, 3" [*].

La contexture élastique définie par les relations (57), telles que 3d ou
2d + d’' = ybe, doit donc étre celle des métaux amorphes, et des
solides tels que sont les matériaux employés dans les constructions, an
moins lorsque leurs élasticités mesurées dans trois sens n’ont pas entre
elles des rapports de grandeur considérables (comme de plus de 3 4 2
ou de 2 4 1), et que leurs molécules n’ont évidemment pas affecté de

ou la formule (82) avec # + 1 & la place de n. Or cette formule est vraie pour n =1,
car

Smfr.r’_—..Sm fr{x?4y+22)=3 Smfr.x’.

Donc elle est vraie pour toutes les valeurs de n.

[*] Conservons en effet seulement dans ce calcul, pour simplifier, celle des trois

48..
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préférence certaines orientations en se déposant, ou bien en se ran-
geant 4 nouveau par suite de modifications mécaniquement opérées.
Et, lors méme que cette derniére circonstance peut s offrir, ou bien
que les rapports entre les élasticités sont beaucoup plus considérables
qu'on ne vient de dire, c’est encore cette contexture, ou ces relations
entre les coefficients, qu’il convient le mieux d’adopter dans la pra-
tique pour les corps non cristallisés, au moins tant que des mesurages
d’élasticités dans un certain nombre d’autres sens ne commanderont
pas de s'en écarter sensiblement. (Poyez § V ci-apres, n° 29.)

dilatations ou compressions permanentes qui a été imprimée parallélement aux z, ce
qui suffira pour la conclusion ; nous avons

=+ ? 2
re—r= V/xf,(x+D)‘+y’o+z§—r0=ro[<;+£;,—ix§) —1]

o

c? ")2 4 a? 2 r 6 32 3 8 Bﬂ 4§
o
g 2 2r 2 ars 2 8r! 2

Q

F” I T ro v v

—|—(r—r(,)3 6 +(r_’1o){ 24 +..

et Fr=Fr+ (r—r)F nt+(r—n)?

qui, en substituant, et faisant

F[ X FII FI FIII F” S
Fr‘,:Fu, rr =F,, ;(__’:0_,_’._‘_'):1:‘, _;_( ro__ ro_!_F_?>:FG’e(c.’

2 3 ey v :
0 s r, 37'0 T Ty )

peut étre écrit
32 bz 2 a: 3
Fr=F,+x; (a -+ —2> F.+x?} <b 4~ T)> F,+x; <D + ;) Fe~+....
Oron a
Po

Qprzp OU Byyyy ON Ay == mSm[x;(l—}—b)‘ ou y& ou x2yi(14+2)7]Fr.

Mettant pour F r son développement et faisant pour abréger, comme tout & I'heure,

(84) fo S 1 F e X7 YV =8,

2
)—l—as (D—i- x
2
2 az 3 -
> e k- T (b"i‘ )+34,s (D"*‘;) +J7

> -+ a;,2 <3+

nous avons

axrzt:(l+b)3 [at -+ a (b‘f'

%
%
~—
+
®
s
T
[
+

1

(85) Ay = TIS Lat -+ a,,2 (D—i‘

Azpzy = (' -+ b) Q3,2+ a4, (b'f"

v N
v e

AR
wi%
~—
s
+
£
%
T
[
+
Wi
S—
©
+
1
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§ 1V. — Conséquence, en ce qui regarde la théorie du mouvement de
la lumiére dans les milieux non isotropes, en tenant compte des pres-
sions antérieures aux vibrations excitées.

17. Propagation des ondes planes dans de pareils milieux. — On
sait, depuis les recherches de Cauchy [*] (et les calculs ci-aprés vont
d’ailleurs le faire voir), qu'une onde plane provoquée par un ébranlement
dans un milieu homogéne non isotrope, comme doit étre le fluide éthéré
dans les corps transparents qui sont, ou cristallisés en polyedres non

Mais, en vertu de la formule (81) démontrée a la note précédente, on a aussi

I 1 1 I
Qo == 5 gy Ay == 7 Ay g0 == — Ayy 3,0 == = A4y A, == = ad,,,
3 5 11
I 1
Ay T=gm gy Ay = — Ay, R — A
35 o1 33

Donc, en muitipliant par 3 la troisiéme expression, on obtient

!

Byppr = (1 3)a, + a, <a+ 2+ 93“4— 53>-+—a5 (024 4% + 82%) 4

-+ ay <33+ '2 b‘) + a0t +

oy

— 2 Laz bs__aa 3 )? 3 34
"‘f.w—'!—_"_“SW‘Fas( ~ o ; + ay 35 +~I-ZLBL +
i

5
day [ — ¥ 4 +a x
“ Va1 42 "33

+2L 4 ia’) -+ as (3314—63’4- 1534)
10 7 7 8

3
5°
4
+ a5 (%3‘+gb>—|—amﬁ+

(86)
+...,

ot chaque partie de 3a,, ,, est bien comprise entrc les parties correspondantes de
Y] JF: W

[*] Bultetin des Sciences (Férussac), t. XIII, n° 217, Mémoire lu les 1°F mai, 7 et
14 juin 1830. — Exercices de Mathématiques, 5° année (1830), Application des for-

mules, etc., a la théorie de-la lumicre ; et ensuite, Mémoire sur la dispersion (1830,
achevé a Prague en 1835).
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réguliers, ou inégalement comprimés en divers sens, se divise généra-
lement, de chaque coté, en trois autres ondes se propageant parallele-
ment 4 elles-mémes avec des vitesses dont les grandeurs sont mesurées
par les inverses des trois demi-axes d’un certain ellipsoide qui dépend,
non-senlement des coefficients d’élasticité a,,pzy ... a,,,, du milieu,
mais encore de Pinclinaison particuliere qu'y affectent les plans des
ondes, tandis que les directions des mémes demi-axes donnent celles
des mouvements vibratoires rectilignes dont les molécules sont animées
dans chaque onde; que, lorsque le milieu est isotrope, deux de ces
ondes se réunissent en une seule ou les vibrations moléculaires, alors
généralement curvilignes, sont transversales, c’est-a-dire paralléles aux
plans des ondes, ou perpendiculaires a la direction de leur propagation
(direction qui est alors la méme que celle du rayon lumineux résultant
de leurs intersections mutuelles), pendant que les vibrations, dans la
troisieme onde, sont longitudinales, et, en vertu d’une constitution de
notre organe, ne donnent lieu a aucune sensation de lumiére, de sorte
que lc rayon reste unique dans un milieu de cette espéce; enfin que,
réciproquement, le parallélisme des vibrations 4 toutes les ondes exige
I'isotropie; d’ou il suit que ce parallélisme ne peut avoir lieu exacte-
ment dans les cristaux biréfringents, et que la partie de la théorie de
Fresnel, qui se base sur son hypothése de la transversalité des mouve-
ments vibratoires jusque dans I'intérieur de ces cristaux, ne peut étre
vraie que par approximation.

Or, en 183g, Pillustre géométre-physicien George Green, attribuant,
comme Cauchy et Fresnel, la propagation de la lumiére aux actions
entre les particules de I’éther, et reconnaissant tout d’abord, comme
celui-la, que les vibrations dans les cristaux biréfringents ne sont pas
toujours exactement paralleles anx plans des ondes, mais voulant,
dit-il [*], pour ne pas s’engager dans des considérations trop compli-
quées et sans chances d’application pratique, dorner son analyse aux
milieux ou ce parallélisme s observerait rigoureusement, ce qu’avant

[*] Onr the Propagation of Light in crystallised Media, lu le 20 mai 1839
{ Transactions of the Cambridge Society, vol. VII, p. 122), faisant suite au Mémoire
On the Reflexion and Refraction of Light, lu le 11 décembre 1837 (inséré au méme
volume, p. 2).
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tout examen il suppose compatible avec I'hétérotropie, se détermina
a rejeter les formules & quinze coefficients fournies 2 Cauchy par I'hy-
pothese, trop restrictive selon lui, « que les actions entre les particules
s'exercent suivant leurs lignes de jonction; » et, en faisant, apres
quelques considérations et tAtonnements, une autre hypothése qui, nous
le pensons, ne peut étre justifiée que par celle-13, 4 savoir que le poten-
tiel © (n° 2) est nécessairement développable suivant les puissances
entiéres et positives des six petites quantités que nous avons appelées
2y dyy oo+ 5 Bay Ci-dessus [*], il adopta pour cette fonction @, sans autre
démonstration, la formule (6) du second degré a vingt et un coeffi-
Cients ;.7 ... dyyy,, €f, au moyen de la latitude que lui fournissait
Pexpédient d'un tel nombre de constantes, il chercha quelles relations
devaieut exister entre elles pour que les mouvements vibratoires dans
deux des ondes (car il en reconnait trois comme Cauchy) [**] fussent
toujours exactement (accurately, rigorously) transversaux ou paral-
léles & leurs plans, comme 1'a supposé Fresnel.

Ces relations ou équations de condition sont, comme on va voir, les
suivantes, au nombre de guatorze :

Aprrr ™= dyyyy =055, 7= Bdypy,+ Apyee =285+ dpppp=—2 Azyey T By
(87) §Quzyz T 28550y = 0y Bzt 2 Apyyz =0, ggpy -+ 28y, =0,

( Ayyys == 0y Auzzy T= 0y Qpppp == 0, gy, =0, Apgay == Oy yp == 0.

Il est facile de reconnaitre qu'elles sont les mémes que celles qui ont

[*] Le principe regardé par lui comme moins restrictif que celui de Cauchy est
{commencement des deux Mémoires cités) « que de quelque maniére que les parties
d’un systéme matériel agissent les unes sur les autres, si 'on multiplie toutes les forces
s’exercant ainsi & son intérieur par les éléments de leurs directions, la somme totale
des produits, pour une portion déterminée quelconque de la masse, est toujours une
différentielle exacte de quelque fonction. » Mais il ne s’en tient pas a ce principe, qui,
en effet, est insuffisant; on ne voit méme pas qu’il s’en serve ni méme Uexprime ana-
lytiquement, car il n'est question dans son travail, ni des actions individuelles, ni de
leurs directions, qu’il a, de prime abord, fait profession d’ignorer complétement.

[**] I accorde méme que, sans Pintervention du rayon non éclairant provenant de
la troisiéme onde, il est impossible de satisfaire aux conditions & remplir 4 la surface
de séparation de deux milieux.
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été trouvées par M, Lamé (Legons sur UElasticité, 1852, §§ 92 et 93)
comme conditions de biréfringence avec vibrations transversales. Seule-
ment, le géométre francais exige vingt-quatre conditions parce qu’il
suppose trente-six coefficients indépendants (n° 2 ci-dessus) au lieu de
vingt et un. (#oir la 17 note du numéro suivant 18.)

Or nous pensons et nous espérons montrer que ces conditions n’ex-
priment que 'isotropie; d’on I'impossibilité, non pas, comme unous
verrons, de I'exacte représentation de la marche des rayons par la
surface d’onde 4 deux nappes découverte par Fresnel, mais de l'exact
parallélisme des vibrations aux ondes dans les milieux hétérotropes,
excepté pour des directions particuliéres, au nombre de seize au plus,
probablement de trois seulement, du plan des ondes.

Pour le faire voir, montrons d’abord, en reproduisant I'établissement
de ces quatorze relations (87), qu’elles sont absolument les memes
lorsque le milieu n’était pas, avant les ébranlements produits, dans
I’état que nous avons appelé naturel, c’est-a-dire lorsqu’il y avait des
pressions de grandeur et de direction quelconque antérieurement aux
déplacements moléculaires relatifs résultant des ébranlements; de sorte
qu'on ne puisse pas attribuer 4 ces pressions ‘primitives, souvent
omises, une influence contraire aux conclusions que nous tirerons.

Attribuons donc, avec Green, aux déplacements u, v, w (n° 2) des
points, estimés parallelement a leurs coordonnées rectangles x, 7, z,
les valeurs suivantes qui, sifest une fonction quelconque, périodique
ou non, représentent de la maniere la plus générale le mouvement par
ondes planes paraliéles, dontla normale fait avec les x, y, z des angles
dont les cosinus sount

{. m, n,

et se propageant avec une vitesse uniforme
‘T
ou parcourant V¢ dans le temps £ :

(88) j 1= «f(lx 4+ my +nz—Ve), v=E8f(le+my—+ nz—Vi),
! w:y_/([.x‘—%— my + nz —Vt),
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expressions ot
o,y 67 v

sont les cosinus des angles formés avec les o, J» % par le déplacement
moléculaire f(...) qui, comme on voit, dans ceite sorte de mouvement,
est de méme direction comme de méme grandeur & chaque instant pour
tous les points situés dans chaque plan d’onde représenté par

lox 4 my + nz = une constante {qui est la distance de ce plan i I'origine);

déplacement le méme aussi, pour ce plan, & I’époque actuelle mar-
quée parle temps z, qu’il sera 4 1’époque £ + T, sur un second plan qui
est actuellement moins distant de VT & l'origine, ce qui donne bien V
pour la vitesse de propagation des déplacements (88) dans le milieu.

En mettant les expressions (88) pour u, ¢, w dans les équations gé-
nérales d’équilibre ( 1g), ou, symboliquement écrites, (38), apreés avoir
substitué les inerties par unité de volume

d3*u doe d?w
T TPa TP

aux forces pX, oY, pZ, et en divisant tout, ensuite, par
ap J" (ke +my + nz Vi),
faisons, pour abréger,

P=(pll+ p? m—+ p?n)*

(89) =Pz P+ plym® 4+ pln® + 2p) mn+ aplnl -+ ap? Im;
A=a,(a,l+a,m+a,n).a,(a,l+am+an)=
== A U By P850, 10 4 2 8,40 N+ 22 40, N+ vE /7
B=a,(.).a,(..)
= Agyay By, mP a0 00, mn+2a,,, nl+aa,,..Im,
(90){ C=1a,(...).a,(...)

= Aggoe P Ay, MP 40, R 20, mn+2a,,, 0l +2 By, lm,
D=a,(a;l+am+a;n).a(a,l+am+an)=
; 2 2
= 8y Ay, M A, N 4
F (A za = Apayz ) M A (Azg oy By ) LA (2 10+ a5,.,,) Im,
Tome VIII (2¢ série), — Novemsne 1863. 49
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I

IE=a,(...).2,(...; =

= drzaz lz+a:,ryyz m? + a1t
(90) -+ (azzxy -+ ayzz,r) mn -+ (azz.ra: -+ "zxz.t) nl + (axx;'z‘i" az.r.ry) Im,
ouite) | F == a (o..).0,(.0) =

= Ay I Ay 2y o 1

4 + (a}’]' zz axyyz) mn -+ (nx.ryz -+ az, 1)‘) "l -+ (a.r)\rj' —+ a.:r:c_)]') h"s

ce qui revient & construire, avec M. Haughton, six ellipsoides fixes
dont les équations en coordonnées rectangles sont données par les for-
mules (go) en mettant 1 pour les premiers membres et x, ¥, 3 pour
[, m, n, puis & mesurer leurs rayons vecteurs tous de méme direction
!{, m, n) normale aux plans des ondes, et a appeler A, B, ..., F les
inverses des carrés de ces rayons |*]. Nous obtenons, avec ces nota-
lions, trois équations contenues dans

Aa+F8+ Ey Fae+B6+ Dy Ex + D64 Cy .
(9 POy Yak RO Dy BrfDERC_ye

Ce sont les conditions du mouvement par ondes planes qu'expri-
ment les équations (88), ou les relations nécessaires entre les coefti-
cients d’élasticité a du milieu, la vitesse V de propagation et les deux
directions (¢, 6, 7) du mouvement moléculaire, et (1, m, n) des normales

aux ondes.

[*) On Equilibrium and Motion, ctc., p. 170. Ces six quantités A, B,.. ., F, si l'on
admet T'interversion possible des sous-lettres dans les cocfficients de leurs développe
ments, ou le principe des égalités complémentaires (8), peuvent étre aussi écrites

(a5 OU @y ... OU Az ) (a4 aym+ A7) Bgprry O Appuryt O0 .. Byyatan

en appelant 2’ la direction de la normale & 'onde; et elles ne sont autre chose que les
six composantes de pression p_., Pis-ees Py, Sur les faces perpendiculaires aux «, y, 2,
produites par une dilatation d =1 perpendiculaire A I'onde, ou, ce qui revient au
méme quant aux valeurs, celles de la pression normale p ... 3 I'onde engendrée succes-
sivement par des dilatations et des glissements dz, dy,. . -, s d'une grandeur =1.

Ce sont aussi, comme I'a remarqué Cauchy, les six dérivées sccondes, par rapport a
12, m*, %, mn, nl, im, d'une méme expression en I, m, n, qui n'est autre chose que
le {5 de celle (3g)de A=apros quand on remplace Cexy Cyr'y Coor AT I, m,n.
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En les écrivant
(A+P—pV¥)a=—F6—Ey,
(B+P—pV*)6=—-Dy—Fa,
(C+P—pV3)y=—Eax—D§,

el en les multipliant Vune par 1'autre, puis en remplacant, dans les
produits tels que D* &y ( — FE — Ey), la parenthese, qui est un second
membre, par le premier membre équivalent, les cosinus inconnus
2, 6, 7 disparaissent, et 'on obtient 'équation du troisieme degré en
V2 seul

(A+P—pVH(B+P—pV)(C+P—pV?) —~D*A+P—pV —
(92) —E(B+P—pVY) —F(C+ P—pV*) + 2DEF =o0;

d’ott résulte bien la division d’'une onde plane, en général, en trois
autres qui se propagentavec des vitesses différentes.

Et, comme on obtient une quatri¢me fraction égale 4 celles qui for-
ment les trois premiers membres de I'égalité multiple (91), en prenant
pour numérateur la somme des numérateurs et pour dénominateur la
somme des dénominateurs, aprés les avoir multipliées haut et bas par
2, par §, par 7 respectivement, ce qui donne

3) A +BE82+Cy*+ 2DBy+2Evo+2Faf—=pV*—P,
99, 7 v 7 ¢

équation en coordonnées polaires d'un ellipsoide dont le rayon vecteur

I
——“/m fait avec les &, 7, z des angles dont les cosinus sont «, €, y;

d’oti, de nouveau, les équations (g91) comme conditions de maximum
ou de minimum du rayon vecteur en combinant avec ¢® + € + y* =1,
d’ot ada+ 8d6 + ydy = o, la différentielle de (93) égalée a zéro, I'on
voit, et la forme connue des équations (g1} et (92 ) montre d’ailleurs :

1° Que les trois demi-axes de cet ellipsoide, dont I'équation en
coordonnées ordinaires est

(94) A2+ By’ + Cz* + 2Dyz + 2Ezx + 2Fay =1,

donneront, en grandeur, les inverses des trois valeurs de ypV? —P.

49.-
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2° Que leurs directions, rectangulaires entre elles, donneront celles
des mouvements moléculaires dans chaque onde, ou les trois systémes
correspondants de valeurs des cosinus a, 6, 7. :

On voit que les résultats sont les mémes que ceux qui sont déja con-
nus et relatifs au cas ou les pressions antérieures p® sont nulles, sauf

. P . . .
\/V2 — —f; au lieu des vitesses de propagation V.

On voit aussi, d’aprés la formule générale (25) de changement de
plan de pression, qui doune p,,. = Pz Cow v~ 2Py Copr Cpgry UE

la quantité (8g)
P

n’est autre chose que la composante normale de la pression supportée,
avant les déplacements, par Uunité d'une face menée parallélement aux
ondes par le point (x, y, z).

Si cette pression primitive est égale en tous sens et si le milieu est
isotrope, il résulte des conditions d’isotropie (62) a=b=c=2d+d'=...
que les éqnations (g2), (94} peuvent étre mises sous la forme

7

| re~1ﬁ‘) 2_211)2_
‘ (V P (V p =
d(x*+ y*+2*)+ (a —d) (lx + my + nz)* =1,

mounlrant bien que deux des trois ondes planes se réduisent 4 une,

+d

. . P
dont la vitesse de propagation est \/

» et que Pellipsoide (g4 est

coupé suivant des cercles par leurs plans le - my + nz = const., en
sorte que leurs vibrations s’exécutent parallélement & ces plans.
Mais voyons si le méme parallélisme est possible sans Iisotropie.

18. Surles conditions pour que les mouvements moléculaires dans
deuax des ondes soient toujours paralléles ¢ leurs plans. — 11 faut pour
cela, comme l'observe Green, que dans la troisiéme onde ils soient
normaux, et que par conséquent les équations (1) subsistent en et-
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tant /, m, n au lieu de o, 6, y, C'est-a—dire qu’on ait

(95) Al—l—Fm—i—En_Fl—i—Bm—&«Dn;El-f—Dm—i—Cn
7 = =

?
m (]

ce qui est daillears aussi la condition pour que le plan d’onde
{2 4+ my + nz = o soit bissectcur de toutes les cordes de Iellipsoide (g4)
qui lui sont perpendiculaires, et contienne par conséquent deux de ses
axes [*].

Nous voyons que

P=p2. L+ p)n® +...4 apl.im

n'y entre pas. Ces conditions (95) de transversalité de deux des direc-
tions des mouvements molécnlaires sont donc indépendantes des six
composantes p°, quelles qu’elles soient, des pressions antérieures; en

*] Si P'on ¢limine les d 7 les équati ) le dernier
[*] Si I'on ¢limine les deux rapports —» £ entre les équations {g1) sans le dernie
o o

membre, combinées avec l«—m8§ + ny == o qui exprime le parallclisme des mouse-
ments moléculaires anx plans des ondes, on obtient facilement, £5 N, T représen -
tant les trois excés, divisés respectivement par I, m, n, de la seconde sur la troisi¢me
fraction (95), de la troisiéme sur la premicre et de la premiére sur la deuxi¢me de
ces mémes fractions (d’oll L + m I 4+ 2% = o),

ALAHFMN+EIN  FLA BN+ DI EL +DINCIT
- Bl - 9%

?
s
J\,

ou anc seule équation
(B—C)IMIL+D (902 — o) + (FQC _ EDTL),Q: o,

car les deux antres de méme forme que fournit cette égalité multiple rentrent dans -
celle-ci. Cette équation n’est pas satisfaite seulement par I = o0, 9% == o, ¢’est-i-dire
par les égalités (g5); elle I'est aussi de plusieurs autres manidres donnant, entre les

. . L tsa . m n . .
coefficients a ., etc., si elle doit I'étre quelles que soient 7 7 ou les directions des

ondes, des relations du troisiéme degré nombreuses et fort compliquées. Mais on doit

observer que ces relations sont inutiles 3 considérer dans la théorie de la dounble ré-

fraction ainsi présentée; car, comme 'observe M. Lamé, quand on remplit la condi.-

tion de transversalité lo. 4+ m€ -+ ny == o sans que ce soit par les égalités (g5), onn’a
O ,

qu'une scule valeur de chacun des deux rapports —, Z; par conséqurent une seule
Zz ®

onde, et pas de biréfringence.
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sorte qu'on ne peut pas chercher, dans I’existence possible de pareilles
pressions, la réponse aux difficultés auxquelles il va étre montré que
conduit 'hypothése d’exacte transversalité des mouvements pour
toutes les directions des ondes.

Elles peuvent étre satisfaites de deux maniéres, savoir :

1° Pour certains systémes seulement de valeurs des cosinus |,m, n,
c’est-a-dire pour certaines directions de la normale au plan des ondes,
dans un milien quelconque.

Ces directions de la normale aux ondes sont précisément celles de
maxima et minima des élasticités directes a, . que nous avons con-
sidérces au n° 10.

En effet, si I'on substitue & A, I, E leurs expressions (go) du numéro
précédent dans le premier membre de 1'équation (95), on a

(96) Al+Fm+En _ ag(a;l+am-+ a;n).{a;l+a,m—a,n)
{ - l ’

Clest, eu égard A la formule symbolique (33), et en mettant
Coxrs Cpwy Czo pour I, m, n,

la méme chose que le premier membre a—’—g‘%%’fﬁ de la triple équa-
.

tion (41) donnant les directions x’ des maxima et minima de a0, CAP

A4 = 9, Cqp + A,Cpy + 2, €5y Etily a également parité entre les seconds

membres comme entre les troisiémes membres de (41) et de (g5).
Donc il existe tonjours des plans d’ondes anxquels denx des mouve-

ments molécnlaires correspondants sont exactement paralléles, le troi-

sieme exactement perpendiculaire. Ce sont les plans paralléles 4 ceux

qui touchent la surface dont les rayons vecteurs sont les inverses des

l‘\/az,x,x,r,, aux extrémités des divers diamétres principaux ou coupant
cette surface normalement. 11 y a toujours trois directions de ces plans
d’onde. 11y en aurait méme (n° 10) jusqu’a seize ou (n°12) treize si
Péther, dans les corps cristallisés, avait une contexture aussi variée que
ces corps eux—memes.

2° Pour toutes les ondes possibles, si I'on fait remplir aux coeffi-
CLeNtS Azeaqy -+, Azyzy Cortaines conditions. On les détermine en chas-
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sant les dénominateurs des équations (95), ce qui donne

(0,0 + ay,m* + a,.n* 4 22, mn - 22, nl + 2a,,.lm) <

< (a,l+a,m+an)(a,n—a,m)=o
et denx autres égalités semblables ot le dernier facteur sera
a,l—a,n ou a,m—a.l,

puis développant et égalant a zéro ce qui affecte une méme puissance ou
2 . . m n .
un méme produit des cosinus /, m, r dont les rapports 77 doivent

étre indépendants I'un de I'autre. Or on trouve ainsi les équations de
condition (87) de Green.

En supposant pour un instant ces quatorze équations, entre les vingt
et un coefficients, compatibles avec I'hétérotropie, on en tire les lois
de Fresnel (sauf le parallélisme au lien de la perpendicularité des mou-
vements aux plans de polarisation) sans étre nullement obligé d'intro-
duire dans I'analyse ci-dessus, comme a fait le premier M. Mac-Cul-

lagh [*], Ihypothése peu justifiée de Fresnel « que les vibrations ne

d dw

A Ty . d
changent nulle part la densité de V'éther, » ou de faire = + = + 2 — ¢
de =~ dy = dz

daos les formules, ce qui revient & effacer tous les termes affectés des
coefficients d’élasticité directe a,ppry Ayyyys Aczzz, COMME Sices coeffi~
cients étaient nuls [**].

[*] 4n Essay towards a dynamical Theory of crystalline Reflexion and Refraction,
vead december 183q (Trans. of Irish Academy, vol. XXI, p. 18 et 25).

[**] Car, au moyen des égalités de Green (89 Arrr== 2 tryay & Q2™ 2 Bug srt Bs2 2y
Von a, par exemple, d’aprés la premiére expression (1),

AY
P.:cx = Ogrzz 2 (armz_ 23173]}3]"_ (axzzz"“ 2azzzx) A Arrys Gyat AzrasBax—t Brray Sops
qui, sid:+d,—+4: =0, se réduit &
= 28,0y — 28z Oz & Az
Pz = ~dryzy Oy Gz Vs xz'yu‘&]. ey

absolument comme si a ... était = o.
M. Haughton, 2 la fin de son Mémoire 4 Classification of elastic Media (Irish Aca-
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En effet, prenons, pour simplifier, comme font tous les auteurs,
trois nouveaux axes rectangulaires x’, y’, 2’ de maniére a avoir

Apyyizt =0y Buryrg =0, Ayzgy=0,

ce qui est possible puisqu’on dispose de trois des neuf angles (x, x'),
{x, y'), ctc., et ce qui entraine, d’apres les conditions ( 87),

az/x,l.,)l = 0, ax/]ff,z,: 0, a]Jz/zfﬂ: 0.

Cela revient a ne conserver que les neuf coelticients de la premiere ligne
des conditions (87), ou a rapporter le milieu anx trois plans de symé-
trie de contexture qu'il possede, comme on voit, quand ces conditions
de Green sont supposées remplies. Alors, en sc servant des notations
abrégées (48) 4,0 =2, .ovy 2y, = d, ..., les expressions (go) se ré-
duisent &

(97) A=all+fm’+en?, B=(l+am?*+dn*, C=el+dm*+an?,
97 D=(a—d)mn, E=(a —e)nl, F=(a—f)im;

I'équation du troisiéme degré (92) en V* devient divisible par p V2 —P—a
et peut étre ¢crite, comme il est facile de le vérifier par un développe-
ment comparatif,

g(PV“—P)z—[(e+f)1’+(f+d)m2+(d+e)"’] (pV*—P)+
+ (ef I* 4 fdm* 4 den?®) (I*+ m® + n*)
dont le premier facteur, égalé & zéro, donne pour V la vitesse du son

daus Pintérieur des solides élastiques, et, pour le milieu éthéré supposé
constitué d’apreés les conditions (87), donne ces ondes 4 vibrations lon-

denty, vol, XXI, p. 4o-41), représente le peu de légitimité et I'inconvénient de cette

. du dv dw
supposition Ta -+ Fy_ -+ =
du troisiéme degré affectée d’un facteur (voyez ci-aprés) pV*— P qui fournit, si P—o,

une solution 2bsurde V.= o, et, si P n’est pas nul, une onde sphérique A vibrations
longitudinales, tout comme quand on n’efface pas ayz.., dont la conservation donne au

—=o. Elle n'évite nullement d’avoir, en V*, une équation

moins & cette onde son vrai rayon.



PURES ET APPLIQUEES. 393

gitudinales qui doivent s’y former, bien que notre ceil ne les pergoive
pas, de méme que notre oreille n’est pas constituée pour percevoir les
vibrations transversales excitées dans l'air; et dont le second facteur

¢galé a zéro donne, aprés une analyse connue, 'onde de Fresnel.
(Foyez n° 21.)

19. Ces conditions, quand elles sent remplies quelle que soit la
direction des ondes planes, reviennent & 1'isotropie du milieu, et ex-
cluent la biréfringence. — Cela est évident quand on admet entre les
coefficients, outre les quinze égalités (5) qui les réduisent & vingt et un
distincts, les six egalités complémentaires (8) telles que a,, .. = 2a,zyz)
Azzyz = Az, 4, fournies par le calcul des forces moléculaires, car il en
résulte que les six coefficients figurant dans la seconde ligne des qua-
torze conditions (87) sont tous nuls comme ceux de la troisieme, et
que, pour les autres, on a

1 1 1
{ 99) Ayzy == Az000™=8yyyy = Ayyzz = Azzp0 — Ay — gawxxx: 3 Ayyyy = 3 Azzzz

rentrant bien dans les conditions d’isotropie (62), d’ou, comme ou a
vu a la fin du n® 47, deux ondes qui se réunissent en se propageant

. P4-d . L g
avec la vitesse \/——«—, et le milieu est uniréfringent.
P

Mais vu la controverse dont ces égalités complémentaires (8) sont le
sujet, examinons, au moyen de la formule de transformation (33)
dun®6,

(1 00) Apgxy == dp A5 Ay dyr, ol a; = 2a,C;,+ A, Cyp —+ A, Cyg,y
en 'appliquant a un milieu élastique dont les vingt et un coefficients
relatifs & certains axes x, y, z remplissent les quatorze conditions (87),
quelles valeurs prennent les divers coefficients d’élasticité relatifs
a d’autres axes quelconques x', y’, z'.

1° Ces conditions (87) annulent les deux’ derniéres lignes de I'ex-
pression (39) . urar = 8342, C4 + etc., particularisation de I'expres-
sion (33) ou (100), et la réduisent a

(_IOI) Qpt ot ot ot — axmx(cfx' -+ CJ21" -+ szl’)z =a

RN &

Tome VIII (2° série ).— NovEMBRE 1863, 50
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Donc, si les conditions Green (87) de constante transversalité des
vibrations de deux ondes sont remplies dans un milieu, son élasticité
directe est la méme en tous sens; c’est-d-dire qu'une égale dilatation 3,
¥ produit, quelle que soit la direction x', une égale pression normale
P » sur une face perpendiculaire a cette direction.

2° La méme formule générale (33) ou (100), en y remplacant n, s
par x’, x' et x', y’ par 2, ¥', donne

Ayt gty = (ax Coz 1= a, Cy1’+ az Cz.z')2 . (a.r Cra'+ ar Cra:"+' a; Cz.r’) (ax C.zyf+ay ny’+ dz C:)"}'

Développant, les conditions (87) anoulent une partie des termes et
réduisent I'expression a

(102) Attty OW A yyrgryt = aﬂm‘r(cﬁzr -+ C;l,xr -+ Cfxr }(cm:crf 1 Cyy! Cyyt sz'cz;r') = 0.

Donc les coefficients tels que a,s ., sont tous nuls dans un pareil
milieu. Ainsi, en tous sens, comme dans un milieu isotrope, une dila-
tation d, n’y produit aucune composante p, . Et aussi, comme dans
ce dernier milien, un glissement g, n'engendre, sur une face
perpendiculaire, soit a x', soit a y’', quune force tangentielle, sans
aucune composante normale de pression.

3¢ Si I'on développe les deux expressions suivantes, tirées de la
méme formule générale (100),

Ayt o120 == (A g Coyt ~+ By Cppr = A, Copr ). (2, Copr - A,Cppr + 8, C, )2,

Aprzrywr = [ (82 Cayr 8y Cryr 25 €20} (3, Cow + B, €pp - 25000 [

et si, dans les développements, on fait a .., = Qyyyy = gz 45, €0 rCm-
placant aussi, en vertu des relations (87), 2a,,,; par a,,, — Ay, et
2824 zy PAT — 8., €t ainsi des antres, on obtient, en ayant égard aux
relations connues entre les cosinus, notamment

Cyar Copt = Cyy1Cppt == Cpzry

et autres semblables (ot, dans les seconds membres, les indices x, y, =
et &', ¥', ' répondent aux combinaisons ¥z, zx, xy et 'z, Za’, x'y’
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de ceux des premiers membres), on obtient

— 2 2 ~2
ay’y'z’z’ — ayyzzc,r_z-' mak: TP ny’ -+ a.rxyy(-’zx'
( 3) = 2 355y7 Cpu Cap 24y 22 Coat Crpr = 28z 2y Caie Cyar
10
— 2 2 2
Aty = Ayzy2Coyt == Azpzx Crx -+ Aryzy C oo’

-+ Ayxyz Cyar Copr -+ Ayy 2z Coz! Copr =+ A ay Cxa! Cyals

Ajoutant la premiére de ces équations a la seconde doublée, ona,
encore en vertu des relations (87),

(104 ) Appzry + 28yrzryr 5 == Ay, €L PAT CODSEQUENt == &)1 prpryr = A1z 21 21

¢’est-a-dire que pour toutes les directions rectangulaires entre elles il
y a entre les trois especes de coefficients a,yrypy 8y 221y 3proryray les
mémes relations, qui sont, comme !'on sait, précisément celles qui ont
lieu pour V'isotropie.

4° On obtient de la méme maniére
(|05) ax/‘r/yrzr—l— 2y g0 = O,

en sorte que ces coefficients, qui sont nuls dans un systeme isotrope
pour tous les axes orthogonaux qu’on peut y tracer, le sont aussi dans
le systéme élastique que nous considérons s’ils ont le méme signe;
et, en tous cas, ils ont des sommes (105} nulles.

59 Toutes les réciproques sont vraies. Les quatorze équations (87)
ont lieu entre les coefficients d’élasticité d'un milieu, et pour toutes
les directions x, y, z, et x’, y’, 2’ des axes coordonnés rectangulaires,
si, seulement, I'on y a aussi pour toutes,

Ryt ot ot d == Agp g [¥] 3

["‘} On le prouve en écrivant cette équation a,tyyy — Aaes (€1, ~ c;r, +cl. ) =o,
substituant i ays. sa valeur (3g) et placant 2/ d’abord dans le plan zy; car,
alors, I’équation réduite et divisée par ey donne Bzzzy =0y 3y, =0 (uand
on y fait successivement c;r==1 et €,/ = 0; la méme équation donne, par snite,
285 5y Apryy — Bzzaz == 0, C€ qui permet d’effacer, dans I'équation particularisée, tout
excepté la troisiéme ligne de l'expression (3g), susceptible alors d’étre divisée par
Ceal Cya? €y €L qui dOnne alors agey: + 28:0 = 0 €1 faisant c,pr=1.

50..



396 JOURNAL DE MATHEMATIQUES
ousilony a
aspay=o0 [*],
ou bien siI'on y a
al«flv!ylz/ -+ 2 Az 4 a = 8] [.yx],
ou encore si l’on y a, toujours pour toutes les directions a7, ¥, z/,

, — xx,
Ayt gt g1 g0 ™™ Apl oy yf == 22,0, iy = 0 [ ]7

en sorte que I'une quelconque des quatre espéces de conditions (87),
si elle est remplie en tous sens, entraine toutes les autres [****].
Ilen résulte quel'exacte transversalits des mouvements moléculaires,

*] En effet, en placant 2/, y' dans le plar xy, "équation Aut ot oy = O, €N com-
plac s Y p 7 { 'y ’

posant son premier membre avec la formule (100 ) ou (33), se réduit &
»

3 3 . ) —_—
T Baanr Cop G By yy € Cow = (285 2y - gy ) (€2, ot — €y Cart) =0
qui, divisée par ¢y, donne, en faisant ensuite Cpaf == 0, Cor =1,
Azzee == 2Bzyay + Azayy, Ao A5, — Ay, et de méme — a,,,;;

ce qui réduit Péquation ay,s,s=—=o0 aux termes affcctés des trois bindmes tels que
rzy: + 2 Azz 3y, et la nullité de celui-ci se prouve en faisant les angles(x, '), (r, '),
(2, 2') infiniment petits,

[**] Car, en développant cette équation et placant ', y dans le plan zy, elle se
réduit, en divisant par ¢, Cpsty A

Qyyys Cpal = A5525 Coot —+ 2 Ay ys Cppf = 2 Ay 25 Crzr == 0,
Jrr: Jryry

qui, particularisée, conduit & I'annulation de tous les coefficients qui y sont compris ;
d’olt toutes les autres équations de condition {(87).

[***] Car il en résulte, en mettant toujours ', y dans le plan zy, et effacant tous
les termes affectés d'un trindme semblable A celui qu’on suppose nul ponr toutes les
directions, ce qui entraine a,,,, =&y = A, il en résulte, dis-je,

zeay (6¢7, — 10¢k,) + 2y (62, — 10¢l.) = o;

d’olt, en faisant successivement nuls ¢, et ¢z, deux équations qui, combinées, donnent
Azz2y == O €t &y, ,; == 0 : or cela emporle les autres conditions (87).

[****] Les formules (105) montrent aussi que si les élasticités latérales telles que
ayy5;, O bien les élasticités tangentielles ay, ., sont égales pour trois directions rectan-
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ou leur parailélisme & des ondes de toutes les directions dans un milieu
trausparent, exige une foule de conditions qu’'on ne voit remplies que
dans les corps isotropes. On remarque, surtout, que non-seulement une
dilatation 3, ne produit qu une pression exactement normale p.., ou
ancune composante tangentielle de pression sur une face qui est per-
pendiculaire & sa direction (=0, 2y, py=0) et, aussi,
qu'un glissement sur une face n’y engendre jamais que des compo-
santes tangentielles (a, = 0), mais encore qu'en fout sens, ou
quelle que soit la direction a2’ dans ce milien, une égale dilatation
dy ¥ produit une pression d’égale intensité . (4., CONSALL).

Or une pareille égalité est contraire 4 toutes les idées qu’on peut se
former, d’aprés les faits, des corps doués de la double réfraction. Ils
sont cristallisés sous des formes polyédriques non régulieres et variées;
ils offrent des clivages suivant certaines directions; ils sont, en un mot,
d’une contexture essentiellement inégale dans les divers sens, et qui
doit, tout porte & le faire présumer, rendre inégaux les rapports
Parat
dgt
petites dilatations 9 qui les engendrent, et rendre les pressions obliques

== A4 w o des pressions p dans 1'éther dont ils sontimprégnés, aux

aux dilatations, excepté pour certains sens principaux.

Cette présomption est changée en certitude, si Uon considére la biré-
fringence artificiellement produite par une compression donuée dans un
seul sens, ou inégalement dans plusieurs, & un corps amorphe primiti-
vement isotrope et uniréfringent, tel que le verre. Ona en effet cal-
culé, aun® 46, 'inégalité des coefficients a,, ,,, 2,y due a l'inégalité
des rapprochements moléculaires dans les sens x et y. Ce calcul était
fondé, il est vrai, sur les expressions (12) assignées aux deux coeffi-
cients par 'analyse des actions s’exercant entre les points matériels
suivant leurs lignes de jonction deux & deux, et proportionnellement
a une fonction de leur distance. Mais quelque motif qu’on puisse s’allé-
guer de révoquer en doute cette grande loi qui ne préjuge pourtant
rien quant 4 la forme dela fonction, et quelque chose qu'on puisse
concevoir & sa place, il est impossible de ne point convenir que I'iné-

gulaires, et, s'il en cst de méme des ¢lasticités asymétriques telles que a..,, ou bien
;2275 les premiéres sont égales aussi pour toutes les directions possibles 2/, ¥/, 2’.
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gal rapprochement moléculaire en divers sens doit influer sur la gran-

deur des élasticités directes a,, ., = ’;—" comme elle influe, bien cer-
x
taincment, sur celle des antres élasticités, dites laterales, a,,,, = %’-‘,
'

ou tangentielles, a . ,, = %—”, etc., puisque, sans les inégalités au
zy

moins de celles-ci en divers sens, les formules ne donneraient pas de
double réfraction. Un milien ne peut étre élastique et vibrant si ses
parties n’agissent pas les unes sur les autres, et, quel que soit le mode
de leur action, il n’est pas possible d’imaginer qu’elles engendrent des
élasticités directes parfaitement égales, lorsqu’il y a une inégalité de
contexture qui rend inégales les élasticités latérales ou tangentielles.

La double réfraction est, par tous ces motifs, incompatible avec les
quartorze conditions (87) de I'exacte transversalité des mouvements
moléculaires du flnide éthéré, ou de leur constant et rigoureux parallé-
lisme aux plans des ondes qui s’y propagent sans altération, ponr
toutes les directions que ces plans peuvent affecter dans un milien
transparent. Ces conditions ne font, au demeurant, qu’exprimer 1'iso-
tropie de tout milieu ou elles sont remplies, et par conséquent son
uniréfringence.

20. Sur la maniére de présenter rigoureusement la théorie de la
{umiére. — Puisqu’il faut renoncer a regarder, avec Green, comme
possible I'exact parallélisme des vibrations lumineuses aux ondes pla-
nes qui se propagent dans Uintérieur d’'un corps doué de la double
réfraction, comment expliquer la conformité de toute une série de
phénomeénes avec les lois que le génie de Fresnel lui a révélées, et
qu'il a reliées par une théorie construite en admettant a priori ce pa-
rallélisme jusque dans les cristaux, quoique l'expérience ne le montre
que dans I'air; et comment déduire ces mémes lois de I'analyse plus
rationnelle qui vient d’étre exposée ?

L’objet de notre travail ne nous impose point de répondre a cette
question, si importante pour les physiciens. I devrait nous suffire
d’ajouter que quand bien méme une réponse complete se ferait long-
temps attendre, ce ne serait pas une raison de s’arréter & une théorie
reconnue défectueuse dés son apparition, et encore moins de faire flé-
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chir illogiquement, pour s'en rapprocher, une analyse pluos juste dans
ses bases, telle que celle qui se fonde sur les équations de 'élasticité.
Et si, au lieu de 'onde de Fresnel, cette analyse exacte ne pouvait
fournir qu’une surface plus compliquée, dont on ne sitt représenter
par une équation qu’une polaire réciproque (voyez le numéro suivant),
ce serait sur cette derniere qu’il conviendrait d’étudier la marche des
ondes planes et des rayons réfractés, en en faisant ensuite voir I'accord
seulement approché avec ce qu’a déterminé Fresnel.

Mais quelque chose de plus simple est possible, et est méme tout
trouvé. Les conditions Green et la supposition de rigoureuse transver-
salité qu’elles énoncent ne sont nullement nécessaires pour obtenir,
meme exactement, la surface d’onde de Fresnel, qui résume en quelque
sorte la partie la mieux confirmée de ses immortelles découvertes. On
obtient cette surface en posant des conditions moins nombreuses, plus
générales, exprimant des relations qui n’ont rien que de plausible et
de conforme méme 4 ce que fournissent trés-approximativement d’au-
tres considérations, et qui, loin d’entrainer I'isotropie, laissent sub-
sister, a tel degré qu’on veut, I'inégalité si probable et on peut dire
certaine des élasticités directes dans deux ou trois sens principaux; en
uan mot, en revenant aux résultats des premieres recherches de Cau-
chy, présentées en 1830, sauf a en changer un peu la formeet a y
ajouter quelques développements, et ensuite a emprunter & ses tra-
vaux nltérieurs et a ceux de ses émules ce qui est relatif au calcul des
quantités de lumiére réfléchies et réfractées, ainsi qu’a 'explication,
peut-étre i compléter, des phénomeénes de dispersion et autres dont le
Mémoire fondamental de 1830 ne s’occupait pas encore.

Si les travaux de Cauchy, souvent cités, mais pas assez étudiés, et
qui n’ont jamais eu de réfutation quoiqu’il en ait lui-méme provoqué
la critique [*], n’ont point passé dans l'enseignement, ce n’est pas
surtout, nous le pensons, en raison de leur forme analytique, dont on
serait peut-étre parvenu a les dégager, ni a cause de ce troisiéme rayon
a vibrations longitudinales ou presque longitudinales invisibles, dont
I'existence est indirectement manifestée dans plusieurs phénomeénes[*¥],
et que les physiciens commencent 4 ne plus éluder. C’est, plus proba-

[*] Comptes rendus, 24 juillet 1848, t. XXVII, p. 94.
[**] Comptes rendus, 18 décembre, p. 622; et aussi les Mémoires cités de Green.
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blement, 4 cause de la forme d’apparence compliquée et bizarre de
ces quatre relations que Cauchy impose entre les coefficients d’élasti-
cité comme condition pour arriver aux résultats de Fresnel.

Mais si nous prouvons que ces relations (n° 23 ci apres),dont celles
de Green ne sont qu’un cas trés-particulier, ne difféerent pas sensible-
ment de celles (57) de la distribution ellipsoidale des élasticités, du
n°® 13, distribution si naturelle et qui doit appartenir sensiblement
{n” 16) aux corps ou aux milieux dont I'isotropie a été altérée par des
condensations inégales en divers sens; qu'ainsi elles doivent exister
d’une maniére ou exacte ou extrémement approchée dans I’éther 2
P'état ou il se trouve entre les molécules des corps transparents biré-
fringents, alors le lien entre la théorie de Fresnel et la théorie ration-
nelle, instaurée par Cauchy, aura été trouvé, et rien ne s'opposera
plus a ce qu'on s’appuie généralement sur cette derniére, susceptible,
au reste, comme on va voir, d’étre présentée sans invoquer explicite~
ment la loi controversée des actions moléculaires, et sans admettre
par conséquent, entre les coefficients, les égalités complémentaires (8)
dont un certain nombre de géomeétres refusent de reconnaitre la réalité.

1. Suite. Equation de la surface polaire réciproque de celle
d’onde courbe. — Remarquons d’abord que si, lorsque les vingt et un
coefficients d’élasticité sont absolument quelconques, I'équation de la
surface d’onde courbe, touchée 2 un instant donné par toutes les
ondes planes qui passaient par son centre a un instant antérieur, est
impossible a établir, il n'en est pas de méme d’une autre surface
courbe, considérée par Cauchy dés 1830, et sur laquelle on peut étu-
dier aussi, comme on a dit tout & ’heure, la propagation de la lumiere
et les circonstances de sa réfraction.

C’est la surface appelée, dans des Mémoires ultérieurs, caractéris-
tigue par le méme Cauchy, surface des lenteurs donde (wave-slowness)
par sir W. Hamilton, et surface de réfraction ou plutot surface-index
ou des indices (parce que ses rayons vecteurs, inverses des vitesses,
donnent par cela seul les indices de réfraction) par M. Mac-Cullagh [*],
qui a reconnu qu’elle n’était autre chose que la réciproque (polaire

[*] On the Laws of erystalline Reflexion and Refraction ( Transactions of Irish So-
ciety, vol. XVIII, p. 38).
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réciproque par rapport & une sphére x? + y* + 2? = 1) de la surface
d’onde courbe.

L’équation de cette surface réciproque est, en coordonnées polaires
ou sphériques, simplement I’équation (g2) du troisicme degré en V?,

eny regardant comme représentant la longueur de son rayon vec-

T
A%
teur, et [, m, n (qui entrent au second degré dans les sextinomes P,
A, B,..., F) comme les cosinus des angles de ce rayon avec trois axes
rectangulaires; d’olt résulte qu'en divisant tous les termes par p* V*® et
en appelant

\ ¥, A, B, ¢, D, E, F,

( ce que deviennent P, A, B, G, D, E, F,
lorsqu’on y divise tous les coefficients @ par la densité p et qu'on y
remplace I, m, n par x, y, 2, I'équation de cette surface du sixieme
degré en coordonnées ordinaires est

s A+P—nB+P—1)(C+P —1)—
— DA +P —1) s —E3(B + P — 1) 22 —
_ F'Q(C'—l— P — ’)x2].2+ 2D'E'F'x2j222 —o0.

{106)

1
En effet, les rayons vecteurs de cette surface ayant des grandeurs

sont les inverses des perpendiculaires de méme direction (I, m, ) abais-
sées du centre sur les plans tangents & la surface inconnue de V'onde
courbe, puisque ces perpendiculaires ont pour longueurs les espaces V
parcourus au bout de I'unité de temps par les ondes planes correspon-
dantes. Or, c’est bien la propriété caractéristique d’une surface polaire
réciproque de celle-ci par rapport & une sphére de rayon = 1[*]. L'onde

[*] Rappelons en effet que si DACB, NNM, nnm sont les coupes, par un méme
plan mené du centre commun O, de la sphére, d’une nappe
de la surface d’onde, et-de la nappe correspondante de la
surface (106) qui a ses rayons vecteurs Om inverses des
perpendiculaires OP =V de méme direction, abaissées de
O sur les plans tangents MP 4 I'onde, le point m se tronvera
A Tintersection de OP avec la ligne de jonction AB des
points de contact des deux tangentes menées de P au grand
cercle de coupe de la sphére, dont le rayon est supposé égal a lunité; car

Tome VHI (2® série). — DrcemsrE 1863, 51
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courbe est, réciproquement, polaire de cette surface (106), en sorte que
leurs particularités sont symétriques [*], et I'on peut, quels que soient
les vingt et un (ou quinze) coefficients d’élasticité a,,,., etc., ainsi que
les composantes p?, des pressions antérieures aux ébranlements, éetu-
dier sur la surface (106) les diverses circonstances de la propagation
des ondes planes et de la marche des rayons qu’engendrent leurs in-
tersections mutuelles.

22. Suite. Décomposition possible de cette surface, et de celle de
londe elle-mémne, en un ellipsoide et une surface du quatrieme degreé.
— Poursuivons 'emprunt fait a 'analyse de Cauchy, mais en la modi-
fiant et en nous abstenant, comme nous avons dit, de supposer entre
les coefficients les égalités complémentaires controversées (8) qui ré-
sultent de ses calculs, et en maintenant par conséquent, pour une
contexture a trois plans de symétrie, la seule qui soit 4 considérer
pour P'éther, neuf coefficients indépendants que nous désignerons,
comme au n° 12, par (48)

\ A= Qpppgy D=y, €=,

. A Cl o
d _— ay‘yzz, € = Qzzxm f - azxyy'

(107) cd =0, €=a,,,, [(=a,.,,
|
I’équation du troisiéme degré (92) en V2, qui est pour ce cas
i (@l +1{m® +-en® +P — pV3) (fI* - bm?+dn*+P — pV¥)x
X (el+dmP+cen*+P— V) -

—(d+dP@alf+fm® +en*+P — oV )m2n®—
— (e + &) (fI* +bm* +dn*+ P —pV?)n2l* —
— (4 )2 (el +dm® + cn®*+ P —pV,)2m2+
+2d+d)(e+e)f+ ) 2m*n* = o,

(108)

—2

0A =1=0m >< OP prouve que Am est perpendiculaire 3 OP; m est donc bien le
pole du plan PM par rapport & cette sphére.

[*] Cette proprieté parait n’avoir rien de commun avec celle que posséde I’onde de

Fresnel ou la surface (120) ci-aprés, d’étre sa propre polaire réciproque par rapport &
. . II 2 z2 .
un ellipsoide — +‘Z— ~+ — =1 (18¢ Legon sur I’ Elasticité, de M. Lamé).
be ' ca ' ab
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peut étre écrite, en changeant les signes, sous la forme suivante (109),
comme il est facile de le vérifier par un développement comparatif du
premier terme de 'équation (108) et de la partie de I'équation (r10g)
élrangére A ses quatre derniers termes; et, cela, en laissant /, m, 7 quel-
conques ou sans avoir besoin de les supposer liés par /2 + m? 4 n® = 1:

VP b—bmi—er) (pV2—P) — (e~ £)02t (f+d)m? 4 (d -+-€)n?} (p V2 — Pt |
e

= (ef 2 fd e + den?)(I' + m*— n?)
—[(b—d}c—d)—(d + &' P}{ali4 fm? + cn* + P — pVm?n?

(109) —[(c— €){a — €)— (& + & PYEL A bm® - d 4= P— V) 2 12

—[(a— f){(b—f) — (€ + P )](el+dm* + cn* + P —p V?) 2n?

\ +[(a—e) (b—F}c—d) +(a—f)(b—d}(c—e)—2 (d +d')(e 4 &'} (F+ )] 2mrn* —o0.

Elle donne immédiatement les trois systémes suivants de valeurs des
carrés des vitesses de propagation pour des plans d’onde perpendicu-
laires aux coordonnées :

a+~P e+P f+P

Viz= T T pour =1, m =0, n=o0 (ondes perp. aux x),
) . b4-P f+P d4-P
(110) { V3= =2, : ; pour [=0, m=1, n=o0 (ondesperp. aux y),
) p
P d+P P
szc_: , :- , & pour {==0, m=0, n=1 (ondes perp. aux z).

Comme elle représente la surface réciproque de celle d’onde quand
1 N
7 est le rayon vecteur et /, m, n sont les cosinus de ses angles avec
trois axes fixes, surface représentée aussi en coordonnées ordinaires par

la méme équation lorsqu’on y remplace
V2 par 1, e [, m, n par x, ¥, 3,
la coupe de cette surface réciproque par le plan des yz, pour lequel
=0 ou x= O,
sera, quand il y aura entre les coefficients b, ¢, d, d’la relation

(b—d)(c—d)=(d+d7?,

représentée par la premiére ligne de P'équation (Iog) égalée a zéro, ou
51..
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par 'équation
(r11) (pV2—P— bm?*—cn?)(pV2—P —fm?—en?)[pVi—P—d(m* +n*)|=o0.

Cette coupe se composera par conséquent de trois ellipses (et méme
deuxellipses et un cerclesila pression primitive P=p2,*+p?, m?+p?,n*
est égale dans tous les sens ¢galement inclinés sur les &, ou si p),= p?,).

Gomme les coupes diamétrales principales d’une pareille surface et
de sa polaire réciproque sont elles-mémes polaires réciproques 1'une
de Pautre par rapport & un cercle concentrique de rayon = 1, la coupe
de la surface d’onde par le plan yz se composera également d’une el-
lipse pour la nappe donnant dans les sens y et z des vitesses de pro-
pagation de vibrations longitudinales produites par les élasticités di-
rectes b, c, et, pour les deux autres nappes, donnant, dans les mémes
sens, des vitesses de propagation de vibrations transversales dues aux
élasticités tangentielles d, e, f, une ellipse et un cercle (toujours si P
ne dépend que de /) comme la surface de Fresnel.

Deux autres conditions ou relations analogues donneront des coupes
elliptiques ou circulaires par les plans zx et xy.

Si toutes trois sont remplies et si, en outre, le dernier terme de
I'équation (109) s’annule, ¢’est-2-dire si 'on a a la fois

( { (b=d)(c—-d)=d+d), (c—e)la—e)=(e+ ),
S @ —1£) (b— 1) = (F+ P,
(a—e)b—f){c—d)+(a—1f)(b—d)(c—e)=

(113
TN S (e o) (1),

I’équation (10g) de la surface réciproque de 'onde se réduit a la pre~
mieére ligne. Cette surface se compose en conséquence
( Dun ellipsoide ....... P+al—+bm+cn*=pV3

et d'une surface s (pV'—P)2— [(e + )P4 (f + d)m?-(d +€)n’}(pv:'-—- Py
du quatriéme degré | + (ef 2 + fdm?* 4 den?) (2 + m?* 4 n*) = o,

(114)

dont les équations, toujours en coordonnées polaires, si la pression
primitive P = p?.{* + p).m* 4 ... est constante = p?, = p?, = p?,
c’est-a-dire si elle est indépendante de /, m, n, ou égale en tous sens,
peuvent, en représentant ainsi les carrés des vitesses de propagation
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principales
[ a-+ P s b4+ P -+ P .,
‘ap :/]" —-:-:—-—2.32, CP :C-,
h {
( ) ?d+9 o e+ P s f[+P 2
=, =b*, —— =t
L p p ¢

étre écrites, comme il est facile de le vérifier peur la seconde en la
développant,

S AP+ B+ C'n® =V?,
(116) ¢ VA [(02 4 ) I* - (¢*+ @) m? + (a® 4 D2 2] V2

L+ (B2 P atm - @) (P 4+ m® -+ n?) = o

ce qui donne, en coordonnées rectangles, en divisant par VZet V4, et

. - . I I L
mettant &, y, z pour les trois projections orthogonales =7 SR
1

v
i Axt+ Byt 4 O =1,
7 J

du rayon vecteur

g (.1‘2+j2+2,2)(5202x2+c'“’a”)'z+a’b2z2)~—
([I ) ___(b2+cﬁ)x2___(cﬁ+a2)j2~(a2+b2>z‘2+I:O.

La surface d’onde, polaire réciproque de la double surface (117),
(118) se composera de méme d’un ellipsoide et d’une surface du qua-
trieme degré dont les équations s’obtiendront en mettant

T I 1 1 I I
- — - - - - & la place de A B :
1 B C’ 2 D ¢ 1 la plac s y C, @, b, [
- car on a reconnu que la surface du quatriéme degré (118) partageait
avec toute surface du second degré pourvue de centre Ia propriété de
fournir sa polaire réciproque par rapport i une sphére concentrique de
rayon 1 lorsqu’on change, dans son équation, les trois paramétres en
leurs inverses [*]. Il en résultera, pour I'onde,

x? /}/»2 z?
(119) 2—2+E+-CT’:I’ avec
(x* +° + 2*) (@ x® + b? 2 - c*z*) —

(120) —(b2+ cz)a’.x” _ (c2+a’)b2j2—— (a2+ 52)02z2+ a*biet— .

[*] On connait I'ingénieuse démonstration, en partie synthétique, mais encore com-
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On a ainsi, lorsque les relations (112), (113) de Cauchy existent entre
les neuf coefficients d’élasticité du milieu, pour I'onde courbe, un
ellipsoide (119) et lasurface d’onde (120) de Fresnel.

25. Examen des conditions trouvées par Cauchy pour que ['équa-
tion de Uonde courbe se décompose en deux autres dont Uune donne lu
surface de Fresnel. — Observons d’abord que ces quatre conditions
(112), (113) comprennent comme cas particulier les conditions (8)
de Green; cav celles-ci, pour un milieu a trois plans de symétrie, se

pliquée, qu’a donnce M. Mac-Cuilagh (Mémoire cité, p. 33) de cette remarquable dé-
pendance réciproque de la surface (118) et de la surface (120) de Fresnel, démonstra-
tion qui a été encore plus dégagée de caleul par M. Plucker (Jowrnal de Crelle, t. XIX,
1839, p. g1). La démonstration analytique la plus simple que nous en connaissions
est celle que Cauchy a donnée, non pas au Mémoire de 1830, ou il se borne au seul
cas de différences trés-petites entre les trois parameétres a, b, ¢, mais au § III d’un
Mémoire sur la polarisation rectiligne ct la double réfraction, du 20 mai 1839, inséré
au tome XVIII (1842) des Mémoires de !’Institut.

Nous avons présenté, au reste { Comptes rendus, 17 aot 1863, t. LVII, p. 387), des
ohservations sur le § I°* de cc méme Mémoire, ot Cauchy, pour montrer que son ana-
lyse s’adaptait & diverses opinions, a cru pouvoir faire aux partisans de la perpendicuia-
rité des vibrations aux plans de polarisation, jusque-li combattue par lui, une concession
qui nous parait impossible, car elle consiste 4 prendre, pour établir I'équation (118),

_ potf_piad ot d _pl,+e

pte  plf
S — T e T == N —_— = (‘7,

g g P ¢ e p

ce qui exigerait entre les cocfficients d’¢lasticité tangentielle d = a,.,., ¢ = a...,
f = a,,., dans les trois sens, et les trois composantes p* des pressions qui sont anté-
ricures aux vibrations, ou qui ont lieu & Pintérieur d’un cristal dans Vétat de repos,
les relations singuliéres suivantes
c—f=pl —pL, (—d=pi—p., d—e=pl —p!

quwon peut hardiment regarder comme ne pouvant pas exister; car les pressions de
I’éther dans I'état naturel & Pintériear d’un cristal doivent se régler d’aprés les pres-
sions de I'éther qui I'environne, et, si elles offrent en divers sens quelques différences,
elles ne peuvent étre constamment égales a celles des coefficients d'élasticité dans ces
meémes sens.
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réduisent aux cinq suivantes
(rar) 21:b=c=2d+d':2c+e’:2f+f’,

qui, introduites dans les quatre équations Cauchy (112), (113), y satis-
font identiquement. Il suffit méme de faire b =c dans la premiere
pour que cela entraine b = 2d -+ d’, et réciproquement.

Quelle que soit la signification intrinséque de ces conditions ou re-
lations, il vaut évidemment mieux les admettre entre les coefficients
que les conditions ou relations Green (87) pour obtenir I'onde de
Fresnel, supposée fournie par expérience, car elles sont, comme on
a dit, moins nombreuscs, plus générales, compatibles, non-seulement
avec les égalités d =d’, e= ¢, f = ' que fournit le calcul des forces
moléculaires, et aussi avec tout autre rapport que I'égalité entre J’ et
d, e’ et e, f’ et f si on le croit possible, mais aussi avec des rapports
mutuels quelconques entre les grandeurs a, b, c des trois élasticités
directes principales; en sorte qu’elles n’entrainent pas, comme les
conditions Green, l'égale élasticité en tous sens, d’oit (n°19) I'im-
possibilité de la double réfraction ou dc toute surface d’onde autre
que la sphére.

Mais examinons ce que sont en elles-mémes ces conditions (112)
(113) de Cauchy.

Nous avons va (n°® 13) que lorsqu’on a les suivantes (57)

7

(122) 2d + d’' = ybe, 2e+e'=\/55, of + " = yab,

les élasticités directes s¢ distribuent autour de chaque point suivant
une loi ellipsoidale simple et entrainant des propriétés particuliéres et
remarquables, et que ce mode de distribution est, ou exactement ou
4 cela prés de quantités du second ordre qui sont négligeables quand
les élasticités a, b, ¢ ne différent pas trop considérablement entre
elles, le mode qui doit avoir lieu dans les corps primitivement 1sotropes
dont on a rapproché inégalement les molécules en divers sens par des
compressions permanentes, ou par la trempe, I’étirage, etc., c'est-a-dire
généralement dans les corps amorphes ou 4 cristallisation confuse.

Or, tous les physiciens admettent que cet état moléculaire est celui
ou se trouve I'éther dans Pintérieur des divers corps transparents
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biréfringents. En effet, 1° un cristal dont la forme primitive est un
cube ou tout autre polyédre régulier ne produit pas la double réfrac-
tion, en sorte que I'éther contenu doit y étre isotrope comme dans
I'air; 2° si 'une des coupes du cristal est un polygone régulier, tout
s'y passe de la méme maniére autour des perpendiculaires a cctte
coupe, et le cristal est @ un axe; 3° enfin, quelque grande que soit la
variété des autres formes cristallines, elles n’offrent qu'une seule
deuxiéme espece de biréfringence, dite @ deux axes, comme celle
que présente le verre comprimé inégalement dans deux sens.
Comparons donc 'une des relations (112), la premiére par exemple,
avec la premiére (123 ) qui contient les mémes lettres. Si nous faisons,

comme au n® 15,

rapport qui est =1 quand on admet les résultats du calcul des actions
moléculaires, et si nous appelons d,, d, les valeurs de d tirées de
I'équation (112) (b—d)(c—d)=(d+ d')* et de I'équation (r22)

sd + d'= ybec, nous avons .

o — (b +¢)+ Vibe(1+ i+ (b—e)? /be
(123) d, = ( ) V[f ( Al by =,
| 2 i

2i(2+4-17)

d’ot1 on déduit facilement que le rapport de d, a d,, développé sui-

h—e¢
? (‘a est

vant les puissances de

1 b —c\? I b—rc\?
"‘8<1+i)< c >+8(1+é)( e )—

e s . . . b—c¢ .
ou ne differe de 1 que d’une petite fraction du carré de % Mais
on tire directement des expressions (123)

(que pour b:l,lc, b=1,‘25C, 1):1,50(:,

en faisant =1 lon a g—: = 0’999/131 0,99689’ 0,98777,
2 0,997%8, 0,9958?, o,98§[; X
0,99962, 0,99793, 0,09316.

i

L

I =

[
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D’ot il suit que quelque valeur qu’on veuille attribuer au rapport

14

i= 7> et pour des différences méme trés-notables entre les élasticités

directes a, b, ¢ du milieu dans les trois sens principaux, il y a presque
égalité entre les deux valeurs, telles que d, et d,, tirées des conditions
(112) Cauchy et (122) de distribution ellipsoidale, pour chacune des
trois élasticités tangentielles, telles que d, dont les racines carrées sont
proportionnelles aux vitesses de la lumiére dans les trois mémes
sens [*].

Et on peut méme voir que les valeurs (79) que nous avons trou-
vées au n° 16 pour a,,,,=a, a,., =Db, a,.,, ={ en fonction de
trois augmentations permanentes 2, ¥, 3" des distances moléculaires en
trois sens, satisfont tout aussi blen (pour i=1) a I'équation (112}
(a —f£) (b — f)= 4f? qu'a I'équation (122) 3f= yab; car la substi-
tution prouve que le premier membre de (r12) ne différe du second
que de

e

3 I+D”

b

qui est de I'ordre des quantités négligées au n° 16.

Quant & la quatriéme condition Cauchy, ou a la relation (113), elle
est, avec une grande approximation, une conséquence des trois (112);
car, lorsque celles-ci sont remplies, on déduit de leur multiplication
I'une par Vautre que le prodnit des deux termes

(a—e)(b—f)(c—d), (a—f)(b—d)(c—e)

du premier membre de I'équation (113) est égal au quart du carré du

[*] Nous avons vu aun® 13 que sion a 2d -+ d' = > il en résulte une autre

b+c¢

2
espéce de distribution ellipsoidale, mais ne donnant pas I'intégrabilité reconnue au
b+4c¢

2 (24 i)
pour i=1, en supposant successivement b=1,1¢c, 1,25¢, 1,5¢, le rapport

n° 15. On en tireraitd = - En appelant d; cette valeur de d, on trouverait,

%: 0,99954, 0,99072, ©,96977. Elles sont, quand b excéde 1,1¢, moins appro-
3

chées de I'unité que les rapports de d, & d, tirés de 2d + d' = y/be.
Tome V11 (a® série).~— DEcembre 1863, 52
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second membre, d’ou il suit que ces deux termes sont égaux entre eux
eta (d +d') (e + ¢) (f+f). Or, si dans I'égalité qui en résulte

(1a4) (a—e)(b—f)(c—d)—(d+d)(e+e)(f+f)=0

’ 4 ’

v T d . f . ’
on fait, comme tout 4 'heure, 7 et aussi -Z—et T=16et I'on remplace

d, e, f par leurs valeurs, telles que celle (123) de d,, tirées des trois
équations (112), valeurs qui, si 'on pose
(125) b—c¢ c—a , a—b ”

= ¢ =¢ =
c ’ a ’ b &

sont, étant développées suivant les puissances de ¢, ¢, ¢”,

d=c 1 e §? gt
_c[2+i+ 2 (2 4) _8([-+—i) + 16(1+i)——"']’

. 1 ¢’ . 1 g”
e_a[2+i+2(2+l_)——...], f_b[2+i+2(2+i)——...],

I'on trouve, pour le premier membre de I'équation (124),

Ii _4.14__‘

___._abc 241

(E+EI+EU)'—';2_’_;1_(5,5”"”—5”E+EE,)+€2+E’2+E”2
8(2+1) )

”?

-+ termes du troisiéme ordre en ¢, €, ¢

Mais les équations (125) donnent

(t+e)(1+¢)(1+e&)=1, dou
e+ e+ == (e + "+ ) —

(126)

substituant, il vient pour ce méme premier membre de I'équation (124,
en n’écrivant pas les termes du troisieme ordre :

11
8(2—41)

abc multiplié par (E -+ & 4 s”)3 qui est du quatriéme ordre daprés

la valeur de ¢ + ¢ + ¢’ qu’on vient d’écrire.

l.es deux membres de la quatrieme équation de condition (113
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donnée par M. Cauchy ne différent donc entre eux que de produits

généralement négligeables.
Aussi, en faisant dans I’équation (113)

a=1,4, b=1,2, c=1, avec i=1 ou d=d, e=¢, f=1{

et

e =0,391623, f=0,431408,

valeurs fournies alors par les deux derniéres équations (r12), on tire
de cette équation (113)

d = 0,364375,

qui differe & peine de 0,3643g0 déduite de la premiére (112) pour les
mémes suppositions. Et, si'on fait

a=1,2, b=1,1, c¢=1, dod e=0,364390, f=o0,382790,

on tire de I'équation (113)
d =o0,349419

sensiblement égal & 0,3494045 déduit de (112).

Les conditions Cauchy (112), (113) expriment donc trés-approxima-
tivement, et peut-étre presque exactement (vu quil n’est pas impos-
sible que les termes d’ordre supérieur en 3, ', 3" négligés au n° 16, et
dont la grandeur dépend de la fonction inconnue f(r), compensent
ceux de méme ordre qu’on néglige ici), I'état réel des élasticités, en
divers sens, du fluide éthéré dans P'intérieur des corps transparents non
isotropes ou isophanes.

24%. Conséquences et conclusion de ce paragraphe. — Ou voit que
la surface du quatriéme degré dont 'importante découverte est due a
Fresnel, et dont MM. Hamilton, etc., ont étudié les particularités avec
leurs conséquences singuliéres que U'expérience a confirmées si admi-
rablement, peut, sans contredire aucunement la théorie mathématique
due 4 Cauchy, continuer de servir & déterminer la marche de deux
des trois systémes d’ondes planes, ou celle des deux rayons éclairants,
Cette théorie de Cauchy, rationnellement fondée sur les équations de

52.,
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Iélasticité, sera, il est vrai, un peu moins concordante avec celle de
Fresnel en ce qui regarde les directions des vibrations éthérées, et, par
suite, les quantités de lumiére réfractées, etc., qu’en ce qui regarde la
marche des rayons, car, d’aprés elle, lorsqu’un faisceau lumineux aura
passé de I'air dans un cristal, les vibrations primitivement perpendicu-
laires 4 la direction de ce faisceau y seront devenues un peu obliques,
sauf pour les directions ot les élasticités directes sont des maxima ou
des minima (n°* 10 et 18), et ne redeviendront exactement transversales
a I'émergence qu'avec diminution d’une certaine proportion, changée
en vibrations longitudinales et invisibles. Ce résultat a été méme la
matiere d’'une objection contre la théorie mathématique qui le fournit,
car des mesurages ont semblé donner I'égalité entre la quantité de
lumicre regue sur un cristal et la somme des quantités qu’il transmet
eu deux rayons, et qu’il réfléchit i ses faces d'incidence et d’émergence.
On a objecté aussi le fait de Vinvisibilité du troisiéme rayon, dont les
vibrations, généralement un peu obliques dans le cristal, doivent,
A sa sortie, se changer partiellement en vibrations transversales ou lu—
mineuses. Mais Cauchy a répondu, en 1830 [*], que la proportion en-
gendrée de ces derniéres vibrations était trop faible pour faire impres-
sion, vu que le degré d’obliquité des vibrations dans le cristal, nul pour
les directions de plus grande et de plus petite élasticité, est fort peu
considérable pour les directions intermédiaires ; et, d’ailleurs, des re-
cherches plus particuli¢res qu’il a faites depuis (et qui seraient 2 com-
pléter) sur ce qui se passe tout auprés des surfaces de séparation de
deux milieux transparents paraitraient prouver que certains exposants
des formules peuvent passer de I'imaginaire au réel, ce qui change cer-
tains mouvements périodiques en mouvements rapidement décroissants
ou évanescents, comme ceux qui ont lien a la pénétration dans un
corps opaque, etc. Et, 4 autre objection, tirée des expéricnces de
non-déperdition de la quantité totale, on peut trés-bien répondre que
des vibrations longitudinales ou invisibles, envoyées par le corps lumi-
neux en méme temps que les autres, ont dit se changer partiellement
en vibrations transversales ou visibles, et compenser les petites pertes

[*] Balletin des Sciences (Ferussac), t. XIII, ne 217, p. 4a5.
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de celles-ci[*], au degré d’approximation que comportent les procédés
photométriques, toujours imparfaits malgré leurs perfectionnements
récents, surtout quand il faut recueillir, pour les y appliquer, des
rayons plusieurs fois réfléchis dans l'intérieur du cristal, etc.

Il n’est pas besoin d’insister sur les avantages, on peut dire la néces-
sité, de la substitution, dans ’enseignement d'une branche de la phy-
sique, d’une théorie rationnelle a une théorie en partie inexacte ou
fondée sur des hypotheses offrant entre elles des contradictions. Si les
faits semblent d’abord y cadrer moins bien, on devra y voir seulement
un motif de se livrer 4 des recherches plus particulieres qui ouvriront
peut-étre un champ nouveau de découvertes, resté inexploré sans cela;
et sans doute on y sera aidé par I'étude de la polaire réciproque de
I'onde a trois nappes (caractéristique, index-surface, wave-slowness),
utile & examiner des & présent dans ses propriétés et particularités,
ainsi que dans les conséquences ou sa considération peut conduire [**].

Telles sont les remarques suggérées par I'étude ci-dessus, que nous

[*] Bulletin de la Société Philomathique, 22 décembre 1855, ou journal {’In-
stitut du 23 janvier 1856, n° 1151.

[**] Déja M. Hauvghton, en 1846 (Or the Equilibrium ard Motion of Bodies, Irish
Society, vol. XXI, Part 11, a indiqué Pusage de cette surface réciproque pour con-
struire les trois ondes réfractées, et a montré (p. 182-186) que quand on prend pour
plans coordonnés les trois plans de symétrie que le milieu offre toujours, chacune de
ses trois intersections par ces plans se compose de trois courbes fermées ayant le méme
centre et les mémes deux axes de symétrie, courbes dont I'une est une ellipse et dont
les deux autres sont représentées par une méme équation du quatriéme degre. Celles-ci
ne se coupent jamais; mais, sur un des trois plans (et un seul par la raison que a, b, ¢
sont toujours plus grands que d, e, f), 'une d’elles est coupce par Tellipse en quatre
points qui sont des reuds ou ombilics analogues & ceux de la surface Fresnel, et qui
conduisent & des conséquences si bien vérifiées. La seconde courbe non elliptique est
entiérement intérieure aux deux autres courbes fermées, etelle répond, pour’onde, i la

. . a+ P b+P
nappe entiérement extérieure dont les demi-axessont § / ——=d, \ / —— =258

¢ g
P . . . .
\ /Z =C, et qui donne les vitesses des rayons dont les vibrations sont exacte-
P

b

ment longitudinales quand ils sont dans les directions de ces axes, et presque longitudi.
nales quand ils sont dans les antres directions.
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soumettons aux physiciens et aux géometres, et dont plusieurs, sans
doute, ne leur ont pas échappé [ *].

§ V. — Distribution, en divers sens, des modules ou coefficients
d'élasticité definis a la maniére de Young et de Navier.

25. En quoi les modules différent des élasticités directes. — Sup-
posons que d'une petite portion d’un corps élastique, ayant son milieu
au point d’un corps dont les coordonnées rectangles sont x, y, 2z, 'on
extraie un prisme trés—mince dount les arétes aient la direction arbi-
traire désignée par x’; le quotient

.y
E__a:,

d’une force de traction de méme direction, appliquée et uniformément
répartie aux divers points de ses deux bases, et dont l'intensité p ou
P oo est vapportée a Punité de leurs superficies, divisée par la propor-
tion J,, del’allongement qu’elle fera subir au petit prisme, pourra étre
pris pour mesure de 1'élasticité du corps au point (x, y, z) dans la
direction x'.

Clest, comme on sait, le module ou coefficient d’élasticité introduit

[*] Dans des Mémoires présentés les 5 décembre 1859, 16 janvier 1860 et 4 mars
1861 ( Comptes rendus, t. XLIX, p. 888; t. L, p. 141;t. LI, p. 393), et, aussi, dans
un ouvrage publié il y a quelques jours { Essai sur la théorie de la Lumiére), M. Briot,
regardant aussi I'éther comme simplement contracté ou dilaté d’une maniére inégale
dans les corps biréfringents, conclut comme ci~dessus 4 ce qu’on ne regarde les vibra-
tions que comme quasi transversales ct quasi longitudinales au passage de la lumiére a
travers ces corps, bien qu’il s'impose pour condition d’arriver exactement i V'onde de

Fresnel. 1l croit devoir faire, pour atteindre ce dernier but, une hypothése £ (r) = — %
sur la forme de la fonction de la distance » des molécules qui représente lears répul-
sions mutuelles, et méme assigner la valeur 6 4 I’exposant z; nous croyons que ce qui
précéde dispense de cette supposition hardie, qu'il lui sera peut-étre difficile de faire
accepter.

M. Emile Mathien, dans un Mémoire tout récent ot il considére la surface (fo)
(Comptes rendus, g février 1863, t. LVI, p. 255), conclut aussi 4 conserver I'onde &
vibrations invisibles (qu’il regarde, avec Green, comme sphérique, méme dans les

cristaux).
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par Young et par Navier, facile 4 évaluer expérimentalement, et en-
trant dans toutes les formules pratiques de I'extension et de la flexion
des piéces solides dont la longueur excéde beaucoup les dimensions
transversales.

Ce coefficient E est différent de celui que nous avons appelé, avec
M. Rankine, I’élasticité directe, savoir a, s ., des §§1II, IV (n> 5, 19),
bien qu’il soit aussi quotient d’une pression p,,,, par la dilatation cor-
respondanted,,, car cette dilatation, lorsqu’on veut évaluer a, /..,
est supposée la seule déformation que subisse la portion de corps ot
on la considére, tandis que lorsqu’on étend longitudinalement un
petit prisme isolé, il s’y opére naturellement des contractions transver-
sales et méme quelquefois des glissements intérieurs, nécessaires pour
qu’il n’y ait, sur ses faces latérales supposées libres, ni pressions nor-
males, ni pressions tangentielles, et que ses bases n’éprouvent de
pressions ou tractions que normalement.

Le module E est aussi le nombre qui, divisé par la densité p, donne
le carré de la vitesse du son dans le prisme isolé. Si Q est cette vitesse,
on a

(127) E=p0%

et c’est comme loi des produits p Q* que Cauchy a calculé, dans un
beau Mémoire [*], les relations qu'ont entre elles en divers sens les
valeurs de E.

26. Formule et surface donnant la loi de wvariation du module
d’élasticité en divers sens. — Comme les faces du petit prisme tiré dans
la direction &' ne doivent éprouver aucune autre action extérieure, on
aura, )’ et 2z’ étant deux directions rectangulaires & x', et normale-
ment auxquelles on peut supposer taillées ses quatre faces latérales,

(128) Poww=p, Ppy =10, Poz =0, Ppy=10, Pru=0, puy=o0;

d’ou, d’apres la formule générale (25) de changement de plan de
pression, en mettant x', ¥/, 2’ pour x, ¥, z dansson second membre,
ce qui, d’aprés (128), le réduit & son premier terme, et en remplacant

[*] Exercices, 4¢ année (1829), p. 30 a 4o.
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successiveruent les directions arbitraires n, s par x, ¥, z,

‘ J— 2 —_ 2 — 2
P.L.T — pcz.r' ] pyy - chx' ] Pzz - P(’zz’ 9

Prz = PCruCosty Pszx = PCry Caars Pay = PCaas/Ciypr

(129)

Egalant les seconds membres 4 ceux des expressions générales (1) des
mémes composantes de pression p,., etc., nous aurons six équations

( 3 ) ’ Png’ = Agzax az -+ a.z-xyy ay ot ax)‘xy g.ry;
190

PCrar =8yy00dz+.eu; €1C.., PCoyCrp =y ¥+ gy ay By
»
dont on pourra, en les résolvant, tirer les valeurs des six inconnues

31., ays bz: gy:H gzx') gzy‘

Substituant celles-ci dans 1'expression, semblable 4 la premiere (26)

de 2., en fonction des mémes déformations paralleles aux x, y, z,
savoir

P 2
(131) dp OB =0,¢2y 3y Chp + 00 +
+ Syz c_-rx' Coar + 82z Coar Caxr + ay Caar Cy;r’y
on obtiendra, en divisant par p,

(132) t __ | uneexpressiondi5termesen C.r, Clory €37y Cow Coatye- oCra Canry

E affectés de fonctions des 21 coefficients A7z 0oy gy 2y

C’est la formule générale donnant la distribution des modules E au-
tour d’un point.

Si, a partir de ce point, I'on porte sur chaque droite de direction x’
une longueur

VE,

’ensemble des extrémités formera une surface dont on obtient 1'équa-
tion en coordonnées rectangles si I'on fait, dans I'équation (132)

Z
(133) C‘rx/:i—’ Cppt = {7—1—‘:, Coxt = 7 =1

VE VE
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car E disparait, et I'on a
(134) 1 = (une expression homogéne du 4° degré en z, y, z 4 15 termes ),

ou les irois coefficients de x*, y*, z* sont les inverses des modules
’élasticité dans les sens @, y, 2 :

Comme les valeurs de 2., 2,,...g,, tirées de (130) auraient pour
dénominatenr commun une expression & 720 termes, nous ne déve-
lopperons le calcul que pour le cas o les yz, zx, 2y sont trois plans
de symétrie de contexture. En écrivant, avec les notations (48),

px.l':aax+f/by+ e'az) p)"z :’(18‘].2’
(135) ¢ Py =10 +bd +dy, et p,=eg.,
s Pzz = ed, + d’by_‘_ co, Pay = fgx_r’)

puis remplacant les premiers membres par (129) avec ?, c,, Cy, C; écrits
pour abréger au lieu de 3,1, ¢,.v, €,, €, Cest-a-dire par

(136) Edel, Foc}, Ede?, Edc,c,, Edc,c,, Ee,c,,

et faisant, apres résolution, le dénominatenr commun

(137) abc — ad”® — be® — cf ? 4 ad'e'f’ =
puis
bL——d”’ X ca — e’? I ab —f" I
\ =%’ D —E ~ D —L
158 ¢ z 7 3
‘ I a(l’ — ’f’ I I be —f'd" 1 1 cff —d'e I
2d T D T F° 2e D —F a2t D T F’

on obtient
T 1 1 2 1 I 9 Eo

WA 1 o cl I T E)

(139) {a,=Ea[(3 —s)er+ £+ (3= 4 2] gu=22

/1 I s 1 1 2 c:
=L - — — ] C — — 1 C —_
s =E _(FZ 2c> =+ (_F1 2d> r T g

Tome VIII (° série). — Dicempre 1863, 53
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d’ott Pon déduit, en substituant dans (131), la formule

cfcf+2cfc_3,+2 Hh
—'—:— — -——'-’
F, F, F,

(140) S I
. ETE K

ct 'équation de la surface dont les rayons vecteurs sont les racines
quatriémes des modules E dans leurs sens est

xi r' 2 2y1z? 2z x? 2aty?
14 1 = — — - .
(rdr) TR TET R TR F,

Les constantes E,, E,, E, peuvent se déterminer, comme on a dit,
en taillant trois prismes dans les directions x, y, 2.

Cauchy observe qu’on peut, par le méme moyen expérimental, deé-
terminer les trois autres constantes que nous appelons F,, F,, Fy; car
si I’on taille trois prismes dans des directions bissectrices des angles
droits

(7, 2), (2 x), (%, )
et si on appelle leurs modules d’élasticité
PP

EI’ Eﬂ’ Eaﬂ

- r - -
on a, en faisant ¢, =0, ¢, =C;=_V2 dans (140), la premiére des

expressions suivantes dont les deux autres s’obtiennent de méme :

l__l I+I + 1
E.~ §\E ' E aF,

/ LY L S
(142) TR TE) TR
(l_l I+l + )]

VE. 4\E. E oF

d’oul'on peut tirer F,, F,, Fj.

1 observe aussi qu'en appelant ¢ le module d’élasticité dans les
quatre directions faisant, avec les trois axes, des angles égaux, ou pour
lesquelles
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on a

(143) 1_:1(_L+;+;+1+3+ _?;>:i(_‘_+i_|_.i> _1<L+L+;).
& o\E. E, E F, F, F, g\E E,. E; og\E. E, E,;
Q7. Limiles des valeurs relatives de quelques-uns des coefficients
A,y 22, €l€. — Les formules précédentes peuvent nous fournir & cet
égard quelques documents.
Supposous en effet la contexture la méme, non pas en tous sens,
mais dans les trois directions rectangulaires x, ¥, z, d’out

a=b=c, d;e:f, d=e =1

(144) F,—=E,—=E, F
o= Ly == Lz, 1

|
l
F
|
I
s

on trouve alors

_ & + & ,
(145) Ex:'(—?—”gl_l(ta‘d,——z—)” Ei:l#d.

(a—d')a—+ 2d")
(a—d"){a+2d") —i—'zad.

Les corps solides dont on se sert n'offrent, dans aucune de leurs par-
ties, une contexture instable comme celle que peut avoir I'intérieur
des larmes bataviques, ctc. Les modules d’élasticité tels que E,, E, des
petits prismes qu’on y taille doivent dounc étre positifs. Cela exige
qu’on ait

a>d’, 00 Agppx S Azzyy OU Bugan

ou que I'élasticité directe soit plus grande que Pélasticité latcrale, ce
qui est d’ailleurs évident pour pen qu’on les attribue au jeu des ac-
tions entre molécules.

On congoit aussi que dans le corps dont les modules d'élasticité sont
égaux en trois sens orthogonaux, les modules des sens intermédiaires
ne s’éleveront guére a une fois et demie ceux—ci, ou ne descendront
guére aux deux tiers. Or, en faisant d’ = d conformément a la théo-
rie moléculaire, on trouve

B 4d(a+d)

3d(a—d)
(146) E = v 3al—ad’

C ———
E.  (a—d)(a+3d)
53..
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3 . .
Pour que ces deux rapports restent entre 3 et 3 il faut respective-

ment que

a " ~

| Teste entre o et 4,702, etentre 2,236 et 4,260.
D'ou I'on peutinférer jusqu’a un certain point que lorsque a, b, ¢ ne
sont pas égaux, d, e, f ne varient guére qu’entre

1 14

s de ybc, de yca etde yJab respectivement.
2,2 4,3

On trouverait, aussi, en raisonnant comme au n° 12, que si I'on
s'impose que les E varient graduellement, c¢’est-a-dire augmentent ou
diminuent constamment, de I'une a ’autre de leurs trois valeurs prin-
cipales E,, E,, E,, sans offrir d’autres maxima et minima ni dans les
plans yz, zx, xy, ni dans I'intérieur de leurs quatre angles triedres.
et offrent une marche de variation simple, il faut :

[ 1° Que F, ne sorte pas de l'intervalle de B, 3 E,; F, de E, a E;
F; de E, 4 E;;
2° Quesi E, > E, > E; on ait en méme temps F, < I, < F,;

3° Que, malgré ces deux premiéres relations, les quantités

|
al-
N
-

|
o) -
e

+

’ / T‘
l][l']) { (r‘] 3

E= e 8)+ () )
(

\

&%l

~——
+

ETR

\ n’aient pas trois valenrs de méme signe.

Les limites de valeurs relatives qui en résulteront pour les rapports
mutuels entre les coefficients a, b, ¢, d oud’, e ou ¢, fou f, diffé-
reront peu de celles qui résultent des conditions analogues posées au
n° 412,

Il est possible que ces conditions d’inégalité ou de > ct < entre
les coefficients soient applicables, jusqu’a un certain point, aux bois.

Mais, pour les métaux, nous pensons que les élasticités doivent suivre
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le mode de distribution remplissant toutes les conditions 1°, 2°, 3°
d’une maniére plus déterminée, dont nous allons nous occuper au
numéro suivant et qui revient a celui du n° 13.

28. Distribution ellipsoidale des modules d'élasticité E. — Considé-
rons le cas, compris dans (147), ou 'on a

(148) Fl = \//EyEz1 F2 = \/EzExj F3 = \/E:rEy;

. , . ; I
on trouve, en substituant dans I'équation (140) 3 =..., et extrayant

les racines carrées, la formule suivante pour obtenir le module E dans
une direction quelconque, déterminée par les cosinus c,, c,, c, :

1 cl c? c?

et pour I’équation de la surface, alors ellipsoidale, dount les rayons vec-

teurs sont les VE :

_ .7:2 )»2 i
(150) I—\/E:+VEL+\/E'

La condition F, = yE,E,, la premi¢re des trois (148), revient,
d’apreés les expressions (138), 2

?

1 ad’—e'f’)z_ca—e’2 ab —f"2
2d D — D D
ou 4

D — 4Dd(ad’ — ef") = 4d*[(ca — e*)(ab — {*) — (ad’ — e'f')*]| = fad*D.

On peut diviser par D et V'on obtient, en faisant de méme pour les deux
autres conditions (148),

‘ D ou abc—ad?—be?—cf?+ad'e'f'=4d[a(d-+d)—ef |=
(151) —fe[ble+¢/)—f'd]=
’ =4f[c(f+1)—d¢],
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équations qui sont satisfaites par

(2 4+ )2d+d') (2d+d){2e-+¢€)

» b= 2¢ +¢ v = 2f + [

{26 +€&)2f+ )
a=
a2d +d

ou, ce qui revient au meéme, par

S ad+ d' = ybe, 2e+¢=yeca, 2f+f= Vab,
(152) si 'on a en méme temps
d e f

— — 2 — _ =— constante ;
d e f ’

c'est-a-dire précisément par les conditions (57) de réduction a un ellip-
soide de la surface dont les rayons sont les inverses des Vay iz, pourva
quon y joigne les conditions (63), sous lesquelles les neuf coeffi-
cients a, b, ..., d,..., f’ peuvent étre mis sous la forme (64) (2 + da®,...,
be,..., ... i ab, etles équations d’équilibre sous la forme (66) [*].

Ainsi, dans ce cas, qui est celui de I'intégrabilité des équations dif-
féventielles sous forme finie par des potentiels analytiques de deux
especes, aussi facilement que quand il y a isotropie, la distribution des
modules d’élasticité E est ellipsoidale comme celle des élasticités di-
rectes o

Au reste, pour la surface dont les rayons sont les YE, comme pour

(*] En faisant &’ = id, € = ie, {’ = if dans les équations (151) et éliminant b, ¢
au moyen de celles que donnent les trois derniers membres, on obtient I'équation en a

ad\? ad
—_— - /2 ; i 725 i —_
(ef) (3i —|—41+4)ef—|—21 (i--2)=o0,

) ad . e
résolue non-seulement par T:Z_H’ qui, répété avec les autres lettres, entraine les
(&
. /".—2-_.—_
o . ad —~2—id-VQit-4i+
premicres (152), mais encore par — = Voi'+hitd,
ef 2
niére valeur ne convient pas A la question, car quand d=e¢=f, et quand on fait i =1

Mais cette der-

comme Pindique la théorie moléculaire, il en résulte
Vi —3
a= d = 0,562d,

ce qui est impossible, car on a vu qu’on ne pouvait pas prendre a < d.
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. 1
la surface presque inverse dont les rayons sont les —====>1 la coupe

\/az’z’r’z'
par un ou deux des trois plans yz, zx, xy peut étre elliptique sans
I’étre dans Fautre ou les deux autres.

29. Surface dont les rayons vecteurs sont les modules E eux-mémes.
— Cette surface est du huitiéme degré, car son équation se déduit de
I'équation (132) ou (140) en y faisant

R N s Yy T
E=ya?+ 3>+ 2%, et Cpyy Cppn Cop = A

¥ Vi yt 4zt

ce qui donue, si c¢’est de (140),

(153) (02 + y* + 22 = (—g—:—i—g—;—l—...—i— x}:2>

Pour en tracer autant qu'on veut de coupes par points, ce qu’il y a
de plus facile est de calculer directement les rayons vecteurs E au
moyen de

4

I c;x‘ C oyt
(140) = ET+~U+

en se donnant les angles (x, x), (r, x'), (2, ') de ces rayons avec les
X, ¥y 3.
Dans le cas de distribution du n° 28 ot1'on a un ellipsoide quand

ce sont les YEqu'on prend pour rayons, cest-A-dire ot 'on a (14g)

’ 1 f(cie Clu cio \ 2
(r34) =(ErErw)
cetle surface du huitiéme degré (153), dont les rayons sont les E.
différe peu d’un ellipsoide de mémes diametres dans les sens x, ¥, z
lorsque les trois élasticités principales E,, E,, E, n’ont pas entre elles
des rapports de plus de 3 4 2. Mais elle en différe trés-sensiblement
quand ces rapports mutuels sont plus considérables, comme on peut
voir 4 la figure ci-apres, ou la ligne courbe pleine AEB représente un
quart de coupe de la surface par un plan coordonné, quand on a un
rapport de 20 4 1 pour celui des demi-axes OA=E, et OB=E_,
tandis qu’on a Aeb lorsque ce rapport n’est que de 2 a 1.
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Et les différences avec Uellipse sont dans le sens des expériences con-
nues, car M. Hagen [ "], aprés avoir mesuré les modules d’élasticité de

cinq espéces de bois dans le sens longitudinal et dans le sens transver-
sal supposés étre x et y, et avoir trouvé
E.:E, =48, 83, 15, 22, 23
pour les bois de pin,  sapin, chéne, hétrerouge, hétre blanc,
soit moyennement = 20, a fait aussi quelques mesurages de modules
dans des sens obliques 2/, cta proposé, pour représenter & peu pres ses

expériences dont il ne donne pas le détail, I'expression

3 3
T C;r' Chxr

qui fournirait la courbe ATIB en petit pouctué; or la courbe pleine

AEB donnée par la distribution elliptique des VE, ou par

T Crw n e\ ?
= (%

n'en differe pas dans les limites d’exactitude des expériences de ce

genre.
La formule empirique de M. Tlagen ne saurait étre adoptée, car elle

E. ; ey
donne, quand =2 la courbe Ahb, qui est tout a fait inacceptable;
'

et, en général, comme cette courbe (155) est circonscrite au rectangle

[*] Ueber dic Elasticitat des Holzes (Annales de Poggendorf, t. LVIIL, p. 125), et
Annales des Ponts et Chaussées, 1845, 2° semestre, p. 276.
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dont les demi-cotés sont E, et E,, elle donne pour E un maximum qui
est en grandeur et en direction la demi-diagonale yE2 + E2, ce qui
ferait E, y2 quand les élasticités sont égales dans les directions x et
7, tandis que dans ce cas E, = E,, E devrait éire = E,, ou égal en
tous sens.

Sur la méme figure, les courbes en ponctué long AIB, ASB repré-
sentent ce que serait la coupe ay de la surface du huitiéme degré (153)

pour %’ == 20, si, au lien de I'expression (148) Fy = \/E_EE; on prenait
successivement, pour la constante Fy, sa limite inférieure E, et sa
limite supérieure E, déterminées par les premiéres conditions (147). La
deuxiéme courbe, ASB, exagére encore l'inconvénient signalé dans la
courbe empirique (155) AHB; et la premiére, AIB, s’en écarte trop et

offrirait une loi bizarre et tout a fait improbable. Ces inconvénients

. . \ . .+ E
subsistent dans la courbe Aib, analogue 4 AIB mais relative &4 2= a;

E,

et la courbe Asb, analogue 3 ASB pour ce méme cas qui n’a pas été
celui des expériences, offre toujours une loi moins simple et moins
probable que Aeb.

Ainsi, quoique la loi de distribation ellipsoidale des VE, répondant
a(148)F, = \/E;E:, etc., et aussi a (152) ou(57)ad -+ d’' = \/be, etc., et
représentée par les équations (149) ou (154), ne soit pas prouvée pour
les corps amorphes dans lesquels, comme pour les bois, les élasticités
sont tres-différentes dans différents sens, cependant il conviendra d’en
essayer toujours l'emploi dans la pratique; et, lorsqu’on ne pourra pas
Padopter exactement, il ne faudra pas s’en écarter beaucoup.

§ VI. — Résumé et conclusions pratiques.

30. Nous avons (§ II, n® 2 4 4), dans un préambule qui devait
servir aux considérations et a la discussion du § IV, rappelé Pétablis-
sement des fornules d’élasticité, y compris celle du potentiel des forces
intérieures, employé dés le principe par Navier (et dont les géomeétres
de I'Angleterre et de 'Allemagne font un grand usage), et nous avons
compris dans toutes ces formules et établi de diverses maniéres les
termes qui dépendent d’un élément ordinairement omis, savoir, les

Tome VIII (2¢ série). ~— Dicembre 1863. 54
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pressions primitives (p2.,..., py,) pouvant exister dans le corps ou

dans le milieu élastique avant les déplacements, déformations ou mou-
vements vibratoires, qui sont I'objet des calculs.

Nous avons montré qu'entre les trente-six coefficients a,.., etc.
qu’elles contiennent outre les six composantes primitives p°, il y a
au moins quinze égalités deux a deux (5) qui les réduisent a vingt et un
au plus, sans compter les six égalités complémentaires (8 )encore con-
testées quoiqu’elles soient fournies, avec ou sans calcul, par la loi des
actions moléculaires, qu’il est inévitable d’invoquer de toute maniere,
ouvertement ou tacitement, pour établir toute formule d’équilibre
d’élasticité.

Nous avons ensuite (§ III, n® 5 a 16) démontré la formule symbo-
lique trées-simple (33) qui donne les vingt et un coefficients ’élasti-
CIté Ay 4 4141y o ov Ayt g3 gees Ay sy pour de nouveaux axes coordonnés
en fonction des vingt et un a,, ;... a,,,, pour des axes anciens, et qui
fournit méme, plus généralement, les coefficients qui entreraient dans
I'expression d’une composante oblique de pression sur une face quel-
conque. Les mémes notations symboliques expriment trés-briévement
la plupart des formules de I'élasticité.

La loi des élasticités directes a, . ,,,» en divers sensest donnée (n® 5)
par les inverses des quatriémes puissances des rayons vecteurs ou des
diamétres d’une surface du quatriéme degré, dontles termes ont une
grande analogie avec ceux qui composent I'expression du potentiel
(n° 2), et qui offre, dans le cas de trois plans de symétrie, treize dia-
métres normaux ou treize directions de maximum et de minimum, se
réduisant a trois lorsque les coefficients ont entre eux certaines rela-
tions d’inégalité, probablement toujours vérifiées.

Dans un cas encore plus particulier, exprimé par trois relations
d’égalité telles que 2d -+ d’ = ybc, I'équation du quatriéme degré se
réduit au second ; la distribution des élasticités directes, ou plutdt de
leurs racines quatriémes inversées, est ellipsoidale. Lorsqu’elle a lieu,
les équations de équilibre d’élasticité sont intégrables sous forme finie
par des expressions analogues au potentiel analytique de Green, aussi
facilement que quand il y a isotropie; et réciproquement une pareille
intégrabilité exige la distribution en question, Mais ce mode de distri-
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bution doit étre remarqué a un autre titre, car c’est, comme le prouve
un caleul facile des forces moléculaires en jen, celni qui doit s’observer,
au moins i trés-peu prés entre certaines limites d’inégalité des élasti-
cités en divers sens, dans les corps solides amorphes ou a cristallisation
confuse, ou dans les milieux élastiques dont 'isotropie a été aitérée
par des compressions ou dilatations inégales rapprochant plus les mo-
lécules dans certaines directions que dans d’antres.

Au§ IV (n* 17 & 24) nous avons appliqué la formule (33) de
transformation des coefficients 2 I'examen de certaines conditions ou
relations, au nombre de quatorze, auxquelles I'illustre physicien Green
assujettit les vingt et un coefficients d’élasticité du fluide éthéré dans
Vintérieur des corps transparents biréfringents pour que les vibrations
moléculaires y soient, comme dans I'air ou le verre, exactement paral-
léles aux plans des ondes lumineuses de toute direction, afin de se con-
former 4 'hypothése que Fresnel a prise pour base de sa théorie évi-
demment défectueuse quoique unie i d’aussi brillantes découvertes,
et bien que Green reconnaisse que cet exact parallélisme ne doit pas
s’observer dans tous les corps transparents. Nous avons montré d’abord
que ces quatorze conditions sont absolument les mémes lorsqu’il y
avait, antérieurement i tout ébranlement, des pressions primitives p°
de grandeur et de direction quelconque dans I'éther, en sorte qu’on ne
peut pas chercher, dans I'existence possible de ces pressions ordinaire-
ment omises, la solution des difficultés auxquelles conduit Phypothése
que Green et Fresnel se sont imposée. Nous avons reconnu ensuite que
d’apres les conditions en question I'élasticité directe de I'éther dans le
cristal serait égale en tous sens; qu’une méme dilatation y produirait,
dans toutes les directions, une pression, non-seulement de méme in-
tensité, mais, aussi, constamment normale & la face ou elle s’exercerait
comme dans les corps isotropes; qu’il y aurait, entre les élasticités
directe, latérale et tangentielle, les mémes relations que dans ces
corps, etc. ; enfin que chacune des conditions, si elle s’observe dans
toutes les directions, entraine toutes les autres.

II est impossible de ne pas en conclure que les quatorze conditions
de transversalité des vibrations sont simplement celles de Visotropie
du milieu. Le calcul le montre d’une maniére évidente, si I'on admet
comme Fresnel, Cauchy, etc., que les particules de I'éther agissent

54..
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entre elles suivant leurs lignes de jonction et proportionnellement i
une fonction de leurs distances ; mais si l'on rejette usage de cette
grande loi physique, non-senlement pour I’établissement des équations
de Pélasticité, mais encore pour le calcul des inégalités d’élasticité dans
un corps ou un milieu ot les molécules ont des degrés divers de rap-
prochement, il est toujours évident que toute autre loi qu’on lui
substituerait donnerait nécessairement des inégalités entre les élasti-
cités directes tout aussi bien qu’entre les élasticités latérales ou tan-
gentielles dans les directions ou les intervalles moléculaires sont dif-
férents, comme cela doit avoir lien daus le verre comprimé ou trempé,
et méme dans les cristanx dont la forme est polyédrique non reguliere,
comnie celle de cristaux biréfringents.

De la Pimpossibilité de la double réfraction dans un corps transpa-
rent, si les vibrations lumineuses sont exactement transversales, pour
toutes les inclinaisons quon peut supposer aux plans des ondes, et
non pas seulement pour certaines directions principales telles que
celles des maxima et minima des élasticités directes.

Mais cette transversalité, ou ces quatorze conditions de Greeu, ne
sont nullement nécessaires pour que V'onde courbe enveloppée par
toutes les ondes planes qui se sont croisées au méme instant en un
méme point soil exactement la surface du quatrieme degré de Fresnel,
dont 'étude a révélé des particularités curieuses, si bien confirmées
par l'expérience. 1l suffit, ponr cela, de conditions ou relations moins
nombreuses et plus générales, et qui, malgré un peu moins de sim-
plicité dans leur expression, n’ont rien de bizarre ni d’arbitraire, et au
contraire s’observent trés-probablement dans la réalité, car on recon-
nait facilement qu’elles coincident, exactement peut-¢tre, mais en tous
cas tres-approximativement, avec les conditions (de distribution ellip-
soidale) qui sont remplies pour un corps élastique dont Iisotropie
primitive a été altérée par des compressions inégales ; or c’est précisé-
ment I'état od tous les physiciens admettent que se trouve I’éther, non-
seulement dans le verre comprimé, mais aussi dans Vintérieur des
cristaux des formes polyédriques non régulieres les plus diverses.

Ces conditions (112), (113) sont celles qui ont été trouvées par
Cauchy, dont on peut présenter 'analyse d'une maniére simple et en
meéme temps plus générale, car on peut y couserver les vingt et nn
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coefficients que plusieurs géométres croient indépendants; et comme
ce nombre de coefficients n’est pas nécessaire pour obtenir la surface
de Fresnel, qui se construit aussi bien quand on n’en conserve que
quinze, on ne trouve aucun motif de rejeter les six égalités dites
complémentaires (8) des coefficients deux 4 deux, dans la considéra-
tion des phénomeénes de la double réfraction.

Unc légere obliquité des vibrations lumineuses aux rayons et méme
aux ondes a leur passage 4 travers les corps biréfringents n’est contre-
dite par aucune expérience, el elle n’a rien d’incompatible avec 'onde
de Fresnel, ni méme avec les expériences photométriques faites sur
les quantités de lumiére regues ct transmises. Si, d’ailleurs, on recon-
nait par la suite que cette onde du quatrieme degré & deux nappes,
jointe & une onde ellipsoidale pour les rayons non lumineux, ne fournit
qu'une simple approximation dont on ne puisse plus se contenter,
et qu’elle n’explique pas certains faits nouvellement acquis, on
pourra toujours, faute de savoir poser I'équation de I'onde Cauchy 2
trois nappes, étudier toutes les particularités de la marche des ondes
sur sa polaire réciproque (par rapport 4 unc sphére ayant le méme
centre), dont I'équation du sixiéme degré est simple et toute posée, et
dont M. Haughton a déja reconnu les nceuds et étudié en partie les pro-
priétés, fort analogues a celles de la polaire de I'onde Fresnel; et cette
étude rationnelle conduira peut-étre 4 d’autres découvertes plus déli-
cates qui auraient échappé en persistant & baser I'optique théorique
sur des expédients ifnpliquant contradiction a plusieurs égards.

Enfin nous avons reconnu (§ V), en prenant pour base un travail
de Cauchy, que les modules d’elasticité E, définis 4 la maniéere de
Young et de Navier, et qui entrent dans les formules d’extension et de
flexion des solides, se distribuaient dans les diverses directions sui-
vant une surface du quatrieme degré, inverse &4 quelques égards de
celle qui nous a manifesté la loi de distribution des élasticités directes
Az €N tous sens. On tire de leur considération certaines limites
des rapports entre les élasticités directes et les élasticités latérales ou
tangentielles dans les solides en général.

La distribution des racines quatriemes des modules E est ellipsoidale
dans les mémes cas que celle des inverses des racines quatriémes des
élasticités directes 2,/ 4 o
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Ces considérations ne sont pas de pure spéculation. On a reconnu
que divers faits de I’élasticité des métaux, du verre, etc., ne pouvaient
étre suffisamment bien représentés par les formules d’isotropie a un
seul coefficient, fournies par les premiers travaux des géométres sur la
théorie de I'élasticité. Bien que le désaccord ait été exagéré, et dispa-
raisse bien des fois devantune discussion des expériences, il est tres-
vrai que I'interprétation exige d’autres fois qu'on puisse disposer de
plusieurs constantes. Quelques savants ont cru satisfaire convenable-
ment & cette condition en employant des formules qui supposent encore
I'isotropie, mais ou I'on admet deux coefficients indépendants, malgré le
résultat contraire fourni logiquement par laloi des actions entre molé-
cules qui est, disons-nous, toujours tacitement invoquée, méme quand
on en veut repousser les conséquences. Mais, ainsi que nous |'expri-
mons a Ja fin du n°® £, et espérons le démontrer complétement ailleurs,
c’est la un expédient conduisant a se faire illusion sur la vraie cause
des faits & interpréter. Il faut plutot recourir aux formules d’hétéro-
tropie, en reconuaissant une différence d’élasticité suivant trois ou au
moins deux sens rectangulaires. Or la loi de variation des élasticités
dans les sens obliques n’est pas arbitraire, et, pour les corps amorphes
généralementemployés dansles constructions, lenombre des coefficients
indépendants a besoin d’étre réduit. Notre loi ellipsoidale, qui lie les
élasticités tangentiellesd, e, f aux élasticités directes a, b, ¢, et qui
donne ainsi trois constantes seulement dans les cas ordinaires de con-
texture symétrique par rapport i trois plans, est la plus convenable a
adopter, non pas seulement comme la plus simple et prétant le mieux
aux calculs analytiques {n° 18), mais comme offrant un haut degré de
probabilité, qui devient de la certitude (au moins 4 une approximation
qui suffit) si Phétérotropie des corps métalliques, vitreux, etc., dont on
s'occupe, résulte de ce que I'écrouissage, I'étirage, etc., ou les circon-
stances de la solidification, n’ont fait que rapprocher plus leurs molé-
cules dans certains sens que dans d’autres; et, d’apres quelques expé-
riences faites en Allemagne, elle offre encore ce qu’il y a de mieux &
adopter méme pour les bois, dans lesquels les différences d’élasticité
en divers sens sont trés-considérables.



