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MEMOIRE

Sur la distribution des élasticités autour de chaque point d’un
solide ou d’un milieu de contexture quelconque, particuliére-

ment lorsqu’il est amorphe sans étre isotrope;

Par M. DE SAINT-VENANT.

Présenté A 'Académie des Sciences le 16 mars 1863 [*].

PREMIER ARTICLE.

§ I, — Objet.

1. Eaxposition. — L’élasticité d’un corps solide, ou I'intensité plus
ou moius grande de la résistance quil oppose a la continuation des
dilatations ou déformations supposées trés-petites qu’on lui fait subir
en divers sens a partir de son état dit naturel (ot il n’y a encore au-
cune pression i son intérieur ni sur sa surface), dépend, en chaque
point, d’un certain nombre de constantes ou de coefficients qu'un
raisonnement péremptoire de George Green a réduit de trente-six a
vingt et uninégaux an plus, en montrant qu’il y a entre eux nécessai-
rement quinze égalités ; sans quoi 'on pourrait, observe-t-il, a I'aide
d’un corps élastique dilaté ou déformé, puis ramené a son premier
état, créer de toutes piéces du travail mécanique, ou produire le mou-
vement perpétuel sans consommation de moteur ni de chalear [**].

[*} Comptes rendus des séances, t. LVI, p. 475.

[**] On Propagation of Light in crystalliscd Media, 183q ( Transactions of the
Cambridge Society, vol. VIL, part II, p. 122), ou Sur le Nombre des cogfficients iné-
gaux, ctc., Note insérée aux Comptes rendus, 16 décembre 1861, t. LIII, p. 1107,
Voyes, aussi, n° 2 ci-aprés, p. 265.

Tome VIII (2° série). — Aovr 1863. 33
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Nous disons : & vingt et un au plus, car la plus simple considération
des accroissements que les déformations doivent nécessairement faire
subir aux actions moléculaires réciproques dont I’élasticité dépend,
et qui dépendent elles-mémes des distances entre les molécules, ou
plutdt, et nécessairement, entre leurs points élémentaires, conduit trés-
facilement (derniére note du n® 2 ci-aprés) a six autres égalités des
mémes coefficients deux a deux, ou & leur réduction & quinze, ce que
ne contredisent nullement les expériences convenablement interpré-
tées, Mais comme ce point est encore controversé, nous en rendrons
indépendants la plupart de nos calcnls, dont plusieurs conséquences
seront, au reste, de nature & I'éclaircir et 4 le résoudre, nous le pen-
sons, dans un sens opposé a I'opinion qui s'est formée le plus généra-
lement depuis peu a son sujet.

Or, les grandeurs de ces coefficients dépendent des directions choi-
sies dans le corps pour celles des coordonnées, ordinairement rec-
tangles, entrant dans les formules qu’ils affectent. Trois d’entre eux,
en effet, dits d’élasticité directe, représentent les nombres par lesquels
il faut multiplier les proportions des petites dilatations ou contrac-
tions opérées dans ces directions, pour avoir les intensités des pressions
ou tensions qu’elles développent, suivant leurs sens, 2 travers les
plans qui leur sont normaux; et les dix-huit autres, appelés d’élasti-
cité tangenticelle, latérale, etc., ont des significations plus ou moins
analogues, que les formules de composantes de pression ci-apres font
ressortir.

Qu’on change les axes coordonnés, les coefficients prennent des
grandeurs différentes.

Nous nous proposons principalement :

1° D’établir (aprés un préambule nécessaire ou l'on tient compte
d’éléments ordinairement omis dans la théorie de 'élasticité) des for-
mules, ou plutot une formule générale symbolique trés-simple, servant
a déterminer les divers coefficients d’élasticiié pour un systeme nou-
veau d’axes coordonnés &', ¥, z', étant donnés les mémes coefficients
pour un premier systéme d’axes x, ¥, z, et les angles des axes nou-
veaux avec les anciens; formule donnant méme plus généralement les
coefficients de 'expression d’'une composante oblique quelconque de
pression.
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2° De représenter par une surface courbe la loi de variation des
principaux de ces coefficients.

3° De considérer en particulier le cas d’une distribution en quelque
sorte ellipsoidale des élasticités directes; de montrer que ce cas doit
éire, au moins trés-approximativement, celui des corps amorphes ou
a cristallisation confuse, ou des milieux occupés par une matiére pri-
mitivement isotrope qui a été comprimée on dilatée inégalement en
différents sens, et de faire voir que lorsqu’il a lieu, les équations de I’é-
quilibre intérieur sont aussi facilement intégrables que lorsqu'il y a
égale élasticité en tous sens.

4° De déduire des formules ainsi obtenues, ainsi que des équations
de I'équilibre d’élasticité complétées en ce qui regarde les pressions
antérieures aux deplacements, des conséquences qui paraissent impor-
tantes, concernaut certaines conditions, au nombre de quatorze, aux-
quelles I'illustre Green a proposé d’assujettir les coefficients dans la
vue d’accommoder exactement les résultats de I'analyse des vibrations
lumineuses avec I’hypothése de Fresnel relative & la direction qu’elles
suivent, selon lui, jusque dans l'intérieur des milienx biréfringents;
de montrer qu’il suffit, pour avoir la surface d'onde du physicien fran-
cais, d’admettre davs le milieu éthéré le mode de distribution des
élasticités dont on vient de parler (3°) et qui est extrémement pro-
bable; etde présenter a ce sujet des considérations pouvant intéresser
I'avenir de la théorie de la lumiére, comme elles intéressent la solution
d’un point litigieux de la théorie de I'¢lasticité.

5° De faire voir que les coefficients on modules d’élasticité, définis, #
la waniere de Young et de Navier, par les résistances a la traction de
petits prismes extraits d'un corps dans diverses directions, se distri—
buent aussi ellipsoidalement dans le cas d’intégrabilité ci-dessus, cas
qui intéresse particuliécrement la pratique, puisque ce sont des solides
rregulierement cristallisés, mais non toujours isotropes, qui sont em-
ployés généralement comme matériaux dans les constructions [*].

[*71 Un résumé plus complet est i Ia fin, § VI ou n° 30.
L p P

33..
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§ 1I. — Formules diverses ot entrent les coefficients dont U'élasticité
dépend. — Etablissement, de plusieurs maniéres, d’une partie

souvent omise, ot figurent six constantes complémentaires, qui sont
les composantes des pressions pouvant exister antérieurement aux
de’placements des points.

Q. Formules des composantes de pression, et du potentiel des actions
intérieures. — Lorsqu'un corps élastique est déformé, cest-a—dire
dilaté, fléchi, etc., ou que ses parties sout deplacées les unes par rap-
port aux autres, mais de maniére que les distances entre celles qui
sont fort proches n’augmentent ou ne diminuent que dans de trés-
faibles proportions, les trois cotés adjacents, supposés primitivement
paralléles & des coordonnées rectangles x, y, z, d'un quelconque de
ses éléments de forme parallélipipéde, changent 1égérement de lon-
gueur et aussi d’inclinaison mutuelle. Appelons, suivant une notation
que nous avons souvent employée, et que Cauchy a fini par adopter a
peu de chose prés,

Azs B},, A
les trois dilatations, ou les proportions supposées trés-petites des allon-
gements positifs ou négatifs de ces cotés de 'élément, et

Lyz Bzxs g.z'y

les trois glissements, c’est-a-dire les cosinus, aussi trés-petits, de leurs
angles ( y, z), (2, ), (@, y) devenus un peu aigus, ou bien ce dont
ces angles primitivement droits ont diminué, ce qui revient bien
aux quantités dont les cotés opposés deux a deux des trois faces adja-
centes ont glissé les uns devant les autres pour P'unité de leur distance.
Soient, de plus, en nous servant d’une notation qui nous a été con-
seillée par Coriolis, et que Cauchy a aussi employée finalement (*),

Pazs Pyys  Pzzs Pyz = Pzrys P2z = Pazs  Pay = Prz

[*) Comptes rendus, 20 février 1854, t. XXXVIIL, p. 329.
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les composantes, dans les sens &, y, z, des pressions, ou plutot des
tensions ou tractions sur 'unité superficielle de trois faces perpendi-
culaires a4 ces coordonnées, la premiére sous-lettre désignant la face
par sa normale, et la seconde le sens de décomposition, pressions qui
ne sont autre chose que les résultantes des actions s’exercant a travers
ces faces. Tout le monde admet que si les pressions ou tensions sont
produites seulement par les déformations éprouvées, ¢’ est-d-dire si, anté-
rieurement, le corps se trouvait dans I'état dit naturel, ou aucune
pression intérieure ni extérieure ne s’y exergait, cas pour lequel nous
les distinguons par un indice supérieur 1, ou par

1 1 1 1 1 i
Pz pyy’ pzz’ wa sz’ pr’

ces six forces sont fonctions lindaires des six déformations élémen-
taires 3z, ..., g, en sorte que si 'on désigne par

Apraxs Azzyys -1 Bgyay

des coefficients qui dépendent de la nature et de la contexture dn
corps, et qui sont constants dans tous ses points s'il est homogéne [*],
mais fonctions des coordonnées §'il est hétérogéne, on a les formules
suivantes :

1

t i e . P .
px,); axxx,r a.r + ar.zyy D}’ -+ a.'r,r zz DZ -+ ‘lx.zyz gyz _I_ ".‘rzzx gzz -+ d.l'l‘l‘]‘ gwy7

Pry == Ayaw o+ Ay O b By 00+ Qs @ By Bow + Ay 2y Loy
P;z = Azzax ax+ Azzyy ay gz 9o+ Azzyz 8y T Azzzx Gox T Azzay By
P;,z = Az zx ax"l_ Apzyy B]‘ + 572z o+ Azyz Bz + dyzzxr Bzz ™+ Apzay Says
Pzix = dzzza Dx+ Azzyy ay"'— Azx sz Dz_‘— Qayz Byz 1+ Azpoz Gox + Arxxy Buys

Pay = Aayaa Ozt dayyy Oy + Agyzz O+ Azyys Gyo + Azyzx 8oz + Aayay Gars

[*] Ou, plus exactement, s'il jouit de homogénéité ordinaire qu’on peut appeler
paralléle ou rectiligne, qui fait place & une homogénéité curviligne (ou semi-polaire,
polaire, etc.) si I'on vient 3 courber en anneau, en tuyan ou en sphére creuse une
lame du corps possédant cette homogénéité ordinaire que nous considérerons seule
dans ce qui va suivre, et qui est celle des cristaux ou au meins de la plupart d’entre
eux (voyez Comptes rendus, 21 mai 186o, t. L, p. g30).
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qui sont généralement admises, disons-nous, wais par des raisons di-
verses ; car beaucoup de géometres les posent en quelque sorte & priori,
regardant leur forme linéaire comme une conséquence obligée de la
petitesse des six variables 9, g, ou des déplacements relatifs des points
du corps; et d’autres les déduisent, plus rationnellement, des faits et
de la grande loi physique qw’ils révélent, en vertu de laquelle les ac-
tions entre les points watériels sont fonctions continues de leurs
distances mutuelles, et dirigées suivant leurs lignes de jonction deux a
deux, en sorte que toute dilatation et tout glissement trés-petit, qui
change exirémement peu les distances, développe des forces propor-
tionnelles aux premieres puissances de leurs petits changements et par
conséquent de ce glissement et de cette dilatation; raisonnement dont
la traduction analylique compléte trouvera sa place plus loin (2° note
dun® 3).
On sait aussi que si l'on appelle

w, o, w

les projections sur les x, y, 2 du déplacement, dans l'espace, du
point dont x, y, z étaient les coordonnées priwitives, devenues ainsi

x4u, y+ v, 34w, etsices projections sont Zrés-petites pour les
points de la petite portion de corps que I'on considere, on a

/ du do dw
¥ == A = = —
) s LT da YT dy T ds
{
' 2) dv dw - duw du du " e
Y _— — — - — - —_—
Brz = Z a dy TDR T Yy 7z Bar dy dr

Mais nous serons dans le cas d’employer des expressions plus géné-
rales, pour lesquelles les déplacements absolus u, v, w dans Pespace
sont ausst grands qu’on veut, et les déplacements, méme relatifs, de
deux points du méme corps & une distance sensible I'un de l'autre,
peuvent étre considérables [*], mais sont supposés tels, toutefois, que

[*] Comme il arrive, par exemple, quand on ploie en cercle une lame mince de ma-
niére que les deux bouts se touchent, ce qui peut avoir lieu sans lui faire perdre la
faculté de revenir d’elle-méme A son premier état et sans que les formules cessent
d’étre applicables a sa flexion ( Comptes rendus, 22 février 1847, t. XXIV, p. 269).
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la condition énoncée de proportion tres-petite des changements de
distance entre points tres-proches soit remplie; ce qui revient a ce que
les dilatations et les glissements restent trés-petits partout. Alors on a
pour ces quantités les expressions suivantes :

____cluJ_.l_qu2 dp \? dw)\?
==z ril\&) T\E) iz
v l(du’ dv \? dw\ ?
Dy——ﬂ'-l-gudy -+ @ - ‘F P
_ dw 1 [/ du\? dv\? dw\?
\ = tal\E) v ) E)
(3)

dv dw du du dv dv dw dow
N A i i

dw du du du dv dv dw dw
R PR P P el

du dv du du dv dv dw dw -,
=gt atar ey Ty )

b

[*] En effet, si
Xy =& -+Uy, Y=y, 2z, =34 w

désignent les coordonnées nouvelles du point (x, y, z) supposé placé & un angle du
parali¢lipipéde élémentaire dont les cotés adjacents primitifs trésepetits sont x, vy, 2
parallélement aux z, ¥, z, I'on a

- dzx, < dy, X + dz, <
a —_— —— z —_
B A

pour les coordonnées nouvelles de Ia seconde extrémité du coté x, ce qui donne:
1° Pour Ja longueur nouvelle de ce coté,

_ dx\* dy, : dz, \*
X(I+ax>——xw<d—x—>+<2;) i—<£>7
N du\? do \? da\? -

= 1+ o) E;)—i— 2;) —1;

2° Pour les cosinus des angles qu'il fait maintenant avec les axes fixes Xy ¥, oz,

d’onl

dx, du do dw
e T & T
(C+0)x 149, 142, T4
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11 est également facile de voir que si

@

représente ce qu’on appelle quelquefois I'énergie potentielle ou sim-
plement le potentiel des actions intérieures pour I'unité de volume du
corps au point (x, ¥, 2), c’est-a-dire si

d.xyz

exprime, pour I'élément dont le centre est en ce point et dont les di-
mensions paralléles aux coordonnées sont x, y, 2, le travail total que
ces actions intérienres produiraient jusqu’au retour de 1’élément a
son état dit naturel, ou il n'y avait, disons-nous, aucune pression, et si

nous désignons par
(I)l

a valeur de @ dans le cas pour lequel nous appelons p, Py €tc., les
pressions Paz, Pyyy €lC., c’est-a-dire dans le cas ou les déformations d, g
se comptent & partir de cet état naturel, 'augmentation d®*, due & des
accroissements infiniment petits ddg,..., dg,s,... de ces six déforma-
tions élémentaires, a pour valeur

(4) d@':p;xdbx—i—pj‘ydbj—i— pldd+ P;zdg]-z"l—P;xdgzz+P;fdgx)f E

et des expressions analogues pour les angles des deux autres cotes y, z avec les axes;

d’od, pour le cosinus de I'angle que cenx-ci font maintenant entre eux,

ot du " dv v do du

J— . 1 — — - [ = —

dy dz dy ds dy dz
+

I+ I+ 14+, 1+ 0 L+0, 14+ 0;

gy —

Ces expressions, vraies quelles que soient les erandeurs de «, v, @ ainsi que de oz,
Yy, et de gy, se réduisent, lorsque ces quatre dernicres quantités sont trés-petites,
i la premicre et i la quatriéme des expressions (3), comme on s’en assure en ¢élevanlt
au carré 1 42,, et en multipliant gy, par {1+ 2, (1+2:).

[*] Car les actions inrérieures font a chaque instant équilibre aux pressions p..,. -«
p., sur les six faces de Uélément, et le travail des unes est égal, au signe pres, au tra-

vail des autres;or, pour une angmentation d9; de la dilatation 2. par exemple, les
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ce qui montre que le potentiel ou travail ', nécessairement le méme,
quand la quautité de chaleur ou de force vive vibratoire ne varie pas,
pour d’égales valeurs de

dzs L\y, dz9 Sz Szar gzyv

ou qui est ainsi une fonction de ces six variables, a pour dérivées par-
tielles, par rapport i chacune, les six composantes respectives de pres-
sion

1 1 1 1 1 1
er’ Pyy’ pzz" pfz’ Pza:’ pxy'
Dou
Ay 42 dp), dp!, A d[);@,
e T e T e, — T e T e
Ay T dddy, T dd,TT dy, T dddg, Ao,

ce qui donne la raison des quinze égalités deux i deux suivantes entre
les coefficients a, reconnues par Green comme découlant bien (n°1) du
principe de la nullité du travail total apreés retour au méme état :

dyy zz Agzyyyeees  Appyz == Qppgar--o, Upay — Azyzaxy

ete. etc. au nombre de 15,

et qui reviennent a ce qu'on peut faire permuter le premicr groupe
de deux indices ou sous-lettres avec le second groupe sans changer
la valeur d'un coefficient.

deux faces xy se sont ¢loignées de zdd,, et les pressions pl..xy qui §'v exercent pro—
v D [~w J
duisent un travail
plooxy ad,

ou p:.dd, par nuite de volume. Et si, I'une des deux faces xy restant immobile, le glis-
sement g, vient & avgmenter de dg.,, Pautre face xy chemine de zdg;, dans le sens .,
et la composante tangentielle p!,. .xy de méme sens produit un travaii

Piv XY 2d gy

et comme aucun espace n’a ¢té parcouru dans le sens z par les faces yz qui ont en
méme temps tourné un pen autour des arétes ¥, il y a, par unité de volume, un tra-
vail pl,.dg,.; travail qui serait le méme au total, comme il est facile de voir, si les deux
faces xy ¢prouvaient elles-mémes de petits mouvements quelconques. Ainsi se trouvent
justifiés les divers termes de Pexpression (4) (voyes I'observation & la fin du n° 3).7

Fome VIT [ 9¢ série ). — Aout 1863, 54
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1l en résulte encore I'expression suivante du potentiel, toujours
quand les pressions, dans I'état qui a précédé les déformations 2, g,
étaient nulles :
= é“mmbi + én”_,,yay‘z + éazzzza
+ = Ayzyz gy?z + - T - Ay 2y 8oy
2 2 2
(6) ) = Aypzzdydz Tt Azoxgdda Rz yydady
+ 8zzay o2 Sy + AuyyeBay Byz T+ YzzafyzBox
+ Arryzdz8yz + Ay edy Bra T Azzay Oz ey
A Bz dy €z Azzyzds Bz B2z 220028z T+ Bzazada Rex

+ ApzaydzBay T Ay 2y dy Bay

car cette expression est nulle pour les 3, g tous nuls, et elle satisfait
bien, d’apreés les formules (1), 4 'équation (4), qui donve

o do v
‘7'5; _ [.z‘.ra d—D] —_ Py]-1--'9 (lgrf —_ f-.ry'

Elle est. comme on voit, homogéne et du second degré, par consé-
2 b 9

quent a vingt ¢t un termes affectés des six carrés et des quinze produits

de ses six variables.

Green la pose de prime abord, en supposant que la _fonction ®* doit
se développer nécessairement suivant les puissances entieres des varia-
bles ), g, dont il néglige les puissances 3 et au-dessus, et dont il efface
les puissances 1, qui ne doivent figurer que lorsqu’il y a des pressions
antérieures aux déformations. Nous avons préféré la déduire des ex-
pressions (1) des composantes de pression, en supposant déja démon-
trée la forme linéaire de celles-ci; et elle se démontre complétement,
comme on verra au n° 3, en calculant le travail des aclions s’exercant
de molécule a4 molécule.

Elle revient, au reste, d’aprés les expressions (1), a la suivante :

c Ty Ly I 1 I 1
(7) (I) —;p;rsz+gpyjb]'+gpzlzbz+;P;ng'z+;p;zg2$+;.p.zlrygxf’

qui est bien aussi 'intégrale qu'on obtient de 'expression (4) de d9",
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en supposant que les pressions p,,,..., p, ont crit uniformément
depuis zéro jusqu’aux valeurs qu’elles possédent lorsque les dilatations
et glissements ont atteint leurs valeurs 3, ..., g,,; loi de croissance
quon peut toujours admettre en négligeant des petites quantiteés
d’ordre supérieur. Et cette expression (7), différentiée successivement
par rapportd 3z, dy,.-- 82y, donnebien pl , pl ..., po ., si I'on a égard
a leurs valeurs (1).

Les six égalités complémentaires entre les coefficients a, dont nous
avons parlé au n°l, et qui sont fournies comme les quinze égalités (5)
lorsqu’on calcule les pressions comme des résultantes d’actions s’exer-
cant entre les molécules, ou plutot entre leurs points composants, sui-
vant les lignes de jonction deux 4 deux de ceux-ci, et avec des inten-
sités fonctions continues de leurs distances, sont les suivantes :

«8) Ayyrz = Ayzyzy  Bzzaza = Qzxzay  Qzeyy = Axyays

) Apayz = Qzxzys  Ayyzx = Aayyes  Azzay = Yyzons
permettant, comme on voit, de faire permuter a volonté méme une des
deux premiéres sous-lettres avec une des deux derniéres; en sorte qu’en
les admettant, ainsi que les quinze égalités (5), il y a égalité entre les
divers coefficients possédant les mémes quatre sous-lettres, quel que soit
Pordre de celles-ci (car, dans tous les cas, la permutation des deux
sous-lettres, soit dans le premier, soit dans le second groupe binaire,
est permise, puisque g, est la méme chose que g, et qu’il est démon-
tré, comme on sait, que p,, = p,.).

Ces six égalités réduisent les coefficients & quinze pour le cas le
plus général de contexture, et & un seul pour la contexture isotrope,
tandis qu’il en reste dewx pour cctte derniere contexture lorsqu’on
en conserve 21 comme lorsqu’on en conserve 36 inégaux pour le cas
le plus général.

Ces méwmes égalités complémentaires (8), ou ces réductions des coeffi-
cients & 15 pour le cas général et 4 un seul pour lisotropie, se sont
offertes aux géometres dés I'érablissement des premiéres formules de
la théorie de I’¢lasticité. Elles n’exigent nullement, pour étre prouvées,
ces « intégrations autour d’un point » que Navier, Poisson, etc., opé-

34..



268 JOURNAL DE MATHEMATIQUES

raient par coordonunées polaires ou sphérigues [*], ni méme la consi-
dération de ces sommes S (n° 3 ci-aprés) d’un nombre considérable,
mais fini, de composantes d’actions moléculaires dont la construction
demande quelquefois qu’on substitue certaines actions 4 d’antres équi-
valentes [**], car on peut les prouver sans cela, et en raisonnant sur les
actions effectivement en jeu [***].

"] M. Clausius ( Ucber die Veranderungen..., Sur les changements, etc., Annales de
Laggendorff, vol. LXXVI, p. 58) a dailleurs trés-hien justifié ces intégrations en en mo-
difiant le sens, & savoir, en prenant pour limite inférieure de la coordonnée linéaire,
non pas zero, comme §il s'agissait d’une matiére continue qui n’existe pas, mais I'in-
tervalle moyen entre les moléeules les plus voisines, ct en regardant Pintégrale comme
remplacant non pas une somme particulidre relative aux diverses molécules qui en ¢n-
vironnent une seule, mais la moyenne d’un trés-grand nombre de pareilles sommes.

[**] Cette substitution, trés-permise mais pouvant prétera objection, d’actions ¢manart
toutes du centre d'une petite face aux actions dont les directions la traversent en ses

divers points, n’a besoin d’étre faite {27 note du nv 5) que pour l¢ caleul des pres-
sions. Elle n’est nullement nécessaive (4° ibid. et nole du n° %) quand on établit di-

rectement, soit Uexpression du potenticl, soit les ¢quations d’¢quilibre.

[***1 I suffit pour cela de demontrer que si n désigne la dircetion de la normale a
I'un des trois plans coordonnés ou méme i une face quelconque, les coellicients de 2,
etde g, par exemple, dans I'expression de la composante p ., paralléle aux &, de la
pression sur cette face, sont les mémes respectivement que les coefficients de apy de
#:c dans I'expression de la composante Pa, de la méme pression parallélement aux 7,
ou qu’on a, avee nos notations,

4., = Wy, el .'x“l‘:: = un_‘ ix®
Or, pour avoir la premiére de ces deux ¢galités, il suffit de considérer ; 10 Qu'une di-
latation 0, v’est autre chose qu’une déformation qui ¢loigne les uns des autres les plans
matéricls perpendiculaires i la coordonnée y de quantités égales 4 leurs intervalles
multiplies par la petite fraction d,; qulelle allonge en conséquence la distance r de
deux points matériels mr, m’ supposés situés de part et d’autre de la petite face, comme
si, Je premicr m restant fixe, le second /' cheminait, parallelement aux », de
dpercos(ry y ). 2° Quiun glissement g, nest autre chose quune deformation faisant
glisser les uns devant les autres, dans le sens ¥, les plans perpendiculaires aux ., de
quantités égales & leurs intervalles multipliés par la petite fraction g, en sorte qu'il

allonge Ia méme distance r—=mm’ comme si, m restant fixe, m’ cheminait paralléle-
ment aux y de gg,. 7 cos (r, x). 3° Que ces petits cheminements de 7/, de méme direc-
tion tous deux, étant I'un et Yautre projetés sur une méme ligne, savoir mm’ prolon-



PURES ET APPLIQUEES. 206q

Cew’est pasicilelieu de montrer,comme nousavons déjifait et comine
nous ferons encore ailleurs svee détail [*]s que les désaccords apparents
entre les résultats des formules et ceux de diverses expériences dispa-
vaissent, soit en discutant soigneusement celles-ci, soit en attribuant anx
corps métalliques ou vitreux sur lesquels elles ont porté un petit degré
’hétérotropie ou d’hétérogénéité infiniment probable. Ce n’est pas norn
plus le moment de faire observer que les formules (1), et d’autres de
méme forme, ne doivent éire appliquées ni aux corps ductiles se
comportant « d’une maniére intermédiaire », comme ont dit quelques
auteurs, «entre les solides et les liquides », ni aux corps mous et élas-
tiques d'une nature gommeuse; de rappeler aux géometres que toute
fonction n’est pas développable suivant les puissances entieres de ses
variables en commencant par la puissance 1, et qu’on n'est nuilement en
droit de conclure de la petitesse de celles-ci L lindarité de celle-1a; en
sorte que la forme linéaire des expressions (1)de p,,,..., Pays quE nous
admettons comme tout le monde, pe peuat étre démoultrée, dans notre
intime conviction, gu’en voguant la loi physique des aclions réciom

gée, donnent deux allongements de la distance mm’ == » qui sont entre eux comme
dycos (7, ¥) i gy coslr, 2); que les actions développdes entre ces points materiels dans
fa divection mm' suivent le méme rapport, en sorte que décomposées, la premiére sui-
vant les = (comme faisant partie de p, ), la deuxiéme suivant les Y {comme (aisant
partie de p, }, elles donnent des composantes proportionnelles 4, cos (r, y) cos (r, z)
et & gz cos (7, x) cos (7, y) et par conscquent & d, et i g, D'ow il suit que Por 2 le
méme rapport avec Jy st cette dilatation engendre seule Ia pression, que Py, avec g,
si elle n'est engendrée que par ce glissement 3 ce qui n’est autee chose que la premiére
égalité Aoryy =4, ... L'autre, Ay py = 3,0, S€ PrOUvVE par un raisonnement sem-
blable, aussi simple et anssi exempt de toute demande autre que celle de 'admission
de la loi des actions entre les points matériels du corps, sans méme s‘eecuper de la
question de savoir si lear matiére est discontinue ou continue. Yol les six égaliics (8)

ot méme les quinze (5), en particularisant la direction n ot changeant entre elles les

conrdonnges.

Déjia on trouve au Mémoire Leaws of Elasticity de M. Rankine (Cam/;ridgel and
Dublin 3fathematical Journal, vol. V, ou Camkbr., vol TX, 1850, § I, théoréme IvV)
celte sorte de raisonnement que nous avions cru présenter le premier A Particle 7 de
notre Mémoire de 1855 sur la Flexion des prismes (Joarnal de M. Liouville, 1856,
p- 105},

{*] Principalement au V¢ appendice d’une nouvelle édition des Zecons de Navier.
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proques entre points matériels suivant leurs lignes de jonction et pro—
portionnellement a des fonctions de leurs distances, loi dont I'invoca-
tion conduit mathématiquement aux six égalités complémentaires (8),
et dont on ne saurait, du reste, s’affranchir sans mettre en doute toute
la mécanique méme mathématique; car cette science attribue a toute
force un point d’application, et, par suite, en vertu de T'égalité et de
Popposition directe qu’elle admet entre toute action et une réaction
correspondante, attribue nécessairement aussi a toute force élémentaire
un point dont elle émane, en s’exercant suivant la droite qui le joint a
celut on elle agit; entin, de remarquer que faire inégaux, dans
les formules, des nombres dont les plus fortes raisons prouvent I'é-
galité, loin d’étre un acte de prudente abstention, expose, au con-—
traire, par Pexagération commode dn nombre des constantes dispo-
nibles, a se contenter d’expédients dans l'interprétation des faits et &
se payer d’explications faciles et illusoires, dont le moindre inconveé-
nient est d’arvéter des recherches plus profondes et plus délicates, et
d’ajourner indéfiniment la découverte expérimentale des explications
véritables.

Nous nous bornons donc ici a faire nos réserves, et si nous faissons
le plus souvent dans nos formules les vingt et un cocfficients inégaux,
afin de montrer que la plupart de nos résultats sont indépendants des
six égalités (8) contestées aujourd liui par plusieurs savants, nous ne
négligerons pas de développer quelques résultats de leur admission, el
(ui nous paraissent de nature a étre appliqués utilement et sturement.

5. Termes & ajouter awx formules (1) et (6) quand il y avait des
pressions antériewrement awx déformations ?, g du corps élastique
ou aux déplacements u, v, v de ses points; ou quand les déjorma-
tions se comptent & partir 'un dtal qui wétait pas Uétat naturel.
— Ces pressions intérieures primitives, dont il convient de tenir
compte, sont dues, ou a des pressions extérieures s'exercant sur Ja
surface, comme la pression atmosphérique, ou a des forces telles que
la pesanteur agissant d¢ja sur tous les points du corps dans l’état dont
on part.

Quand elles existent, il ne suffit pas, pour avoir le potentiel @, d’a-
jouter la valeur qu’il pouvait avoir dans cet état primitif, et que nous
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appellerons
@°,

i celle que nous avons nommée @' et exprimée par un polynome (6)

I 2

5 Quraz 0y + elC., €n fonction des déplacements 3, g; car les pressions

priwmitives travaillent pendant que ces déformations s’opérent, ou que

les faces de I’¢1ément parallélipipede considéré au numéro précédent

s’éloignent les unes des autres ou glissent les unes devant les antres.
St nous appelons

(1] 0 0 [\ o 0
PJ:.::’ p_)’j’ Pzz’ p_)’z‘ sz’ px}‘

les six composantes de ces pressions sur 'unité superficielle de trois
faces se croisant au point (a, ¥, z) perpendiculairement aux coordon-
nées, ou les valeurs de p,,,..., p;, antéricurement aux déplacements,
on trouve, en faisant sur leur travail total le méme raisonnement qui a
conduit & Pexpression (4) d®'= p.. dd, + etc., du travail élémentaire
des p':

D=0 4p?, Dot Py, P Y25+ P Byt P Lrat Py B+ V'

¥ zz %

) (‘D' repraseniani toujours le polynéme 4 vingt et un termes
) 3
\ (6) > Aaw s A7 A0y Gay )

La partie de cette expression entre ¢ et ®' est double, sauf les p°
au lieu des p*, de I'expression (7) de ®'; cela vient de ce que les
pressions primitives p®_, etc., avaient déjhacquis toute leur valeur au
commencement des dilatations et des glissements, et restent constantes
pendant que ces mouvements s'opérent, au lieu de commencer par
zéro comme les pressions engendrées p!_, etc.

Les pressions puy, - .., Pay apres les déformations 2, g ou les dépla-
cements z, ¢, w ne résultent pas non plus d’une addition pure et sim-
ple des pressions primitives p® et de celles p' qu’on aurait si celles-ci
étaient nulles, car leur existence influe sur Veffet ultérieur de ces dé-
placements. Méme, cette influence ne dépend pas senlement des dila-
tations et glissements 3, g ou des fonctions (2) ou (3) des dérivées
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de  du , . ’ s ) )
AN PLLEE des déplacements. Il faut, pour'évaluer, faire entrer dans
le calcul ces neuf dérivées elles-mémes. On le concoit sans peine en
considérant que dans le cas simple ot par exemple les déplacements
ne produisent qu’une rotation genérale qui waltére on rien les :lis-
tances mutuelles des molécules et n’engendre ainsi ni dilatation?, m
glissement g, de pareils déplacements changent toujours, dans 'inté-
rienr du corps, ou par rapport a ses molécules, les sitnations de trois
plaus perpendiculaires aux coordonnées passant par un point quel-
congue, en sorle que les pressions sur ces plans de direction fixe dans
espace doivent prendre d’autres grandeurs, si elles n’étaient pas pri-
mitivement ¢gales en tous sens autour de chaque point.

Voici les formules completes que l'on trouve pour les six compo-
santes de pression apres les déplacements w, v,  supposés tres-petits,

o (. du do vy + X dn oapt du !
.. == - — 7Y — 9 _— .
Vaw = P e \ " de dy s ) Py oy L s Pzx
du do ([n") ’ o o a0 o ot
P)’y*" /)_7_}’ { — I/—T g ;[;: b I/ — 2_/)): ;1—: -+ 2[}.‘,7, de T P)’] .
0 i v - Aoy N ([”'_1, o 4!
LT - - 2D — 2 R
7=z Pz ( dr ey ol ) 2P dr / Yz dy Pezr
r[u o dw Iz 0 de Lo v ‘
’ ) | (l I)y{/ +[ £ s Vex ,7;_1-/)7}7;. +/)]zﬁ
RES
A \ r[v e du 40 dov o v 4 po du .
—_ ) —_—— —— -
I— [ 52 4z T ofp ,,rj dy P]':, ey -+ p;;,_- ’
R do " dv o i 0 e o v .
—_- —_—— — e— ! — - ') —
pl‘}' - /)_1;, ( ! = ) e dr +f)_)3 ([). : /))z o= + For ol + /).T)’ .
i [ Y ¢ !, ayant les valeurs sextindmes (1°
L 2 ;
die du  de du ) 00
R R (s ly+(/r P Ay aw F.ete, dunv 2
- 14 ) —_— 1 J— /
formules pouvant étre réduites a py,=p, +p! , p,.= ..., quand

les pressions p® antérieures aux déplacements u«, v, w sont au plus de
l'ordre de grandeur des p', mais non pas lorsque cellesJa excedent
beaucoup celles-ci, comme cela peut avoir lien pour le milieu éthér¢
dont nous aurons 4 nous occuper au § 1V.
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On peut y arriver, comme Cauchy a qui elles sont dues [*], en se
basant sur la loi des actions entre points matériels [**].

Mais les mémes formules générales (10) peuvent étre obtenues sans
calculer ainsi les actions fonctions continues des distances molécu-
laires mutuelles, si ’on applique 4 la maniére de Lagrange le principe
des travaux virtuels en se servant de Pexpression (g) du potentiel,
basée elle-méme sur les formules (1) des pressions p!_, etc., dont il

[*] Exzercices de Mathématiques, 4° année (1829), p. 138.

[**] En effet on peut voir d’abord {comme on a montré aux Comptes rendus, 7 juil-
let 1845, t. XXI, p. 24) que la pression sur une petite face, ou la résultante générale
des actions moléculaires qui s’exercent dans toutes les directions & travers sa super-
ficie w, peut étre vemplacée par ln résultante des actions qu’cxercerait, sur chaque
molécule m située d’un des deux cétés de son plar, un pareil nombre de masses, con-
centrées au centre M de o, et cgales, pour chaque molécule m, & la masse du cylindre
oblique taillé dans la matiére du cdté opposé, ayant  pour base, et des arétes égales
et paralléles & la ligne de jonction Mm du centre M & cette molécule m; car ce cy-
lindre contient évidemment toutes les molécules, situées de son c6té, qui agissent sur
des molécules situées du cote oppos¢ de la face & des distances égales et paralléles & Mn ;
en sorte que 'une des deux résultantes comprend le méme nombre total d’actions de
mémes directions et intensités que I'autre résultante, et elles sont égales. 1l en résulte
que si F'on suppose la face w perpendiculaire aux z, et si lon désigne par

r la distance Mm du centre M de Ia face & I'une quelconque des molécules envi-
ronnantes;

I . . ,

—~ S une somme relative aux distances r de celles d’un cété de la face, ou S Ia

5 g
somme relative aux distances de toutes celles des deux cotés;

X, ¥, z les projections de 7 sur les Z, ¥, 25

Jr action mutuelle de deux molécules par unité de leurs masses, & une distance
ayant la grandeur et la direction de r, cette action étant supposée devenir
insensible quand » devient sensible;

P la densité, en sorte que p.wx est la masse du cylindre oblique ; swx.m,fr est

gt . X y
'action, sur m, de cette masse concentree en M et pux.mfr. =, pwX.mfr. =

r r
sont les composantes de cette action suivant les a et suivant les y;

l'on a, pour I'état primitif du corps, en divisant par w afin de rapporter les pressions a
unité superficielle, la premiére et la derniére des expressions snivantes, dont les

Tome VI {2¢ série ). — Aour 1863, 35
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faut supposer alors que la forme linéaire soit déja établie, et en ayant

autres se prouvent de méme,

2
\

o o~ Jr o ST ¢ /o,
piI:—Sme?, » :%Sm7y2’ p(iz_—_-'ESm’ry;,
S

o fr - 7 o Jr
p",:—Sm——yz, p'f:fi mi—zx, p"‘:'—Sm—xv.
7E 2 r = 2 r e 2 r o’

. :

Actuellement, si, par suite des déplacements éprouveés par les points, on suppose

que:
I, ¥, 3, coordonnées de M, deviennent x + «, ) —+ ¢, 2+ &3

z+ X, y+7Y, 3 -+ 2, coordonnées de m, deviennent x4+ u + X +Au, y+ v+ y- Av,
24w -+ 2+ A, les A désignant les excés des quantités rela-
tives & m sur les quantités de méme nom relatives & M;

Py T deviennent p,, 7,3
’on a, pour I'état nouveau
I

__ﬂ"‘ . \2ﬁ' g ‘ Av)( 1"/“
pu_2bm(x+Au/ . pr;.__;BI}Z(}’—%—A(){Z-{-A(!; S

Or, en se bornant A écrire les premiéres puissances de quantités tres-petites, on a

r
P 2t
r r
=4 (r—r) s
ry r : dr
X y z -
po—r= - Au + = Av 4+ z A, somme des projections de du, A¢, Aw sur 7,
du du du dv dw
Alt:—x+—y+7z, Av= —X-..., dwz=m——X+...,
z

dx dr

dx dy
. [ + du dv . dw\ de dv r[w»
PI#P'(“ dx I+d_y dz __P(.l-da:_d_}'“_(lzl‘

Substituant dans

2

S
= = m(x 4+ Aa?"—, ZT= s
Pz 5 b ( / 7 P)’ H

S . - . . . ~ .
effectuant les multiplications, faisant passer hors des signes S les derivees de «, v, «,
L

qui sont les mémes pour une portion imperceptible du corps, et dont les carrés et pro-
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soin de mettre, comme Green [*], dans les six termes de U'expres-
sion (g) de ¢ affectés des pressions primitives p0 ..., pj_, ... les va-

Tax

leurs complétes (3)

du v (dl[)2 I ( do\? 1 [dw\? dv  dw dudu dedo  dwdw
b yeery =
dr o \dx Q

i -+ = —; etc.,

a\dz) T3 TGt E T o 4 & /

des dilatations et glissements 3,,..., g2, ..., afin de ne négliger que des

produits du troisieme ordre dans ces six termes comme dans les vingt

et un venant de @', ot 'on peut se conlenter de substituer les expres-

. P . du dv dwv . . ,

sions réduites (2] —— -y = - —»--+ des d et g; et st, er , 'on
(2] s —+ 7 des d et g; et si, ensuile,

tire les valeurs des composantes de pression des conditions définies a

satisfaire 2 la surface limite ou enveloppe du corps ou de la portion

de corps que Pon considere [**].

duits peuvent étre effacés; enfin faisant les quinze expressions

Jr
o —
P 1 T , .
2y = m — —— X' ou X°v? ou x7VZ ou ¢te.; == a, OH Ogqpy OU dggy; ou elc,
Y b rodr B B TITT zayy ry s

I’on obtient bien, eu égard aux valeurs précédentes (11) de pg,,. .., p;,, ainsi quanx
expressions (1) que nous avons appelées p,.,.. , p;, en y admettant les égalités (5)
et (8) entre leurs cocfficients, I'on obtient, dis-je, les formules complétes (10) qui
sont & prendre pour les composantes de pression poz,. . .5 Pz quand il y a des pres-

sions antérieurement aux déplacements.

[*] On the Propagation of Light in crystallised Media { Transactions of the Cam-
bridge Society, vol. VII, p. 125-126).

[**| En effet, § étant, comme dans la Mécanique analytique, la caractéristique des
variations, les projections, sur les axes des =, y, z, de Pespace infiniment petit quel-
congue que U'on fait parcourir wirtucllement a un point dont les coordonnées x, y, =
sont devenues a, = +- ut, y, = v -—v, 2, == & -+ w, ont pour grandeurs dz, dy,
3z, qui sont la méme chose que du, de, & w puisque les coordonnées primitives «, », =
n'ont pas de variations; en sorte que comme §®, variation du potentiel, est le travail
des forees intérieures par unil de volume d'un élément dr dy dz, st X, Y, Z sont les
comnposantes suivant .z, », - des forces extérivures agissant & la maniére de la pesan-
teur sur la méme nnite, et si

wd

désigne la pression cxtéricare sur un élément quelconque 4Q de la surface-enveloppe,

35..
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La formule compléte (g) du potentiel, avec les expressions du se-

que nous appelons 0, du corps ou de la portion de corps que nous considérons, nous
avons, pour tout cg corps ou cette portion, I’équation d’équilibre ou de nullité du tra-
vail virtuel total :

fffp{l.rd_}’dz(}\'d‘lt—{—Yr)“r'—+—Zo“w)+

(13) —|—fdﬂ [m-cos(m-, 2Y0u—+ weos(a, y) T © cos(a, 2] 6w] =

/ :fff{h‘(/f{l: .

Mettant pour @ sa valeur (9) en u, v, w, comme nous venons de dire, en conservant
dans tous les termes les produits du sccond ordre de leurs dérivées, puis effectuant la
différentiation par § et changeant les 3 en 4, les termes en du, qu'il suffit de considé-
rer seuls parce qu'il ser facile d’en déduire par analogie les termes en do, dw, fournis-
sent, dans le second membre de cette ¢quation (13) eu égard aux valeurs (1) des p!,

T e o tu o dn | ddu lodvd
: T = = — drdyds
»_l]" (\l ‘ ([.1,‘> Pay dy Ver gz T Ve | 5“5
. ' 1n dn du doun
‘1f 0 an i ¢ ‘ lodydz
14) +fff Py (14—([!) Sl il N —i—l’,,] P
" ’ du’ du du N ddu
0 0 0 1 .
| +ffu[' ﬂ/)u <‘l+ E,) +])ﬂ E +p, 7 - /)uJ — drdydz.

Avant d'intégrer par parties de maniére & détacher trois intégrales doubles et i ne

conserver sous les signcsfque du non différentié, il faut remarquer, avec M. Charles

Neumann, de Halle, qui a donné une analyse de ce genre pour le cas particulier de
Visotropie (Zur Theorie der Elasticitit, au Journal de Crelle, LVII® cahier, 1860,
p. 281), qu’il convient de faire ces intégrations pour le rowvear volume

f{:/ dx, dy, dz,

qu'occupe le corps depuis les déplacements, et changer par conséquent, au moins
dans les facteurs hors des trois crochets, les variables 2, y, z dans ., Y, Z, prises i

leur tour comme indépendantes, Cela exige qu’on remplace :
dx dy dz

dz, dy, ds, "
{Lacroix, Calcul différentiel, t. 11, p. 207, n® 531) qui n’est autre chose que le rap-

17 dzdydz par dx, dy, dz, multiplié par un déterminant sextinéme
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cond degré (3) a la place des y_, ... 8zr -~ dans le sextinbme en p

7

~1

[

K

port du volume ancien au volume nouveau d’un méme €lément, et qu’on peut réduire
4 son premier terme

g du ( dp dw . du dv dw
(I—’?Ii—; 7 B = T dn @

vu que tous les autres termes sont du deuxiéme et du troisiéme ordre en «, v, w.

ddu ddw dr, ddudy, déud: ddu du ddu dv +11r3u da
29 P ———— — —_ —_——— —_ —— e e
dr par dr, dx + dy, dz dz, dx dx, dx dy, dx dz, odx’

r diu déu du  dSu o \) +¢l<§‘u o

_—— = — — —

dy P dz; dy dy, r‘(/y/ dz, dy

\ ar
et de méme
? ddu ddu de  ddw do ddn d
— —_— —_— — |1 — .
P e S i S 2 )

Faisant cette substitution et effectuant les multiplications des polynémes entre crochets

de dv dw da . 7 v oy
par les neuf facteurs 1+ —5 —, —, ——, ete., et aussi par ¥ - — 7"
die’ de’ de dy dx, dy, ds,
du o e ., L. .
qu’on peut remplacer par A - Dbuisquion neglige les quantités du se-
z ly  dz

cond ordre en u, v, w, 'expression (14 ) devient

[ ddu diu addu
fff/& 2: dx, dy, dz, —k—fffB[—iy—l—(lx, iy dz, +fffb o dr, dy, ds, ,

en faisant
A 0 f + du  do rlw> . du o du 1
= —_——— — — ap . —
y Pae (' dx " dy T dz Pady T e g7 o>
B— / dw’ 0 dv o du o du o v .
Py (l—(—/z—) P”d_x+[lfJ'J;+sz2; +/)”[_~:+l)lf’

o dw o A o du |

dv du
~___ 0 - ¢ _
G _pz.z <l d}" /) + Iju dz + I}zz dr )_pz_y‘ d‘}, ijz ([7 —+ pza:'

Intégrant par parties et désignant par les accents ’ et ” les valeurs de A, ouB, ou C,
et de du, relatives aux deux points o I'enveloppe du corps est traversée par des
droites respectivement paralléles aux z, aux y, anx z servant d’axes aux parallélipi-
pedes tronqués infiniment déliés dont les sections droites sont dy, ds,, dz, dx,, dx, dy,,
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peut, au reste, étre obtenue directement et facilement, en admettant [s

clle se change en

o ~
’ f ey Az TATdRY — Alde') + } }1 dz, dr, (B0 —B'3n
.

\ p- ’ f(hy dy (CP0u’ — Cdu') — [/ } dr, dy, dz, >
‘ ’ L i o i . d*u
| —— e - N
. Pelle dr, Prr dydy, I lzelz, ’*
s ) . idPu i’ ) o o u - o R o du )
/e e e - - — _— . e - — vy
d F Py dyeds — dzdy, P dzdr, oz, Cor (g/l‘rfl)’l "oy e \ -
\

L ), (/0
dple e A

o, o, dz

Les trois intégrales doubles peaveat, par une transformation facile et d'ailleurs bien
connue (L.acrance, Mécanique analytique, 1, vir, n" 30, ou Laug, Lecons sur I’ Elasti-
citéy § 10, p. 22, étre remplacées par des intérales simples relatives & toute la surface
emveloppe, en sorte que sin désigne la normale éleveée extérieurement A eette surface,
jes trois premiers termes de I'expression (15 peuvent étre cerits

Vel

f{/il cosin, riAde - {‘r/ix cosing, v Bdu - ’n’il('us{n, 2 Cou
’

. o

[l en résulte, en comparant avee la partie du / d o de Péquation (13) affectee de du:

4
G r0s @, LT A0S (n, r B cosin, ¥+ G vos{n, 2
Or la pression s dQ sur la face «£ £ élant, comme on sait, en vertu du theorcime (uon
déduit de Véquilibre du tétraedee élementaire (et qui peurrait éire déduit de conside-
rations comme celles=ci}, résultante de celles que supportent ses trois projections
dircostn, &), d0cos(n, y), dQcos {n, z) sur des plans trés-voisins, perpendiculaires

aux.r, ¥, 3, Von a, en décomposant tont parallelement aux x,
5 Con @y L T e CO8 (0,0 gy COS Tn,y F) o pacosin, 2

ces deux expressions de w cos @, 2 devant ctre egales quels que soient les angles

ETTRVSNP SO S TR TS A L

T B, p—C
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loi des aclions moléculaires, sans passer par I'établissement des for-

«’est-4-dire les expressions (10) qui se trouvent, ainsi, autrement démontrées, comme on
se le proposait, que par le talcul des actions moléculaires.

11 est bon d’observer que si Ion n'avail pas changé, comme M. Neumann, dans

f/‘fch; dy dzd @, les variables =, y, z pour celles x, ¥,, z,, ou transformé I'expres-

sion (14) en l'expression (15), on aurait trouvé I'égalité des quadrinémes entre crochets
de 'expression (14) & trois certaines forces, que nous pouvons appeler Py, Py ay Pongy
composantes suivant x des pressions, non pas sur les faces d’'une superficic =1 et ac-
tuellement perpendiculaires aux axes coordonnés, mais sur des faces légérement

obliques qui ont eu primitivement ces directions et cette grandeur, changée mainte-

. N . du dv  dw | . .
nant, en raison des trois dilatations ——. —, — de¢ leurs dimensions, dans les gran-
dr dy dz

deurs respectives suivantes

/ {lv) dw dw\ [ da / + du ) / + de
— 14+ — — 1+ — 14— ) 14+ — ).
<l+ dy + dz) ’ t (lz> ( + l[JL‘) ’ (\ x ( '1)"_)

On arrive toujours au méme résultat pour p.,, Pays Paz en transformant Py, P,
P.». comme a fait Poisson {aux pages 47-52 de son Mdémoire inséré an 20° cahier du
Jourral de I’Ecole Polytechrique); c’est-d-dire en remarquant que si x', y/, z* dési-
gnent les directions des intersections de ces trois faces deux & deux, et si Von écrit,
pour abréger, ¢, pour cos («', z) et ainsi des autres, 'on a (4° note dun° 2)

do dw
Corteg == 1, (‘I’y:E’ Cz’z:;l;7
du dw
Trr_aa Cpy =1, c,rz:Z;:
du de
z’x—EE‘7 Cz’y:(“l,‘zv Cr=—=1,;

d’on facilement, 2”7, y”, z” étant les directions des normales aux mémes trois faces,

4

cest-ii-dire z” ¢tant perpendiculaire & y' et 2/, y” 4 ' et ', 2" 4 2’ et ¥,

f du du
Cpttg == 1 Cprry — — — Cptt g == — — 1
2" & . 'y d)’ & dz
do v
(16) ( Cury=—— —> [ | Oyt g —= — —
L dx vy ’ x7z ds
S
dw dw
Cptfy == —— ——» Cz//].:-——-y Cpt;=—1;
. dx dy




280 JOURNAL DE MATHEMATIQUES

mules des pressions, si 'on opére comme ont fait, depuis Navier, qui
a ouvert cette voie, M. Haughton {*] et M. Ch. Neumann (Mémoire
cité) en généralisant leur analyse [**].

e, par suite, en projetant chacune de ces trois faces légérement obliques sur tes plans
coordonnés rectangulaires yz, zz, zy et invoquant, comme tout & heure, 'équilibre

du téiracdre

P v ) ’I+ dw ( du rlu)
&y — l‘/_)‘ ( iz ) Prz — P‘r, E — P E ]

/ \ /

P dw ( du de v’
= | 14 dz_ ‘I + (—[—l) —/)Ivrm‘—}-/}_t).—-—[):_z (Tz),
/ e de [ dw o |
sz,’* j o— - — = Plpy == Py —— = ’r\‘
o (il-r dr ) <i+ dy ) (‘ Paz dr r Ty e J

Fn ¢galanl ces expressions aux trois polynimes entre crochets de expression {14), et

.. c de . . .
divisant par les facteurs bindmes | 1+ = )7 etes les denx membres des équations qui
¥

en reésultent, on tire immediatement

Pzry Peys Pax = les trois polynémes A, B, C,

o1t trois des expressions 4 démontrer, équations (10), sans avoir & résoudre d’équations
A trois iNCONNUES pory Poy, pez, puisque I'on peat, en néghgeant les produits des déri-

vees de u, v, w, remplacer, dans les termes qui en sont affectés, les pory poy, po: pat
o

4 n . 0 0
Poizy Powgy Pong €t consequemment par Paxs Py PPy

[*. Or Equilibrium and Motion of solid and _fluid Bodies, lu le 25 mai 1846 (Trans.
of Irish Academy, vol. XXI).

[**] En effet, le potentiel de Paction, sur une moléecule unique m, des molécules eni-

vironnantes m dont les distances » = y/x* + y?*—z* (notations ci-dessus) sont deve:-

rl
nues r, est, si Pon fait pour un moment[ Jriodro=¢r),
oy

m Smg(w,) == mSm [q;(r)-{-(r(——r) o (r) + ("_—’_'Jf,/(,.)}

b Dpe — V2 dfrT
:::n]Sm[ (r.—-r)fr—{—;l?—r—)— :"J
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On voit aussi, par les expressions (10)de p,., etc., que c’est seule-
ment quand les pressions primitives Py, etc., n'excédent pas, pour

Or
ri—r=—r+4 (x4 Au)y 4 (y + o)+ (z - Aw)]?

T 2xAut2yAe+4- 228w+ (Au )+ (Ae) + {Aw) i
=7

2 r?

1 1

— —-—l

2<2 ) <2xAu+2yAu+zzAw>’
a I M

+ ; ;
2 r?
Jr
Jr 1 dfr 1Ll7
4ol v que — —2——,_-5+—2—r—(-{7:;7;,
/ r, sfr (Au)’—l—(AV)’—l—(AWy
\mS m[ fr‘dr,_mSm'—;[x,&u—}-yAv—i—zAw-f- 5 -+
7).
(17) 7
( -—i—-;‘i; —% (xAu—|—-yAu+-zAw)2$-

On en déduit le potentiel ® des actions moléculaires mutuelles de Vunité de volume, en
multipliunt par la densité p, aprés avoir divisé par deax fois 1a masse de la molécule m
parce que la méme force /7 est relative & deux molécules qui 'exercent I'une sur Pautre.
i du  de

Z, ~—— X ... de

. du
Meltant ensuite pour Aw, Av, Aw leurs valeurs — x
dr dz

4T &

la 2° note du n° 3, effectuant les multiplications et faisant passer hors des signes S

les dérivées de «, v, a et leurs produits du second degré, 'on a, vu les notations (11},

P'\’Z‘szo
;b n = Xizmp e,

et, vu les notations (12,

d —f—}

I3 1 r )
——Sm_ X' = Ay e ey
2 r dr

précisément Uexpression (9) du potentiel ¢ en mettant pour ¢* son développement (6),
ety pour dz, dyy...y gay , dans les termes en p', les expressions complétes (3) de ces di-
latations et glissements posées sans négliger les carrés et produits du second degre.

11 est remarquable qu’on arrive ainsi & ces expressions (3 ) d’une maniére si diffé-
rente de celle de la 4° note du n° 2. C’est une preuve de plus de la fécondité de la con-
sidération du potentiel, si bien liée 2 'emploi des méthodes de la Mécanique analytique.

Tome VHI {2¢ géric). — SepTEMBRE 1863, 36
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I'ordre des grandeurs, les p!_, etc., qui seraient dues aux seuls dépla-
cements, cest-a-dire dans les cas les plus ordinaires des solides ter-
restres, ou l'on peut prendre simplement p., = p?. + pl. et ainsi
des autres composantes de pressions, que ces six composantes sont
les dérivées d’'une méme fonction ¢ par rapport aux six variables 9,
3, ...y Ze. Dans les cas ou les p® excédent beaucoup les p', F'on
n'aurait, en différentiant ainsi cette fonction, que des expressions in-
complétesde pogy + . vy Pay-

Et cc n’est que dans le cas particulier de la contexture isotrope,
seul considéré par M. Neumann, que les mémes composaules de pres-
sion peuvent étre les dérivées d’une méme fonction par rapport aux

. oy . { It v
neuf coefficients différentiels —, — o .

e

dz’ oy P ds b

4. E(/uations de ['équilibre otentrent aussi les cocfficients az ez, cle.,
et les pressions primitives p® , etc. — Ces équations inddfinies, ou i
satisfaire en tous les points du corps, s'obtiennent par divers moyens.
Il est important de les mentionner pour montrer leur accord, en ce
qui regarde surtout la partie aftectée des pressions primitives p? , etc.,

qwon omet souvent, mais dont nous devons mettre ici la forme hors

[*] Cette fonction, indiquée par M. Ncumann, est Je potentiel augmenté de 'expres-
sion suivante, dans laquelle p, représente les valeurs de p°,, p),, p.., ou la pression

primitive égale en tous sens dans le cas de Uisotropie (o p,, p;,, p;, sont nuls)

de dw dv dw dw du dw du du v diw do
P\ dz dy dy dz + dr dz dz de | dy de dz dy

Aucune expression plus genérale ne nous parait pouvoir étre ajoutée au potentiel

pour avoir, avec une contexture non isotrope (méme symétrique par rapport & trois
. . du du dey R

plans), une fonction de - f—/J—’, see o= qui donne les compnsantes pz, Pry.--s
Pers Pre quand on la différentie par rapport a ses neuf variables, Nous pensons donc que
I’analyse, du reste large et remarquable, donnée par le savant M, Haughton dans son
deuxiéme écrit, du 18 janvier 184 (4 Classification of clastic Media, Trans, of Irish
Academy, vol. XXII), ot il semble concéder 2 MM. Green et Mac-Cullagh qu’on pent
se passer de la loi des actions moléculaires trés-bien employée par lui précédemment
dans son bean Mémoire de mai 1846 déja cite, ne peut bien s’appliquer qu’aux deux
cas dont nous parlons : pressions primitives peu considérables, et isotropic.
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de doute dans la vue de Vapplication que nous aurons a en faire an
§ IV, afin de bien établir qu’il ne faut point chercher dans I'existence
possible de ces pressions un expédient pour mettre les résultats du
calcul des vibrations lumineuses d’accord avec une hypothése que
tout porte au contraire & abandonner.

Le premier moyen consiste donc & substituer dans les équations
générales de I'équilibre d’un élément parallélipipéde inlérieur, qui
sont:

! dpe, dpy. dp., .
\ e -+ e -+ dr +pX=o,
PPN dp. dp dp,
i3 ;L rry a4 Y —
(18) ) dx+dy+dz+f‘Y o,
dpe;  dpy,  dps S
| dx dy + dz + PL =9

les expressions (10) des composantes de pression p,,, etc., que nous
avons obtenues de deux maniéres, dont une se fondait uniquement
sur leur /indarité supposée admise, sans invoquer autrement et expli-
citement la loi contestée des actions moléculaires. Le résultat de cette
substitution est la destruction des termes négatifs en p°, d’on ces équa-
tions d’équilibre

! X — po d*n o 0 d’u o du o 2 o
[ T PAT P dz + Py Ayt + P dzt +2p, dydz + 20 dedz +2p,
d*u diu d*u
+ Azzax dzt -+ Ay ay @E Az ey
+ 2a du + ua d*u + 22 d'n
SRR gydz | C TR fidy TED dx dy

v d’ d?e
-+ Apx zy dzt -+ a.ryyy ;1';2 -+ az.z‘yz -d_zi

d*o d%
-+ (axyyz—’_ az.zy}') W + (axx]'z+ azx.ry) m -+ (axx y‘y+ axyxy)

d’w d*w dw
+ Qppze '[};; -+ a.z‘yjz ;[;{ + 8z ;,;;

) \ d*v d*w
-+ (az.r yz+ ﬂxy zz/m

36..

dz (/iy

o

drxdy

d*ov

—+ (axxzz+ azxz;r) dzdz -+ (ax@’)’z_'_ Ay z“"> d.rfly;
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Y — po d L g @ o dv
—p _PIIETPJJ’:{?‘—F"'+2p-7-'.7—dmd)'

diu dv v .

(|9> +axru[3v;+...+axyxyd—;+...+ax,.:,,.ﬁ e
(suite) dw d'w d'w

. 0 G 0o &W
PZ = Pex dz? -+ Py dy? dxdy

d’n d'v L
;lzz—l—...—}—azza.r(ﬁl—i—...—{—Z]zxz.vTrz

+ .4 2pd

+ az.z' Iz

On arrive aussi a ces équations directement, comme a fait M. Cau-
chy, sans passer par la considération des pressions, en posant, comme
Navier, les conditions de I'équilibre d'un seul des points matériels du
systéme solide, supposé sollicité, suivant la loi énoncée, par les actions
des points environnants [*].

Mais un troisiéme moyen qui dispense, comme le premier, de
mettre en ceuvre cette loi contestée des actions, consiste a se servir de
P'expression (g9) du potentiel

1
<I>=(I>°—+—p;’13$+...+;ammbi+...,

[*] En effet, m désignant les masses de ces derniers points, les équations d’équilibre

. , e X y . e
qui dans Pétat primitif étaient, vu que = = cos(r, z), = =. . ., toujours avec les no-
r r

tations du n® 3 { 2¢ note),

(20) Sm—ffr:o, Sm%ﬁ':o, Smgfr_—_o,

sont, dans I'¢tat ultérieur,

{21) S mfr, I—iré—tf

b

—+ Ao Z -+ Ay
+X =—o, Smfrlz—r———-—i—Y:o, Smfr.—r—‘—{»-'/,:o',
4

. Jr
Mettant, comme dans la méme note, pour =— sa valeur
7

Jr

puis pour Au, Ae, Aw leurs développements en x, y, z par le théoréme de Taylor i

- - (xAu—+yAo —+ zAw) -
- .

dir
1 r

ar
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soit qu’on admette i priori avec Green sa composition en ute somme
de denx fonctions homogenes entiéres, 'une du prewier, I'autre du
second degré end,,d,, ..., 8y » 501t qu'on le déduise des pressions
en admettant aussi & priori la forme linéaire de celles-ci, denx partis
entre lesquels dcivent nécessairement choisir leur point de départ
ceux qui refusent d’'invoquer la grande loi physique en question.

En effet, en posant, comme  la quatri¢me note du n°® 3, Iéqua-
tion (13) des travaux virtuels, et en la développant, I'assimilation des
parties affectées de du dans les intégrales triples des deux membres

trois variables, qui peuvent étre écrits symboliquement

{ s d d d u 1 ‘d d d\:
Au = — — 47— — X — —_ —
“ Xd.r+ytl_)'+ dz +1.2 a’.z:+yd_y+zdz “
. + 1 d d d\?
(_Al) l_?.'?)- Xd'z'l—ydy-—i—zd—z) w—4...,
Av=...,
Aw= ...,

et dans lesquels il suffit ici de considérer, non plus seulement les termes du premier

ordre, comme a la note citée relative au calcul des pressions, mais aussi ceux du se~

1 [d*u d*u ) . . .
cond ordre, tels que —~ x*+...4 2——xy): 'on obtient trois ¢quations, o
x? dxdy >

2

e . . r
les dérivées du premier ordre sont affectées de sommes §m S (x ou y on z), nalles
r

d ﬁ

s 2\ i . m r . .,
d’aprés les équations (20), et de sommes telles que S - — (x" ou x*y ou xyz), egale-
r odr ”

ment relatives & I'état primitif, et que I'on doit aussi, avee Cauchy, regarder comme
nulles ou négligeables parce que, ne contenant que des produits du troisi¢me degré des
petites lignes x, y, z, elles se composent de termes qui se détruisent deux i deux, ou
rigoureusement ou avec toute 'approximation désirable si le corps était primitivement,
comme on le suppose, ou homogéne, ou d'une contexture ne variant que graduelle-
ment et fort peu dans une étendue imperceptible (supposition implicitement faite dans
la note du n° 3). Restent les termes du second ordre, ou restent précisément, en mul-
tipliant par la densité p, les équations (1g).

On sait que M. Cauchy a considéré et appliqué, dans la théorie de la lumiére, spé-
cialement pour expliquer la dispersion, d’autres équations, ol tous les termes des di-

I

veloppements (22) sont conservés jusqu’a infini,
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de cette équation conduit &

— 6 X = }le polynéme de V'accolade de (15) .

Or ce polynome ou l'on peut, 4 cela prés de produits négligeables,
remplacer, comme on a déja dit, ainsi que dans dx, dy, dz, qui le
multiplie, x,, y,, 5, par x, 5, 2, est précisément le second membre
de la premiére équation d’équilibre (1g).

Il est remarquable qu’ow arrive encore a cette méme premiére équa-
tion (19) si on fait les intégrations par parties de (14) sans changer les
variables indépendantes x, y, z en x;, ¥, 2,5 ou si 'on substitue

Y , . s dp . . .
dans la premiére équation (18) l—:l%:—’ + ...+ pX = o les trois quadri-

nomes entre crochets de (14) a la place de p,,, pay, psr, dont ils dif-
férent comme on a vu. Cette concordaunce singuliére vient de ce qu'on
peut tout aussi bien poser les équations indéfinies de Véquilibre en
considérant un élément parallélipipéde obliguangle, qu’en considérant
un élément parallélipipéde rectangle.

§ HI. — Formule symbolique géncrale fournissant, en fonction des
coefficients d’élasticité pour des axes donnés, cewx qui sont rclatifs
a d’autres axes aussi donnés et rectangulaires, et, aussi, les coeffi-
cients qui doivent entrer dans Uexpression d'une composante quel-
conque de pression méme oblique.

5. Moyens d’obtenir les coefficients nouveaux. — Abstrayons, dans
tout ce paragraphe et le suivant, les pressions p® | etc., antérienres aux
déplacements, ou prenons pour

Pzzs Py y  Pay
les valeurs (1) de
1 1 1
Pz P_r_r""’ Px_y‘
Si

4

x'y y, =

14

désignent les directions de nouveaux axes coordonnés, rectangulaires
comme les anciens x, ¥, 2, les composantes, parallelement a x', y/, 2/,
des pressions sur les plans perpendiculaires 4 ces coordonnées, seront
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exprimeées par ces formules, semblables i (1),

P.z"l" == az’x'm’x’ ax/ “+ ...+ ax/xlxlyl g.”t")"’ N

Pyt == Byt g Qe ooy 1C, Prp= ...

Et les mémes coefficients nouveaux a,, ., etc., entreraient, soit dans
Vexpression nouvelle du potentiel

¢

toujours égal a (ui-méme ou ayant une valeur indépendante des axes,
soit dans les équations d’équilibre exprimées en fonction des déplace-
wments i/, v/, W' suivant les directions x’, y’', 7.

Nous cherchons & avoir ces vingt et un coefficients a . 1,1, 2,0, ete.
en fonction des vingt et un anciens ag, .., etc., et des neuf cosi-
nos cos(x, x'), cos(y, &), ..., cos(z, 7), que nous désignerons,
pour abréger, par

Cxx's Cya's Czx’d Cay's Cpyty Czyp's Caafy Cyzry Coze

On peut y arriver & l'aide de cette branche d’analyse qui a été fort
cultivée dans ces derniéres années sous le nom de calcul des formes, ou
bien des transformations linéaires, applicables surtout aux fonctions
homogenes du premier et du second degré, car x, y, z, u, v, w sont
fonctions linéaires de x', y/, 2/, , ¢/, W', et réciproquement.

Mais nous pouvons trouver ces expressions, et méme d’autres plus
générales, sans cela, et en nous dispensant méme de mettre a la place
des dilatations et glissements 2, g des fonctions des coefficients diffé-
ventiels des déplacements u, ¢, etc.

En effet, en appelant en général

n

la direction de la normale & un plan nouveau sur lequel on veut pren-
dre la pression, et

la direction de décomposition, suivant laquelle on désire avoir la
composante ou la projection de la pression que ce plan supporte, on
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a, avec nos notations, n et s étant ou deux des directions nouvelles x”,
', 2, ou méme deux directions obliques quelconques,

o , ,
2 Pns ns;a::'dr'a ’+ans_y’y’aj'+2nsz z’bz’+ansy’z’by'z’+dnsz’z’gz’:r'+‘)n51’1"

Or la formule générale de changement de plan de pression donne,
avec notre maniére ci-dessus de désigner les cosinus,

. 5\ Pns PzzCox sz+/ n] s_y+pzzcnz sz+p_7z( ny qz+C ¢ )
)
/ x

. + [’z ( nz(’q.¢+cn.¢- ‘sz )+P.r](cnx 5]+ Cn]c )[ ]

Meltons-y pour poo, Pyyy - - -5 Pay |8 expressions (1)
Arpaale + oo o+ Apgay8ayr  Apyaxtz + -y €IC.,

el ensuite, pour les dilatations et glissements 2., 2,, ..., g,,, dans le
sens des anciens axes, leurs valeurs suivantes en fonction des dilatations
et glissements dans le sens des nouveaux, et qui s’obliennent par des
considérations purement géométriques et indépendantes des grandeurs
des déplacements u, v, wdes points du corps dans Uespace,

2

' x

h 2 Y 2 h) 2 ~ . B
AP er, -+ LJ‘,ny' - LZ'C”, - gy'z"ay’('xz/ —+ gz’x’cxz’t.rx’

~ -+ g:r’_]"cxx’c.r]-‘7
D =) e d et 32 s G C oo
’26) ) T Copt OpCot CaCl 4 8y wCyy Cyz + 8z Cyp Oy
-+ gx,/c .r’Cy) s
2
Dz = DI/C‘?I' -+ Dy'C;]« -+ DZ'C ") + €575 Cay Cozr = Boia Cop O

-+ g.r’y’ Coxr Czy's

[*] Car comme la pression sur 'unité superficiclle de cette face est résultante, d'apres
Je théorcme déduit de I'équilibre du tétraédre, des pressions supportées par ses trois
projections sur trois plans perpendiculaires aux z, aux y, aux z, et comme les super-
ficies de celles-ci 0Nt ., 5 €, Cyy les composantes de cette pression, suivant les trois

coordonnées, sont respectivement
Coy Paz -+ cn_v sz -+ Co:Pixs  Cox P’J‘ -+ Cuypfl + Cn,sz, Cox Paz + cn_w'pf’ -+ Cps Psss

qui ajoutces, aprés avoir été multipliées respectivement par ¢, ¢, c,, pour obtenir
la projection ou composante suivant s, donnent bien pour somme F'expression (25).
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¢ By = 20, ya! Coaf —+ QDI/C”./CZ}J—I- QDzICyz'szf
F 8y (Cyp Cogr + Cpyr o) + 8a(CparCar + CppCy)
+ 8ty (Cpar Copr + € o),
er = 205 Copt Cogrt 20,0 CoprCpr + 20, Cop Cor
-+ g;'z'<czy' Caz —+ Cyypr Czy’) -+ gz’z'(czz’ Copr —+ cz.z’cxz’)
-+ g.z-’y’(cz:t' Cgyr -+ Czy'C:t.t’)a
Bay = 2047 CprCrpr = 20,0 CrCrpr + 20,/C >
+ iz Cap/ Cpa + € Oy ) =+ 8o'at(Carz' g —+ CrarCyyr)
= 8y (Caw Gy = Capryr) [].

(26)

{suite)

Cette substitution donnera une expression de Pns €0 fonction linéaire
des six déformations nouvelles Oty Oty Oty 8ytary Batats Zay. Sion la com-

[*] On peut les tirer immédiatenent de ce théoréme connu (et employé en Mécani-
que quand on veut évaluer le travail d’une résultante de plusieurs forces pour un espace
résultant de plusieurs autres espaces parcourus), que sil'on a deux lignes dont chacune
est résultante géométrique de plusieurs autres lignes (ou deux chemins directs dont cha-
cun unit ensemble les deux mémes points qu’un chemin polygonal), le produit d’une
de ces résultantes par la projection de la seconde sur sa direction est égal 4 la somme
algebrique de tous les produits des composantes de 1’une par les projections, sur leurs
directions, des diverses composantes de I'auire.

En effet, en 'appliquant & deux lignes r, = r(1 + d)y 51 ==s(1 +,), diagonales
des deux parallélipipédes obliquangles dans lesquels se sont changés deux parallélipi-
pédes rectangles dont les cétés adjacents étaient re,,, T'Cryy I'Crzy €L $Cyp, §Cy, 5C,:,
et sont devenus re, (1 4-2.), 7¢, (1 +2,),. .., sc.{142;), on a, Brss Gara Gop Clant
les cosinus des angles que font maintenant entre eux ces cotés, si I'on divise tont
par rs:

(12 (140, cos(ry §1) = (14 32)? €raCsr + (1 ) Crpty 4 (1 4D Cpcye
(0 + Cny) (X +2,) (1 + 2.} g
(€ Cox + €aCia) (1 4+ D2) (1 4 2,) ges
+ (CrCyy €y Caa) (14 22) (1 + 3, ) sy,

(27)

équation qui donne successivement, a cela prés de produits négligeables, la premiére
et la quatriéme, par exemple, des formules (26) en écrivant 27, ¥’y 2" au lieu de x,
¥s %, et en prenant, 1° r, et 5, de méme direction x, 2° r, s i angle dreit et dirigées
suivant y et z, puis développant chaque fois et réduisant,

Tome VIII (22 série). — SerTempre 1863, 57
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parait terme A terme avec I'équation (24) a, 2 ..., €N égalant
entre eux les coefficients des mémes d ou g, on aurait les formules dé-
sirées de tous les coefficients nouveaux a, /.., Qpgyryrs+ - +5 €D fonction

des vingt et un anciens a ;. .z, - ., qui s'y trouveraient multipliés par
des puissances et des produits du quatriéme degré des cosluus Cpprye.e--

6. Formule générale qui les donne. — On abrége singuliérement le
calcul et Von arrive 4 quelque chose de fort simple an moyen de nota-
tions symboliques comme celles que plusieurs auteurs anglais appellent
Sylvestrian umbre, parce que M. Sylvester, qui les a employées avec
succes, appelle ombres de quantités (shadows of quantities) [*] ces
sortes de notations dont se sont servis précédemment, au reste, Cauchy
et d’autres analystes,

Convenons donc que

A5, Pis i

sont de purs symboles qui ne représentent aucune quantité, mais dont
les produits, algébriquement formés, par des symboles de méme espece,
lorsqu’on développe les produits de polyndmes ou ils entrent, repré-
sentent les quantités a, p et 2, g ci-dessus, en sorte qu'en général

Arzyys  Byzzxe v

Paxxs Przs- -
D,

[l

Areyys  Apzlgzyenoy
PzPxr  PrPas- -+
gg ou €2,
(9‘7) 26,8

et méme (en poussant plus loin la décomposition que n'a fait M. Sylvester), que

sont la méme chose que %

sont la méme chose que {

o,
ou

a;a; est la méme chose que le symbole 3;, et par conséquent

\ a;a;. 8,3 estle coefficient ;-

[*) On the Principle of the Calculus of Forms, in Cambridge and Dublin mathe-
matical Journal, vol. VIL (X1 of Cambridge Journal), 1852, p. 76.

A la fin d'un autre Mémoire (Transactions of the Royal Society London, 1853) se
trouve, p. 543, une sorte de vocabulaire dans lequel M. Sylvester appelle ombrale une
notation od ces quantités se trouvent représentées, dit-il, par des syllabes entre paren-
théses, au lieu de I'étre par de simples lettres, les deux lettres de ces syllabes étant
appelées quantités ombrales ou ombres.
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Alors les formules (1) des composantes de pression paralléles aux o,
¥, % peuvent s'écrire

(28) pzx ou yz ou ... = axx o yZ ouw ... ({lxéx—i— aJ‘EJ’ + a,,sz)?.

Substituant dans la formule de transformation (25),
pns :pl'.tcna:(‘sr_‘_ Tt

on a le sextindme de son second membre avec des a au lieu de p, et le
facteur (a e, + aye, + age;)* 4 la suite. Donc, comme cette formule (25)
peut s’écrire

129) Pns = (P.rcnr_'_})ycnj_‘—;)zcnz) ([,1(:sr+PJ’CSJ+ P2C~c)7

[)HS = (a$cl11‘+ afcll]+ az an) (a ¢ + aJ'CS}’+ az cSZ) ><

x sX

X {a 6, + aye, + a.e;)’.

Or les formules(26), exprimantlesd et g paralléles aux x, ¥, z en fonction
des d et g paralleles aux a', y', 2, peuvent s’écrire,

Eofy = (6 Cppt &rChp + E3Cur)”,

/\3()\, 1 Gyl = (Ex'cyz’ = &/ Cpyr + £ Cyz’) (Ea:’ Coot = & Cppr Ez’cz,a’)s
’ revenant, si ¢ représente 'une des directions &'y ¥, Z, &

V& T= € Ciyr T EpCiyr + EprCiyp.

Remplacant successivement i par x, y, z, et substituant dans la va-
leur précédente de p,, elle devient

Pre = (\;\rc”x—'f— a,c, iy CM) (uz(‘.sx +a,c,, 4 a, csz) >
31) ' XA, Cpr A Ay Cpr - 8, Cog) 8 (32 Copr + 2, CprH 0,006
. . - . ~ - 2
A (R Cpp 4 1y Cpp 0,0, 8]

Mais V'expression (24) de p  en o, ..., gy peut s’écrire

39\ — S . 2
{32 P =2 A (e, 4+ ey + ayey)
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Comparant ces deux expressions et examinant les termes qui seraieut
affectés, aprés qu'on les aurait développées, des mémes puissances et
produits des ¢, ¢’est-a-dire des mémes dilatations ou glissementd,,,. . .,
gy ON reconnait, sans effectuer le développement, qu'il en résulte des
expressions des coefficients a nouveaux, toutes renfermées dans la for-
mule symbolique suivante

Apgyry = 2,8, 4,8,
si
a; = a,¢cos(i, &)+ a,cos(i, y)+ a,cos(i, z),
<33) X’ et ¥’ étant des directions prises parmi celles des coordonnées rectangles
nouvelles X', ', 7/,
D et § étant, ou des directions prises aussi parmi celles de X', ¥', 2/,
ou deux autres directions absolument arbitraires,

I désignant I'une quelconque de ces quatre directions.

Non-seulement cette formule fournit P'un quelconque des vingt et
un coefficients a .,y Axayys « - -y Apgrzry e -0 Quataryy -+ + 5 €DLPANT SOIL
dans les expressions de six composantes P+ Pyzy .., soit dans
celle du potentiel ® (numéro suivant) en fonction des déformations
c¢lémentaires dy,..., g,z,. .., soit dans les équations d équilibre (1)

diu’ <. . r e s .
— X' = gy i+, ouls affectent les dérivées successives
&
de «', v, w'; mais elle donne encore directement U'un de ceuzx, au nom-
? ? ’ b
bre de trente-six, qui entreraient dans ['expression, en fouction des
b y
memes 1, ..., &y, . ., de la composante p_,, suivant une direction
arbitraire s, de la pression sur Uunité superficielle d'une petite face
absolument quelconque, ayant son centre en (', »', z') et dont n re-
présente en direction la normale arbitraire.

Le produit a_a_. a,a,, des quatre trindmes symboliques de la forme
4zCix + 8,Cyy + a,C;; doit étre effectué dans I'ordre indiqué sans pou-
voir faire d’autre interversion que celle des deux premiers facteurs
enlre eux et des deux derniers entre eux, si les directions n et s ne sont
pas prises comme x’ et y’ parmi celles des trois axes rectangulaires x’,

y, &
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Mais Pinterversion des deux premiers a la Jois avec les deux der-
niers & la fois est possible si n et s sont prises parmi celles-ci.

Et alors, U'interversion d’un des deux premiers facteurs avec un des
deux derniers, et par conséquent de tous entre eux, sera permise si
I'on admet le principe des actions moléculaires conduisant aux six
¢galités complémentaires (8), en réduisant les vingt et un coefficients
Azzpss €IC., & quinze (n° 2).

7. Autres maniéres d’arviver a la formule géndrale (33). — On
peut la déduire plus simplement de I'expression (6) du potentiel @,

qui peut étre écrile

(34) P! = [(a.z Er+ 4,8 + a; 82)2]2’

N

I . T « A
¢t que nous n’écrivons pas ;(Hz ¢ +...)" parce que le trindme

2, €, + ..., entre parenthéses, doit étre élevé au carré, puis le sexti-
nome résultant élevé au carré pour éviter, entre les sous-lettres des a,
des interversions qui ne sont permises que lorsqu’on reconnait avec
nous le principe des six égalités (8).

En remplacant ¢, , ¢, ¢, par leurs valeurs, comprises dans I'expres-
sion (30) &= €, €+ &1 Cir + € €1, ON @

1 ’
RIS - { [(82 Camr =+ 25 Cpar = 2, o) £+ (g Cppo + 2, Cyyt 05 Cop) &y

- s J2e2
+(axcxz'+aycyz/+azczz’)°z’J {0

qui, comparée a une expression semblable a la précédente (34) mais
composée pour les axes coordonnés nouveaunx, savoir

A Epr + 80+ A 600 2,
I /

¢ =

N |-

et qui représente toujours (sauf les p° abstraits) le potentiel dont la
valeur invariable ne dépend point de la direction des coordonnées (ou
de la maniére dont a été taillé I'élément de volume considéré au n° 2),
montre bien qu'on a la formule symbolique (33), au moins lorsque
les directions n, s sont, comme celles x’, y’, prises au nombre des
directions x', »’, 3’ des nouveaux axes rectangulaires.
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3 . ’ . .
On peut encore y arriver, en n’employant que les symboles a,, |
.y Q. elc., sans les symboles p., py, poy ey &,y &
En effet, expression (25) p,.=p,.C,.C;.+ -- -, si I'on substitue

AUX P,y Pyy, etc., lears valeurs (1) revenant a

(ar, ou a,, ou elc.) (Appdpt vv o+ A8+ -
devient

(35) ) Pus = (2. €, +2,€,, +2,C,,

‘A Pt (axz‘bx + ay]‘ D_r -+ azzbz. -+ $yz gyz - ag, gz:c -+ a.r_y gxf)-

) (axc“ +ac +a, Csz> >

Remplacant 3,,2, ... 8., par leurs expressions nonsymboliques (26) et
ordounnant, dans la troisi¢me parenthése, par rapport & 3., &, ... 8.,
il est facile de voir que ), y est affecté d’un sextinome revenant 2

(ax Cyry + Ay Cyy +a; 01’5)27
) A N
et g, d'un polyndme revenant a
(0 Cpr ok Ay Cpy = A€z ) (A2 CopF 8y Cy + A5 Cr3).
. . . A lével - (35 - Iex son (a/
Comparant, sans meme deveicppel (35), avec 'expression {24)

Pas = @nsar s Oyt e ans;-’z' gj”s’ +oe

on reconnait que chaque sous-lettre 7 des coefficients a de celle-ci
répond i un trinoOme

ApCip + 2, Cy + Az Ciz,

ce qui prouve bien la formule (33) dua numéro précédent.

8. Formules et équations de [ ‘élasticité écrites symboliquement. —
En complétant les formules (28) des pressions et (34) du potentiet
par P'addition des parties affectées des p°, I'on a, au moyen de nos
notations symboliques (27),

0 / du v du
) = D f — — — — = —
[x,r ouysau ... I"xrronyz ou ... ( dr ((), dz )
{36 . ) 74 o o i (Ji) R L. 0 o L
(36) + (‘pf (—l;+pf@+ P z, (Zl);c” ou plu 4 pleoou ..
+a (a,8, + a8, + :8)",

rx ou ¥z
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(37)  @=(ple, +ple+ple, )+ %[(axez-i— a6, +a, )2

Et les trois équations d’éqﬁi]ibre indéfinies (19) peuvent s’écrire

d

d d \?
—p (X ou'Y ou Z): (pg —(E—l—pﬁ :{)-—l—-pg ;E) (u ou ¢ ou H’\} -+

38) ‘il d
( / +a.’l‘ou]’0uz a"";l.—l' 1 ay;}—l—az£ ><

d d d -
X a5+ a,;/; + A (gt + a9 -+ azi).

Nous ferons usage aux paragraphes suivants de ces formules
abrégées.



