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SUR LA FORME
x4+ 3 (2 4+ 13);

Par M. J. LIOUVILLE.

1. Etant donné un entier quelconque n, on demande le nombre
des représentations de n par la forme

x? 4 3(y? + 2+ 17),
c’est-a-dire le nombre
N{n=uax+ 3 (p*+ 2 + 1*)]
des solutions de 'équation
n=ux*4+ 3+ z* + 1*),

ou x, 7, z, ¢t sont des entiers indifféremment positifs, nuls ou néga-
tifs. Cette question n’offrira aucune difficulté a ceux qui feront la re-
marque simple que les deux quantités

Nn=2x*4+3(y*+ 2"+ *)]
et

N(2n =2x*+ 3y*+ 32* + 6¢*)

sont égales entre elles. Parcourons cependant les divers cas qui peu-
vent se présenter.
Comme on a

2!+ 3(y*+ 22+ )= =x* (mod. 3),

il est clair que la forme proposée ne peut représenter aucun entier
=2 (mod. 3). En d’autres termes, on a

NB3g+oa=ax?+3(p*+5+ )] =o.
28..
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Le cas de n = 3¢ est facile aussi a traiter. En effet 'équation
Sy=x*+3(y* + 22+ %)
exige que x soit multiple de 3. Je fais donc & = 3., et en divisant
par 3, j’ai
§ =%+ 2>+ * + Jx.
11 suit de la que la valeur de
N[3g =27 +3(p"+ 2 + 1]
est égale a celle de
Nlg ="+ + 2 + 30)
qui a été donnée dans le cahier d’avril (p. 105).
Soit
n=2"3"m,
m étant un entier impair, non divisible par 3. Si I'on a
> o
la valeur de

N [2“3’3/71 =x*+ 3y + 2"+ t’)J

sera, d'aprés ce qu’on vient de dire
’ P q ’

gl g

en représetitant par la simple lettre

la somme
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relative aux groupes de diviseurs conjugués d, ¢ de 'entier
m=dd.

2. 1l est digne de remarque que cette expression reste exacle en y
supposant 3= o. Elle conduit alors, comme il le faut, a tine valeur
nulle quand l'entier n ou 2*m est de la forme 3q + 2; et voici ce
qu’elle donne quand 2%m = 3¢9 + 1, ce qui suppose

m==6[/41
- — 27, mais
m==6{—1
81 ¢ = 29 +1.
Soit d’abord
m=6l+1,

ce qui répond aux cas distincts de

m=i2f—+1
et de
m=1u2k — 5,
On a
N|[2*"m = x* +3( 2+ ) = a (a7 ')Z
quand

m=rak 1,
tandis que

N[237r)1 =a 43 (y* + 2> + tQ)] =2 (2" 4 ')Z
quand

m=12k—5.
On peut prendre 7= o0 dans ces deux formules. Ainsi
Nfm=a®4+3 (y*+ 2 + 12)] = 2 ¥
pour i = 12k -1, mais
N[m=2x*+3(y>+ 2° + )] = 62

pour m =12k — 5.
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Soit, par excmple, m = 1. Il nous viendra
N[i=a?+3(y*+ 3+ ] =2,
ce qui s’accorde avec I'équation
1= (=1)*+ 3(0* 4 0* + 0?)
qui doune pour I'entier 1 deux représentations.

Soit encore m = 7, d’out
3-6

Nous aurons

Or les identités

7=(% 2"+ 3[(i1f—|—02+02],
m={(x2)+ 30"+ (% 1)? + 0%},
r = (%2} +3[0f 4 0k (= 1),
7={= 1)+ 3|(£ 1)+ (=1 + 0],
g={x1P+3[(E 1)+’ +(x1)]
;=(= 2 4 3[(0% (1) + (=1)*]

fournissent effectivement pour ’entier 7 trente-six représentations.

o. Soit a présent
m=6[-—r1,

ce qui comprend les deux cas distincts de

m=1i2k —1

et de
m=12k +5.

Je trouve que l'on a

N»[Q-z'/-l—l"l:x2+3(‘7.2+Z2+t2)]:2(227+‘1_1)2



PURES ET APPLIQUEES. 223
quand

m=i12k —1,
tandis que

N[297+l’n:x2+3(]2+Z2+t2)]:2(227+2+I)Z

quand
m=12k+5

On peut prendre 7 = o dans ces deux formules. Ainsi
Nlpm=a2*+3(p"+ 2+ )] =6
pour m = 12k — 1, tandis que
Nlam=a*+3[y* + 2+ *)[ =10

pour m = 12k + 5.
Soit, par exemple, m = 5: il nous viendra

Nlro=ux*+ 3 (y* + 2>+ £2)] =10.4 = fo.
Or Tentier 10 peut en effet étre représenté de quarante maniéres par
la forme

x4 3(y* + 22+ 12);

c'est ce que prouvent les équations

H

H

() 30 (=1
2P+ 3[(£1) + (x1) + 0%,
2 +3[(£1)+o0*+ (£
2) 4+ 3 (0 + (= 1P [ %=

H

(
(*
(
(

H

lI

Pour m = 11, on obtiendrait

Ni2a=ax*+3(" + 2+ )| =612 =723
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or cela s’accorde avec les équations

22 = 2% 4+ 3 (3% + 1% + 1F)
20 =4+ 3(1* + 1% + 0%),

qui fourniront pour V'entier 22 soixante-douze représentations si I'on
a soin d’y affecter du double signe £ les racines des carrés qui ne
sont pas nuls et d’y opérer les permutations convenables.

%. Les solutions de I'équation
n=x*+3( '+ z* + %)

se divisent en deux classes suivant que 2* + {* est un entier pair ou
un entier impair. Il n’est pas inutile d’avertir que 1'on peat déterminer
séparément le nombre des solutions de la premiére classe et le nombre
des solutions de la seconde classe. Le total est connu; il me suffira
donc de dire que le nombre des solutions de la premiére classe
(z* + ¢* entier pair) est égal a '

Nin=uax*+3)? + 062+ 61*:
la démonstration est facile. Or la valeur de
Nin=a*+ 39+ 62° + 6>

a ¢té dounée plus haut, dans ce cahier méme.



