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SUR LA FORME
X+ 37+ 62 + 617

Par M. J. LIOUVILLE.

1. Etant donné un entier quelconque n, on demande le nombre des
représentations de n par la forme

2t 4+ 3% 4 622 + 627,
c’est-a-dire le nombre
N(n=2a*+ 3y + 6z* + 6:%)
des solutions de I'équation
n=ua*+3y*+62+ 623,
ou x, ¥, 2, tsont des entiers indifféremment positifs, nuls ou né-

gatifs,
Comme on a

x* 4+ 3"+ 62* + 612 =2a* (mod. 3),

il est clair que la forme proposée ne peut représenter aucun nombre
e
= 2 (mod. 3). On a donc d’abord .

NBg+2=a*+3y*+ 62+ 62) = o,

Le cas de n multiple de 3, ou de n = 34, est facile aussi A traiter,
En effet I’équation

39:x2+3y2+6z2—|—612

exige que & soit divisible par 3. Je fais donc & = 3, ; et en divisant
Tome VI (2€ série). — JunLer 1863, 27
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par 3, je vois que notre équation revient a celle-ci:
7=+ 2z 4+ 2t + 3x?.
Eun d’autres termes, la valeur de
N@B3g=a®*+3)*+62" + 61
est égale a celle de
N(g=a?+ 2)*+ 22> + 31*)
qui a été donnée dans le cahier d'avril (p. 129).
2. l.e seul cas vraiment difficile est donc celui de
n=3q+1.

J'ai reconnu cependant que dans ce cas méme la question dont nous
nous occupons aujourd’hui peut étre ramenée & une question déja
résolue. Je me suis assuré en effet que la valeur demandée de

NQ3qg-+1=a?+3)" + 63° +061)
est précisément la moitié de celle de
N(3g+1=ua?+ )"+ 22" + 6

qui a ¢té donnée aussi dans le cahier d’avril (p. 124).
D'aprés cela, si 'on considére d’abord wn nombre impair 3¢ + 1
ou plutdt 6/ + 1, et si 'on désigne par la simple lettre

)

la somme

7 —1
2 [
pAGE) (g) d
relative aux diviseurs conjugués d, ¢ de I'entier

6l +1=4dd,
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on aura
N{6l+1=a"+3y*+ 62+ 6)=12 2
Ainsi, pour l'entier 1, le nombre des représentations par la forme
x4+ 3yt + 62 + 607
est égal a 2, ce qui s’'accorde avec I’équation
1= (=1 + 3.0* + 6.0 + 6.0°.

Pour 'entier 7, relativement auquel on a

S=6

ce nombre devient égal a 12 ; et c’est ce que confirment les identités
7= (*x2)*+3(x£1)*+6.0*+ 6.0%,
7= (%= 1)+ 3.0" +6({%= 1)+ 6.0%
7=(E 1)+ 30 +6.02+6(x 1)
Pour P'entier 13, on le trouverait égal a 28; et ainsi de suite.

3. Considérons a présent les entiers pairs

2% m

que la formule 3¢ + 1 peut fournir, ce qui suppose

m=6/[-+1

st o = 27, mais
m=6[—1

si o = 27 + 1. Dans tous les cas, désignons par la simple lettre

)

27..
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la somme

g —1

Si—n " (%)d

relative aux diviseurs conjugués d, ¢ de 'entier m = 4.
En distinguant dans 67 + 1 les deux formes

12k +1, 12k —5,
nous aurons, dans I'hypothese de y > o,

N(2m=a%+3y*+622 +62)=2(a—1) ¥

pour
m=ru12k +1,
tandis que

N(2m=x4+3y>+62° + 62*) =2 (2" +1) Z
pour
m=ru2k— 5.

En distinguant semblablement dans 6/ — 1 les deux formes

12k —1, 12k+ 5,

on a
N(2""'m=x?+3y'+ 62+ 62) =2 (""" —1) ¥
pour
m=12k—1,
mais :
N (2 m=x+ 39+ 622+ 6¢2) =2 (277" 1) Z
pour

m=r12k+ 5.
On peut prendre 7 = o dans ces deux dernieres formules. Ainsi

N(a/lz:x‘2+3_)’2—i—6z2~|—6t2):22
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m=i2k—r,
randis que

N(zm:.1-2+3]2+6z2+612):62
pour

m=1tsk+5."

En faisant, par exemple, m = 5, d’ou

2:47

on trouvera que l'entier 1o peat étre représenté vingt-quatre fois par
la forme

x4+ 3y* + 62% + 61
les équations
10=(*x2)"+3.0"+6(x1)* 4 6.0%
10= %24+ 3.0° +6.0° + 6k 1)
o= (=1 +3 (1) + 6(=x1)*+ 6.0%,
to=(E1)+3(=x1/+60"+6(x:)

confirment ce fait.



