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AAAAA AMAAR TAARAA VI AR WA MARANAAA

LAULVVEVR An, AVAANAANAAAA ATAANAMN VAR AN

SUR LA FORME
x4+ 4+ 2t 41217
Par M. J. LIOUVILLE.
1. La forme
2 + % 42 4 aar?,
dout nous voulons nous occuper ici, se rattache 4 la forme
x* 4 ¥ 4 2 4 32

que nous avons considérée dans le cahier d’avril.

Pour un entier donné quelconque 2 (ou 2*3%m, m impair premier
4 3) nous avons trouvé le nombre

N (n)
des représentations de n, par la forme x* + 9* 4 22 3¢%, égal a

s (2] e e g

en désignant par la simple lettre

la somme

13 b
ou, si 'on veut,

relative aux diviseurs conjugués d, ¢ de 'entier m = d9. De plus, nous
Tome VI (2° série). — Ma1 1863. 21
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avons distingué les représentations o1 22 4 3¢* est un entier impair
de celles ot 22 + 3¢ est un entier pair, et en appelant

N'(n)
le nombre des premieres, nous avons obtenu

N'(n) = o [3/“‘ — ()R <’%>] 3

Mais on peut aussi vouloir considérer sépar¢ment les représenta-
tions de 7 ot la valeur de ¢ est impaire et celles ot la valeur de ¢ est

paire. Soit donc
N, (n)

le nombre de celles-ci, c’est-a-dire soit N, (72) le nombre des solutions

de I’équation .
n=ux®+y*+z'4 38

pour lesquelles ¢ est un entier pair. 1l est clair que ce nombre
N, (n)
sera précisément le nombre des solutions de I'équation
n=ux%+ 4+ 2 + 128,

en y prenant pour x, ¥, z, ¢ des entiers quelconques. Ainsi No(n) est
le nombre des représentations de 7 par la forme

at 4+ ¥ 42 a2t

dont nous allons parler aujourd’hui. Notre objet actuel est en effet de
donner des regles simples pour calculer N, (7).

2. La valeur de N, (#) est bien facile a trouver quand I'entier n est
divisible par 4; car on voit aisément que, pour « > 1, l'on a

No (2%3Fm) = N (2723 m).
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Dans I'hypothése de & > 1, la valeur de

N, (23" m)
est donc

R R ] | e Ra St

Pour un entier impairement pair
2.3%m,

il n'est pas difficile non ptus d’arriver & I'équation

N, (2.3°m) = SN’ (2.3%m),

en sorte que

I _ A+t e (m
N, (2.3 m)._3[6 +(—1) <3)]Z
Mais le cas d’un entier impair n (ou 3’3172) exige une étude plus dé-
licate et I'introduction d’une fonction numérique nouvelle.

3. Soit donc #z (ou 3*m) un entier impair. Posons de toutes les ma-
nieres possibles I’équation

Gn=1i*+ 3]'2,

i et j désignant des entiers impairs positifs; puis formons la somme

2(_1) ’ i’

relative a toutes les valeurs de j. Cette somme, que nous représente-
rons par la simple lettre

g,

constitue la fonction numérique nouvelle dont nous avons i tenir
compte.
Je trouve en effet que 'on a, pour tout entier impair 7,

No(n)zéN(n) -+ 3.

21..
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Je n’ai pas besoin de rappeler que pour n = 3#m, la valeur de N{n)
est

m—1

35+~ (= (j%">][2+<—r>‘3+ Iz

On remarquera que ¢ n’est pas fonction de m seulement, mais de m
et de 3. Il est bon aussi de faire observer que la valeur de ¢ est tantot
positive, tantot négative; j’ajoute que souvent on a ¢ = o0, el qu'en
particulier cela arrive toujours quand m est =5 (mod 6), puisque
I'équation

hn =i + 3

in’est possible qu’autant que les facteurs premiers qui entrent dans la
composition de m avec un exposant impair sont de la forme 6/ + 1.

4. Ajoutons quelques exemples; et d’abord soit n = 5, d’ou ¢ = o,

puis
3=

No(n)=<N(n)+ 3¢

La formule

du n° 3 donnera

Nn (5) ey 2[],
et cela s’accorde avec ’équation
5=(x2)*+ (F1)*+ 0® +12.0*

qui fournit vingt-quatre représentations en y permutant de toutes les
maniéres possibles les trois carrés

(% 2)% (£1), o
Soit en second lieu
n=r7,
d’ou
fn=1*+43.3?
et
fn=>5%+3.1%
par conséquent
g = 2.
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Comme d’un autre coHté

() §

3=,

No(7) = o,

notre formule donnera
et en effet 'équation
7= 4 93 + z2* 124
est impossible. :
Soit encore

d’on

et par conséquent

Comme d’ailleurs on a ici m = 1, et par suite
b

3=

N, (9) = 3o.

il viendra

Or lentier g a effectivement trente représentations, qui sont fournies
par les deux identités

9=23%+ 0® + 0* + 12.0°
et
g=2" 4 2% 1% 4 [2.0?

en y affectant du double signe les racines des carrés (ui ne sont pas
nuls et en opérant les permutations convenables.

Enfin soit
n=—13,
d’ou
4n=5% 43,32
et
fn=17%+3.12,
partant

G = — 2,
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On a cette fnis
= u

N, (13) = 36.

et
Or l'entier 13 a effectivement trente-six représentations, faciles i d¢-
duire des deux identités

13=1*+0*+ 0+ 12.1°

13=23%+ 2° + 0% + 12.0%.

2. Prenons maintenant des entiers pairs, et par conséquent faisons
usage des formules du n° 2.
Pour n = 12, ¢’est-a-dire pour

onaxz=o2, 3=1,m=1, partant

3=

La formule & employer est celle qui concerne les multiples de 4. On
en conclut
No (12) =103

or cela s’accorde avec les deux équations
12 =92* 4+ 2% + 2% 4 12.0?
et

12=0% 4+ 0" 4+ 0%+ 12.1?

qui fournissent bien dix représentations.
Soit A présent n =10 = 2.5. Il s’ensuivra e =1, S = 0, m = 5, et

3.

La formule a employer est celle qui concerne les entiers impairement
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pairs. Elle donne .

No (IO) = 2/4.

~1

Or on trouve ectfectivement vingt-quatre représentations pour l'en-
tier 10, au moyen de l'identité

10 = (£ 3)* + (1) + 0® +12.0%
en v permutant de toutes les maniéres possibles les trois carrés
(£3)°, (=1, o
Considérons encore 'entier impairement pair n =14, d’ou

et partant
=0, m= 7,

3=

Ny (14) = 72

puis
1l nous viendra

et I'on vérifiera sans peine I'exactitude de ce résultat au moyven des
deux identités
14=3"+ 2>+ 1 + 12.0%
ot
=14+ 1?40+ 12.1%
qui fournissent pour P’entier 14 soixante-douze representabons.
6. Rapprochons, en terminant, la fonction numérique

G

de quelques fonctions du méme genre, qui ont avec cclle-la un lien
intime. On se rappelle que n désignant un entier impair donné, nous
posons de tontes les maniéres possibles I'équation

’—/ln =i’ -+ 3].27
les entiers 7 et j étant impairs positifs, apres quoi

—1

H
J

T = [— 1) * .
\ J
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Or on peut aussi considér‘er la somme

i—1

> '_)_"'_i;

et je trouve que I'on a

quand 1 = 4g -+ 1, tandis que

i—1 j—1

(-1 i==32(1 " j

quand n=4g + 3.
Maintenant, 3 coté des décompositions de 4n, prenons celles de n
sous la forme r? - 3s2; et nous obtiendrons un autre résnltat curienx.

Soit d’abord
n=4g+1, et n=1*-+ 3s°,

I'entier r étant impair positif, tandis que s est indifféremment positif,
nul ou négatif. Je trouve, pour ce cas, Péquation

-t i~
Sy ==X

Soit, en sccond lieu,

=4g+3, et n=r®+3s,

{entier s étant cette fois impair et positif, tandis que l'entier r est -
ditféremment positif, nul ou négatif. Je trouve, pour ce cas, Péquation

s—1 j—1

- s= = E(=0 "

On voit donc que d’autres fonctions numériques auraient pu rem-
placer la {onction ¢ dans nos formules. Peut-étre trouvera-t-on qu'en
employant n au lieu de 4 n les calculs scraient plus simples. I’ai préfére
la fonction ¢ afin de n’avoir qu'une seule formule a écrire pour expri-

mer N, (7) dans le cas de r impair.

et A e =



