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NOUVELLE THEORIE DES DIAMETRES;

-

Par M. F. LUCAS,

Ingénieur des Ponts et Chaussées a Nice.

§ 1. — Points centraux d’un systéme de points en ligne droite.

1. Des points centraux d’un systéme de points en ligne droite. —
Considérons sur une droite un systéme de points fixes

Ay Agrey A,

et un point mobile V. Le produit de segments
VA, < VA, x...>< VA,

varie, quand V se déplace, et devient maximum pour certaines posi-
tions du point mobile. Nous appellerons ces positions les points cen-
traux du systéme proposé.

Prenons sur la droite unc origine d’abscisscs O et désignons par

Ay dayeenr Gy

L
les abscisses des points donnés; par x 'abscisse du point mobile V.
Nous aurons évidemment

A,V XAV XX A V= (x—a,)(x—a).(x—ap,) = f(x),

 (x) désignant une fonction algébrique entiere, du degré p, qui
s'annule pour les valeurs a,, a,,..., a, de la variable x, et dans la-
quelle le terme cn x” a pour coefficient I'unité.

Les abscisses des points centraux cherchés sont les racines de V'é-
quation

Tome VIII (22 série). — Ma1 1863. Ig
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et par conséquent les points centraux d’un systéme de p points en
ligne droite forment un groupe de (p — 1) points.

2. Cas ot un ou plusieurs des points donnés vont & Uinfini. — Met-
tant & part un des points donnés, A,, par exemple, nous poserons

f(x)=(x—a)e(x),

o (x) étant du degré (p —1).
Nous aurons alors

7 (z

S@)=(x—a)g (@) +p(2) = (x - a) ¢ (@) + 27

Par conséquent, si a, augmente indéfiniment, I'équation f'(x) = o
tendra a prendre la forme

(x—a)g'(x)=0
et 4 se décomposer en ces deux autres

(x —a,)= o,
?'(x)=o0.
Donc :
Si l'un des points donnés est a Uinfini, il fait partie des points cen-
traux du .s:}fstéme, et les autres points centrauwx sont pre’cise’ment ceux
relatifs au systéme qu'on obtient en supprimant le point a [infini

parmi les points donneés.
[ ]
De méme, si nous mettons a part les points A,, A,,..., A,, nous po-

k ‘ fx)=(x—a)(x—a,).. (x—a,)d(x),

¢ {x) désignant une fonction du degré p — ¢, et nous aurons
S {x)=(x—a){x — a,)...(xr — a,) [q/ (x)+ 21 %],

la sommation par valenrs entiéres se rapportant 4 l'indice r.
Par conséquent, lorsque a,, a,,..., a, augmentent indéfiniment, I’é-
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quation f'(z)= o tend i se décomposer dans les suivantes :

[ x=a,,
.1‘:(22,(

5 et ¢(x)=o.

X = dy,
Donc :
Si q des points donnés sont & 1 ‘infini , ils font partie des points
centraux du systéme, et les autres points centraux sont préecisément

cewx relatifs au systéme gic'on obtient en Supprinant, parmi les points
donnés, les points & Uinfini.

5. Cas ot plusieurs des points donnés coincident. — Supposons
maintenant que les points A, A,,..., A, coincident sans aller i I'infini,
et désignons par o leur abscisse commune. Nous poserons

S(x)=(x — ayo(x),

d’ot nous déduirons

S(#)=(x—ay"[qg(x) + (x — a) o' (x)];

2« sera donc (g — 1) fois racine de I'équation

J'(x) =0,
et par conséquent :
Si g des points donnés coincident en un seul, ce point appartient
(g — 1) jois aux points centraux du systéme.

4. Propriété projective. — Projetons sur une droite quelconque de
Vespace les divers points de la droite donnée, en faisant usage de
plans paralléles entre eux.

Désignons par a2’ I'abscisse de la projection du point dont Pabscisse
est x, la nouvelle origine des abscisses étant la projection de I’an-
cienne origine.

Nous aurons

X == /rx’,

k désignant une coonstante qui dépend de la direction des plans proje-
tants.

19..
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Conséquemment les abscisses des projections des points Ay, A,, etc,.
seront les racines de I'équation

F(x')=f (kx) = o,

et les abscisses des projections des points centraux seront les racines
de I'équation
kf'(x) =F(x')=o.

Par conséquent :

La figure formde par un systéme de points en ligne droite et par
leurs points centrausx est douce des propriétds projectives,

C'est-a-dire que les projections des points centraux du systeme
donné sont les points centraux du systeme projeté.

§ Il. — Diamétres, pbles de Uinfini et courbes centrales dans
les courbes gcométriques.

5. Définition des diameétres. — Ftant donnée une courbe du de~
gré p, si Von meéne les secantes paralléles 2 une direction donnée ct
si 'on prend sur chacune de ces droites les points centraux du systeme
de ses intersections avec la courbe, on formera le diamétre de la direc-
tion considérée.

Soit

_/(r, .7) =0

I'équation de la courbe donnée, et désignons par m le coefticient an-

gulaire de la direction des sécantes; ces droites seront représentées par

I’équation '
gy =mx + X

dans laquelle ) est un parametre arbitraire.

Donnons 4 A une valeur quelconque mais fixe; la sécante corres-
pondante rencontrera la courbe en des points que nous projetterons
sur I'axe des x. Tes abscisses de ces projections seront les racines de
I'équation

S lx, mx+3)=o,

et les abscisses des points centraux du systéme de points ainsi formé
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seront les racines de ’équation

(7 - x
J. (xymx 4+ 2)+mf, _ (x,mx+1%)=o0.
Ces points centraux sont donc les projeclions, sur P'axe des x, des
points que déterminent les deux équations simultanées

y=mx + )
Jo (2, y) +mf] (x. y)=o0;

et par couséquent, en vertu de ce qui a été dit au n° 4, ces deux
équations représentent les points centraux du systéme des points d’in-
tersection de la sécante et de la courbe.

Or la derniére de ces équations est indépendante du paramétre A:
elle est donc I'équation méme du diamétre cherché.

Par conséquent le diamétre de la direction dont le coefficient an-
gulaire est m est une courbe du degré (p — 1) ayant pour équation

/. +mfj' = o.

6. Péles de ['infini. — Si Von donne & m toutes les valeurs pos-
sibles, on obtiendra toute la série des diamétres. On reconnait sans
peine que ces courbes passent toutes par les points, au nombre de
{p — 1)?, dont les coordonnées satisfont aux équations simultanées

sfx'ZO’
(jy":o.

Par conséqucnt : i

Les diaméires pivotent un groupe de (p --1)* points fixes du plan.

Nous appellerons ces points remarquables les péles de Uinfini de la
courbe donnée. Cette dénomination se justifie par certaines considé-
rations auxquelles nous ne pourrions donner place dans ce Mémoire,
qu’en sortant du cadre restreint que nous nous sommes imposé.

On reconnait aisément que si la courbe donnée posséde des points
singuliers, ces points font nécessairement partie des poles de Vinfini,
et que si, le degré de la courbe étant supposé pair, cette courbe
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admet un cenlre, ce point fait aussi partie du groupe dont il s’agit.

7. Courbe centrale. — Le diamétre de la direction dont le coeffi-
cient angulaire est m est une courbe qui admet elleméme des poles de
I'infini, an nombre de (p — 2)?, déterminés par les équations simul-
tanées

" n
‘/.'cf + ng/r,;r'_ 0,

[ /o, +mf. =o.

Eliminant m entre ces deux équations, nous aurons le lieu géométrique
des poles de I'infini dans les divers diametres. Cette courbe, que nous
appelons la courbe centrale, a pour équation

S =)

elle est algébrique et du degré 2 (p —1).
Lorsque p= 3, les diamétres sont des coniques dont les centres
sont les poles de I'infini, et la courbe centrale est elle-méme une co-

nique.

8. Proprictés des diameétres. — Considérons une direction quel-
conque et menons a la courbe une tangente parallele a cette direc-
tion,

Cette droite, considérée comme sécante, présente un point d’inter-
section double, lequel, en vertu de ce qui a été dit au n° 3, appartient
comme point simple aux points centraux du systéme des intersections.

Par conséquent :

Le diamétre d’une direction quelconque rencontre la courbe donnee
awx points ott les tangentes sont paralléles a cette direction.

Considérons maintenant une asymptote de la courbe. Sur cette
droite considérée comme sécante, le point a Iinfini figure comme
point d’intersection double, et par conséquent, d’aprés ce que nous
avons va an n° 2, il fait deux fois partie du systéme des points cen-
traux des intersections,

Par conséquent :
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Le diamétre de la direction d’une asymptote est asymptote a cette
droite.

Nous ne nous étendrons pas davantage sur cette théorie des dia-
meétres, bien qu’elle puisse se préter 4 de plus amples développemems,
surtout si P'on considére des diametres de différents ordres ou dia-
metres dans les diamétres. Mais pour donner un exemple du parti
que I'on peut tirer de cette théorie dans I'étude des courbes géomé-

triques, nous allons exposer la classification des courbes du troisieme
degré.

S L. — Classification des courbes du troisieme degre.
9. Division analytique en trois Jamilles. — I’équation générale

des courbes du troisiéme degré peut étre mise sous la forme

L)) = ax®+ 3bx*y + 3cxy? + dy® + caxt 4 o for
J J Y y 4
+gr'+hx +ky +1=o.

Si I'on considére la fonction
D = (ad — bc)* — 4 (ac — b*) (bd — c*),
laquelle est.le discriminant de la fonction homogene
ax® + 3bx®y + 3cxy® 4 dys,

on pourra faire, sur la valeur numérique de cette fonction, les trois
hypotheses snivantes :

I° D<07
2° D> o,
3v D =o.

A chacune de ces hypothéses correspond une famille de courbes, en
sorte que nous adopterons la classification suivante :

1° D < o, familie hyperbolique ;

2 D > o, famille elliptique
3° D = o, famille parabolique.
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Cette classification purement analytique et les dénominations que
nous venons d’employer peuvent étre justifiées par trois especes de
considérations géométriques. C’est ce que nous allons démontrer.

10. Points & Uinfini. — Imaginons une droite menée par l'origine
des coordonnées el passant par un point a Pinfini, réel ou imaginaire,
de la courbe, et désignons par u le coefficient angulaire de celte
droite.

Les valeurs de . seront évidemment les racines de I'équation

dp? + 3cp® + 3bp +a=o.
Posons .

gty €
pe= —I—;,7

et portons cette valeur dans Y'équation précédente; nous aurons, ré-
ductions faites,

b c c be a) 2
13 ’
- =) 2—-—3—-+-) =o0.
w3 (d [12>A + ( FE b iaat]

Cette équation, et par conséquent Péquation en p, admettent des ra-
cines réelles et inégales, ou des racines 'une réelle et les deux autres
imaginaires, ou des racines réelles dont deux au moins sont égales,
suivant que la fonction

i

neifl 5

0

Y 3be N a
‘o~ T al

est négative, ou positive, ou nulle.
Or, si Fon développe la fonction H et st I'on effectue les réductions
qui se présentent, on trouve

1 , . e A
et comme le facteur T est nécessairement positif et ne peut étre nul,

on voit que les deux fonctions H et D sont en méme temps négatives,
positives ou nulles.

Par conséquent :

Si D < o, la courbe présente a U'infini trois points réels et distincts
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auxquels correspondent trois branches infinies hyperboliques, et on a
la famille hyperbolique.

S1D > o, la courbe présente & Vinfini un seul point, réel et simple,
correspondant a une branche hyperbolique. Les courbes de cette fa-
mille se composent généralement d'une branche infinie et d’une
courbe fermée dont la forme rappelle celle de I'ellipse; de 1a la dé-
namination de famnille elliptique.

St D = o, la courbe aura 4 I'infini soit un point simple et un point
double, soit un point triple. "Au point multiple a Vinfini correspon-
dront généralement des hranches paraboligues; de 1a la dénomination
de famille parabolique.

i1. Diameétres. — Si nous formons ’équation du diameétre conju-
gue de la direction dont le coefficient angnlaire est m, en nous bor-
nant aux termes du deuxiéme degré, nous trouverons

(a+mb)yx* + 2(b - me)axy + (c+ md) y* +...=o.

La nature de la conique (ellipse, hyperbole ou parabole) représentée
par cette équation dépend du signe on de la nullit¢ de la fonction

(b + mc) — h{a -+ mb)(c+ md),
fonction que Fon peut écrire
(¢ — bd)m* + (bc — ad)m + b* — ac =o.

Les diameétres paraboliques correspondent aux valeurs de m qui
sont racines de I’équation

(¢ — bdym* + (bc — adym + b* — ac = o.

Or cette équation a des racines imaginaires, ou réelles et inégales, ou
égales (parlois indéterminées), selon que la fonction

D = (bc — ad)®* — 4 (b* — ac) (c* — bd)

est négative, ou positive, ou nulle.

Tome VIII (2° série). — Mai 1863. 20
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Dott il résulte que le nombre des diamétres pamboliques cst nud
dans la_famille hyperbolique, égal a deux dans la famille elliptique,
egal a un ou indéterminé daus la famille parabolique.

154

12. Conique centrale. — Enfin la division en trois familles peut
encore étre justifiée par la considération de la courbe centrale, la—
quelle est une section conique.

Si Von forme ’équation de cetle courbe

df A f d2f N\ 2
o =i

en se bornant aux termes du deuxieme degré, on trouve
9[(ac — b*)x* + (ad — be) xy + (bd — c*) y | +...= o,

et I'on voit sans peine que la conique centrale est une ellipse dans la
Sfamille kyperbolique, pour laguelle on a D < oj; une fiyperbole dans la
Jamille elliptique, pour laquelle on a D > o; et une parabole dans la
Jfamille parabolique, pour laquelle on a D = o.

15. Résumé. — Les considérations qui précedent peuvent se résu-
mer dans le tableau snivant :

M M — ‘_— A
DESIGNATION VALEUR NATURE NOMERE NATURE |
de la famille. de D. des poinls & 'infini. des diamétres de |
paraboliques. 1a conique centrale. |
i
| i
Famille hyperbolique... D<o 3 points simples. " o Ellipse.
Famille elliptique. . .... D>o [ seui point simple.i B Hyperbole.
1 point simple
Famille parabolique. .. .. D=o et 1 point double | 1 ou Vinfini. Parahole.
ou 1 point triple,
! |
S — —

14. Equation simplifice de la_famille fzv}"pe}“boliqlle. —- Considérons
une courbe de la famille hype,rl)oliqne, et prenons pour axe des
Pasymptote d’'une hranche infinie. Le diameétre de la direction de
cette droite est une hyperbole conique qui admet pour asymptotes
Paxe des y et une autre droite que nous prendrons pour axe des x.
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Dans ces conditions, I'équation de ce diameétre,
Y —3dy* 4 6cxy + 3bx* 4 agy k=
&y =94 +6cxy + 3bx* + agy + 2/a + k= o,

doit se réduire a la forme

Xy = const.
Donc

b pramnd d :j: y == 0,
et I'équation de la courbe se réduit a
ax® + 3cxy? + ex* +~ hx + ky + 1= o.

I.a fonction D devient égale a fac?, et comme elle doit étre néga-
tive, on voit que @ et ¢ ne peuvent pas étre vuls et que leurs signes
sont différents.

Par conséquent I’équation générale des courbes de la famille hyper-
bolique peut étre ramenée 4 la forme simplifiée

(n; xy? 4+ ey = o’ x' + Pt + gz + 9.

15. Equation simplifiee de la famille elliptique. — Si nous consi-
dérons maintenant la famille elliptique, nous pourrons encore prendre
pour axe des y I'asymptote de la branche hyperbolique et détermi-
ner I'axe des & par les mémes considérations que ci-dessus. Observant
en outre que la fonction D est nécessairement positive, nous arrive-
rovs a la forme simplifiée

(2) )Py = — Xt + St 4y + 4.

16. Equation simplifice de la famille parabolique. — Nous subdi-
viserons les courbes de la famille parabolique en deux classes, suivant
que le point multiple a l'infini est double ou triple.

I*® Crassk. — Courbes ayant & U'infini un point simple et un point double.
y P 'p }

Au point simple 4 D'infini correspond une branche hyperbolique.
Nous prendrons encore P'asymptote de cette branche pour axe des y
20..
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et nous déterminerons l'axe des x comme précédemment. La fonc-
tion D doit étre nulle; d’ailleurs ¢ ne peut pas étre égal a zéro, sans
quoi le point a I'infini de 'axe des y serait un point triple de ta
courhe. L’équation se réduit donc 4 la forme

/

(3) xy? ey =[fa’ + yx + 9.

II¢ Crasse. — Courbes ayant un point triple & ['infini.

Prenons pour axe des y une droite passant par le point a Vinfini
et pour axe des x une droite arbitraire.

L'équation en p devant avoir, dans cette hypothese, trois racines
infinies, nous aurons

et 'équation géuérale des courbes de cette classe prendra la forme
ax® + ex® + afxy + gy* + hx + ky + { = o.

Le diametre conjugné de la direction de P'axe des y a pour équa-
tion
2fx + 28) + A= o.

il se réduit & une droite qui peut etre inclinée sur axe des y, ou pa-
rallele & Faxe des ¥, ou située tout enticre a infint. De [ trois cas a

examiner :

[ Cas. — Prenons pour axe des x la droite dont il vient d’étre
parlé; nous aurons

h=/)=o,

et Péquation générale des courbes correspondantes prendra la forme
(4) N A O e

11° Cas. — Prenons pour axe des x une droite quelconque, mais
choisissons pour axe des y la droite méme qui représente le diametre
de la direction du point a Uinfini. Nous aurons pour équation géné-
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rale des courbes comprises dans le 1I° cas
(5; xy = ax® -+ x4+ yx + d.

J

111° Cas. — Dans le TII° cas, on a par hypothésev
JS=g=o,
et I'équation de la courbe se réduit a
ax® + ex® + hx + ky + 1= o.

Suivant que £ est différent de zéro ou égal & zéro, on arrive a I'unc
ou a lautre des deux formes

(6) y=oax®+Ba+yx + 0,
(7) =ax’ + fa* + yx + d.
17. Dénominations newtoniennes. — . Les équations simplifices (1),

(2),..., (6) auxquelles nous sommes arrivés par la considération des
diamétres, sont précisément celles qui ont été données par Newton
dans son Frumeratio linearum tertii ordinis; il en résulte que la
classification qui vient d’étre exposée peut s’exprimer au moyen des
dénominations newtoniennes de la maniére suivante :

Famille hyperbolique. Hyperboles redondantes .. (x4 cy = e ol EA S R

Famille elliptique. . . Hyperboles défectives..... (wyidey = — o222+ 'ty -+ .
{ ' GLASSE. B
| Hyperboles paraboliques.. (&y® -+ ey —Bax? 4 gz + 6,
Hyperbolismes de coniques.  (xy® + sy = ;1 +4).
2¢ CLASSE.
Famille parabolique. . ¢ Paraboles divergentes. .. .. Y=ard 4 Bt g x4,
Tridents.... ........... .r)f:;.ﬁ—i— B2+ o + 4.
Paraboles cubiques....... = ;x-’" + Bty 44
| Droites pavalleles. ... .. .. 0= ;;x“ + Bt 4 g+ 6.

Le trait placé sous un coefficient indique qu’il ne peut pas étre nul.
De la discussion des équations simplifiées résulte 1a subdivision des
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genres en espéces, laquelle a été donnée par Newton et complétéce par
Stirling. Ce dernier a compté quatre-vingt-une especes; Newton n’en
avait fait connaitre que soixante-seize, par suite de l'omission des
systemes de trois droites paralléles que représente I'équation (7).

18. Observations relatives aux équations précédentes. — Pour ob-
tenir les équations générales simplifiées des hyperboles redondantes,
des hyperboles défectives, des hyperboles paraboliques et des hyper-
bolismes de coniques, nous avons complétement déterminé les axes
des coordonnées.

Mais pour obtenir les équations générales des courbes de la TI¢ classe
de 1a famille parabolique, nous avons laiss¢ une certaine indétermina-
tion dans le choix des axes. 1l en résulte que ces dernieres équations
peuvent, sans rien perdre de leurs généralités, recevoir des simplifica-
tions nouvelles : c’est ce que nous allons développer.

Paraboles divergentes. — 1’axe des y n'ayant ¢ié déterminé que de
direction, nous pouvons transporter I'origine des coordonndes en un
point de rencontre de 'axe des x et de la courbe. Nous aurons alors
? = o, et 'équation prendra la forme

r*=ax®+ x4+ yx.

Tridents. — L'axe des x étant resté arbitraire, nous pouvons dis-
poser de sa position.

e diametre de la direction dont le cocfficient angulaire est égal
i 23 est une parabole représentée par I'equation

¥y =3ax® + ;3

'axe des y rencontre ce diammétre au point dont Pordonnée est )=+,
Plagons lorigine en ce point de rencontre et prenons pour axe des x
la tangente & la parabole, nous aurons nécessairement y = o, ct I'équa-
tion prendra la forme

xy = ax* + fa* + .

Parabole cubique. — La direction de I'axe des y a seule é1é déter-
minée, cet axe étant assujetti a passer par le point a I'infini.
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Le diamétre de la direction dont le coefficient angulaire est m a
pour équation
Sea*+affxr+9—m=o;

il se compose généralement de deux droites paralléles & 'axe des v et
se réduit 4 une droite double pour la valeur particuliére
2

ln:'y--a.

Prenons cette droite double pour axe des y; nous aurons

f=o,

et l'équqtion de la courbe deviendra
) =oax® -+ yx + d.

Le nouvel axe des y coupe la courbe an point dont 'ordonnée est
Y = d; prenons ce point pour origine des coordonnées et dirigeons
P'axc des a suivant la tangente 4 la courbe; 'équation se réduira i la
forme trés-simple

¥y =ax®

Droites paralléles. — Laissant ’axe des x arbitraire, on peut évi-
demment disposer de la position de I’axe des 7, dont la direction seule
est déterminée, de manic¢re i faire disparaitre le terme en x%. On
arrive ainsi a I'équation simplifiée

0 =ax®+ fx+ .

19. Nouvelle forme de I’ équation géncrale des hyperboles défectives.
— La considération de la conique centrale peut, comme celle des dia-
wetres, conduire a des formes simplifiées pour les équations des
courbes du troisiéme degré. Nous en donnerons un exemple pour les
courbes de la famille elliptique.

Reprenons I'équation générale

3

ax® + 3bx?y + 30;13)'2 ~+ ady® -+ ex* + afxy
+ gy +hx + hy +~{=o.

- s
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On en déduit 'équation générale de la conique centrale

N x? + (ad — be) xy + (hd — ¢*) 1?]

/

g [(ac — b
—3[lag — abf + ce)x + (bg — 2cf + de)y] +ge — [* =0

Lorsqu'il s’agit d’'une hyperbole défective, la conique centrale est
une hyperbole. Si nous prenons pour axes des coordonnées les deux
asvinptotes de cette courbe, 'équation précédente devra se réduire a
Ia forme

xy = const.,
et nous aurons
| ac — b* = o,
\ hd — * = o,
ag — 2hf + ce = o,

bg — 9(,]+ e = o.
Une combinaison tréssimple des deux premieres équations donne
b(bec — ad) = o.

Or 1 be — ad), coefficient de ay dans I'équation de Uhyperbole cen-
trale, ne peut pas étre nul; done b = o et conséquemment, d’apres la
seconde équation, ¢ = o.

Les deux derniéres équations se réduisent alors & ag = o et de = o.
D’autre part le discriminant D devient égal a a*d?; done ni a ni d ne
peuvent étre nuls, et par conséquent g =0, ¢ = o.

Le systéme des quatre équations ci-dessus posées équivaut donc au
systeme

) b=c= §=¢€=0,

et 'équation générale des hyperboles défectives se présente sous la
forme

ax® + by® + acxy -+ dx +ey + f = o,

tres-analogue 4 la forme de I'équation générale des coniques.



