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PURES ET APPLIQUEFS. I

VAR A ATV

ATTLTIAAARRIAL AVAAAARBAATLN VLML SAAAA WA IV AAA NS AUYREY)

SUR LA FORME
at o xy 4y 4 24 s

P M. J. LIOUVILLE.

L. On demande le nombre N des représentations d’un entier doune

quelconque n, par la forme
x4+ Xy 4+ yF 4+ 5+ 2t +
c'est-a dire le nombre N des solutions de I'équation indéterminee
n=x*+xy+ y+ 2z + a4+ t*,

ou x, y, z, t sont des entiers indifféremment positifs, nuls ou négatifs.
Comme le facteur 3, quand il divise n, joue un rdle a part dans la
solution de la question proposée, je ferai

n=3"q,

q étant un entier pair ou impair, mais premier a 3; el je dirai d’a-
bord que la valenr de n ne dépend pas de l'exposant a, en sorte
qu’elle est la méme que si P'on avail simplement n = ¢. Elle ne dé-
pend, en effet, que de la somme des diviseurs de g, somme que nous
représenterons a notre ordinaire par §, (¢), et I'on a

N=12&(q)

Ainsi, pour n =1, on a les douze représentations qui répondent

aux valeurs suivantes de &, y, z, ¢:

x =1, Y=o, zZ=o0, =0,

X = o, y=1, 2= 0, t—=o,
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=0, Y =0, =0, t=1,
X = 0, =0, Z2=1, t = o0,
r=—1x, Yy =0, Z2==0, t =0,
r =0, y=—1i, z=0, t=o0,
r =0, Yy = o, z=—=— 1, (=0,
=0, Yy =o, zZ=0. t=—1,
X =1, y=-1, =0, t—=o,
r=—1, ¥Y=1I, 7= 0, t—o0,
=0, ¥y =0, z=1, t—=-—-1
T = 0, ¥y = o, z=—1I, t=1;
et pouwt
n=23",
on aurait de méme
=12
Pout
n = boo
et pour

ce qui repond toujours @
¢ = 500 = 2%, 53,
comue
g, (hoo) = 7.156 = 1092,

il viendra

N =12.1092,
partant

N = 13104.

Y  Nous venons de déterminer le nombre total N des solutions tant
propres quimpropres de I'équation )

n=x*+xy + 3+ 2° -+ zt + .

Mais on pourrail aussl désirer d’avoir a part le nombre M des solu-
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tions propres, pour lesquelles aucan facteur > 1 ne divise a la fois .
s> %, L Or il n'y a jamais de telles solutions quand 7 est divisible
par 9, vu qualors tous les entiers .x, ¥, 2, t sont divisibles néces-
sairement par le factear commun 3, ainsi qu'il est facile de s'en assu-
rer. 81 dong on pose, comme ci-dessns,

n=3%"q,
¢ €tant un entier premier a4 3, on aura

M=o

toutes les [ois (ue l’exposan! % sera > 1.
Restent les valeurs « = o, o =1, d’ou les entiers

n=gq, n=>3y,

pour lesquelles la valeur de 31 sera la méme. Voici de quelle fonction
numeérique de ¢, M dépend alors. Soient a, b, ..., les facteurs premiers
de g, en sorte que
g=a"d ...,
et posons
7,0q) = (@ a* =) (b 4 b =)

nous aurons, dans les conditions indiquée's,
M =127, (q).
Ou reconnait dans la fouction
Z,(q)

une fonction numeérique déja employée par 'nous, et aniérieurenmient

employée aussi par Eisenstein a Voccasion du nombre des represen-

tations propres d’un entier impair par une somme de guatre carreés.
Lci lentier ¢, qui figure dans
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est premier & 3, mais indifféreunue
pair le facteur 2 est compris davs les facteurs a, b,....

rquestion plus haut. Soit, par exemple,

q = 500 = 2%.5%,

ol aura
Lyq) =28+ 2) (O + §%) = goo;
=( par suite le nombre M des représentations propres de chacun
denx entiers
500, 1ho00
par la tornu
a4y 4yt 22 4zt + ¢

sera cgal au produit

12.900,
¢ est-a-dire égal a

10300,

nt pair ou impair, et quand il est
dont il a éte

dt‘.s



