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SUR LA FORME 

x'2 +■ y2 -t- 2 ζ2 -t- 6t2 ; 

PAR M J LIOUVILLE 

I. La détermination du nombre des représentations d'un entier 
donné η par la forme 

x2 -l- y2 -+- 2 z2 612, 

ou, autrement dit, la détermination du nombre 

Ν (m = x2 -t- y2 + 3Z2 + 6<") 

des solutions de l'équation indéterminée 

η — χ2 -t- y2 -+- ι ζ2 -+- 612, 

se rattache à ce que nous avons donné plus haut concernant la forme 

χ2 + j2 +z" + 312. 

Nous continuerons ici à désigner par Ν (η) le nombre des représenta-
tions de η par celte dernière forme, c'est-à-dire que nous écrirons 
simplement 

N(«) 

au lieu de 
Ν (η — χ2 -+- y2 -+- ζ2 -+- 312 ). 

Nous continuerons aussi à poser 

η = a" 3 m, 

m désignant un entier impair non divisible par 3, et les exposants a. 



PURES ET APPLIQUÉES. i a5 

β pouvant se réduire à zéro. Enfin nous rappellerons que 

N(a
a

3"»n) = [3*
+,

-(- i)-^( = )] U-
K +

 '+ (~ ' ' ' ' " ' J 

ou l'on désigne abréviativement par 

Σ 
la somme 

— 1ì2<-*> ’ (IH 

relative aux groupes de diviseurs conjugués d, à du nombre entier 
m = dè. 

2. Cela étant, je remarque d'abord que le problème proposé pour 
la forme actuelle 

x2 -+- j·2 -t- 2 ζ2 + 612 

n'offre aucune difficulté quand il s'agit d'un entier η pair. Il est aisé 
en effet de prouver que, si α est > o, on a 

Ν (aK3/3m = χ1 -+- J2 -+- ι ζ2 + 61'2) = Ν (aK 1 y m) ; 

partant la valeur de 

Ν (aa3^m = χ- r2 + 2z2 + 6d) 

est alors égale à 

V + l + (- i)K+/3 [y - (- ι)"+'ί+~1 Σ· 

Mais pour α = ο, il faut une autre formule. 

5. On pourrait ici distinguer deux cas, suivant que l'entier im-

pair 3? m est de la forme 4g + ι ou de la forme 4g -H 3· 
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Pour Y m — 4g -+- 1, je trouve 

Ν ( Y m = χ- y2
 -4- 1 ζ1 -+- G t-) — ^ Ν ( ι. 3'3 m ), 

taudis que, pour 3^ m = 4g -4- 3, il vient 

Ν ( Y m = χ'1 + r2
 -4- 2 ζ- -4- G t2 ) = ^ Ν ( ι. Ύ m ). 

Mais on réunira ces deux cas en un seul, en prenant pour diviseur de 
l'unité dans le second membre, non plus 3 ou 5, mais 

4 —(—Ο 

En un mot la valeur générale de 

Ν (3 'm — ,x'2 -hy2 -l· 2z2 -h 6t2) 

est le quotient de 

c'est-à-dire de 

pa 

Ν (2.3βηι), 

3'*'+(->y(î)]U-t-·)' * 1ς· 

4 - (-1) 

Il y a done simplification, puisque le dénominateur n'est autre chose 
qu'un des facteurs mis en évidence au numérateur. De là résulte cette 
formule définitive, propre à tous les cas et digne d'attention : 

Ν (3β m — χ2
 + y~ 4- 2Z- -t- 6t2) = ^3'3+ι + (— ι / j 2' 

En prenant β = ο et distinguant les deux formes possibles de 
m (mod. 6), on a en particulier 

Ν (/ra = χ2 + y2 -+- 2Z- -+- 6i'2) = 4 2 



PURES ET APPLIQUÉES. la7 
si m = 6/ -t- j, tandis que 

Ν (w = .r2 -l- jr2 + 2Z2 + 6t'~) = 2 V 

si m =z 61 — ι. 

ί. Maintenant occupons-nous des représentations propres. Pour 
obtenir le nombre de ces représentations, il faudra au lieu de la 
somme 

où a, h,... sont les facteurs premiers de m — a,J b" ...\ mais il y a plu-
sieurs cas à distinguer. 

S'il s'agit d'un entier impair m, premier à 3, le nombre cherché 
s'exprimera par 

Σ 
employer le produit 

Π 
défini par Γ équation 

Π = [«* + (->) 1 (f)<r-'][ft" + (-o .... 

Ρ1 ; · i M 

mais pour le triple d'un tel entier, on devra prendre 

1>-(ί)1π· 
Enfin s'd s'agit d'un multiple impair de g, y m avec β > r, ce sera 

8.3'5-' Π. 

Passons aux entiers impairement pairs 2.y m. L'expression du 
nombre demandé sera 

Γ
3
ί+· _

 (
_ /-)] [

a
 +

 (
_ ,y

 r
j 



128 JOURNAL DE MATHÉMATIQUES 

pour β = ο et pour β = t, mais 

8.3'3-1

 a +ΓΙ 
pour β > ι. 

Pour les multiples de 4> non de 8, 4-3^///, ce sera 

L3-(- 0m — i J“Hn 

si l'on a β = ο ou β = ι, mais 

si β est > 1. 

8.3'-Π 

Enfin, pour les multiples de 8, 3''m avec α > 2, je trouve pont 
la valeur du nombre cherché : 

3.
2
*-

a
[3*

+,
 + (-0

a

-^(f)]n 

si l'exposant β — ο ou =1, mais 

si l'on a jS > 1. 

2
« + .3/3 Yl 


