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PURES ET APPLIQUEES, 105

AR VAAAAMA AMAA

SUR LA FORME
x*+ y* + 22 - 313,

Par M. J. LIOUVILLE.

1. Etant donné un entier quelconque 7, on demande une regle

simple pour calculer 4 priori le nombre N, ou N (n), des représenta-
tions de n par la forme

x2+j2+z2+312,
c’est-a-dire le nombre N(2) des solutions de I’équation indéterminée
n=ux+4 y* + 22 + 312,
ouwx, 7,z t désignent des entiers inditféremment positifs, nuls ou
négatifs.
Comme les nombres premiers 2 et 3, quand ils divisent n, jouent

un role tout spécial dans la formule qui détermine N(n)
rons

, IIOUS pose~
n=19"3"m,

m étant un entier impair, non divisible par 3, et les exposants «, f
pouvant se réduire i zéro.

Eisenstein s’est occupé en 1847 (Journal de Crelle, t. XXXV, p. 134)
du cas particulier de & = o, g = o0, n=m, c’est-a-dire du cas parti-
culier ot I'on ne considére qu'un entier impair non divisible par 3.
La regle qu’il indique sans démonstration pour trouver N (m) consiste
a chercher I'excés de la somme des diviseurs de m compris dans la for-
mule 12g = 1 sur la somme des diviseurs de m compris dans la for-
mule 12g+ 5 : on en conclut la valeur de N (1) en multipliant
excés dont il sagit (et qui est tantot positif, tantdt négatif) par les
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facteurs numériques respectifs

6, —i12, —2, 4
suivant que m est de I'une des quatre formes linéaires
1ok +1, 12k4+5, 12k —5, 12k —1,

dans lesquelles sout contenus tous les entiers impairs non divisibles
par 3.

Décomposons m en deux facteurs d, ¢ de toutes les manieres pos-
sibles, en sorte que m = d¢. En employant une notation de Legendre.

on a
d—1

quand
d=r12g=*1,

randis que

e 2 ((—;) —_= 1

quand
d=12g x5

L’exces de la somme des diviseurs d compris dans la formule 12g == 1
sur la somme des diviseurs d compris dans la formule 12g &= 5 s'ex-

prime donc par la fonction numérique

4=
2(—1) * (%l) d.

Laregle d’Eisenstein revient des lors aux quatre ¢quations ci-apres :

pour m =12k + 1,
d—1

Nim)= 62(— o (g) d;

pour m =12k + 5,

d—1
Nim)=— 122(——1) 2 (g)d
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pour m = 12k — 5, )
—1

N(m)=— 2 2 (— I)T (g) d;

enfin, pour m = 12k — 1,

d—1
d

N(m):[;Z(—I) i (53 d.

On peut substituer a la fonction

d -1

une autre fonction numérique de méme valeur absolue, mais qui a
I'avantage d’exprimer toujours un nombre positif. Cette fonction nou-

velle est

On la trouve égale a -

quand m =12k = 1, va qu’alors on a

d— d—1

)= )

mais égale et de signe contraire quand m =12k = 5, attendu que

dans ce dernier cas

0T (=m0 (2,

comme il est aisé de s’en assurer.
On peut donc poser, pour m = 12k + 1,
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pour m= 12k + 5,

pour m = 12k — 5,

N (m) = 22(—;)0? @) d;

enfin, pour m = 12k — 1,

Nm=aZ (1) d

Mais je réunis ces quatre formules en une seule, en écrivant

m—1
/

N () = [3 — K%)] [2 + (— ”T] >

ou, pour abréger, je mets simplement Zs au lieu de

2. La régle d'Eisenstein ne s’appliquan{ ni aux entiers impairs
multiples de 3, ni aux entiers pairs premiers & 3, ni a fortiori aux en-
tiers pairs et multiples de 3, nous avons di non-seulement constater
au moyen de nos formules genérales Vexactitude de ses énoncés, mais
aussi en chercher d’autres pour les cas qu’il a omis et qui ont leurs
difficultés propres.

Qu'il s'agisse d’abord d’un entier 2 impair, mais multiple de 3, et
soit

n=23%m,

I'entier m étant premier 4 3. Continuons 2 désigner par la simple

lettre 2 la fonction numérique de m employée plus haut. Nous au-

rons

m—1

I

e a )|
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Cette formule convient méme au cas de 5 = o: elle redonne alors la
valeur de N (m) inscrite 4 la fin du n° 1.

Pour S =1, et en distinguant les quatre formes linéaires dont m
est susceptible relativement au module 12, on a les équations spé-
ciales que voici : quand m = 12k + 1,

N(3m) =10 2;

quand m = 12k + 5,

N(3m) = 82;
quand m = 12k — 5,

N (3m)=3o Z
enfin, quand m = 12k — 1,
N(3m) = 24 Z
Passons aux entiers n non divisibles par 3, mais pairs, de facon que
n=2%m,

m étant impair et premier 3 3. En conservant i Z sa signification, je

trouve cette fois

m—1

N(2"m) = [3 — (=1~ (%)] [2““4— (— l)y+ * ]E

En prenant o = o, on retrouverait la valeur déja donnée de N (m).
En prenant o = 1, on a, pour m = 12k + 1,

- N(‘zm):mz;
pour m = 12k + 5,
N(2m) = 62;

pour m = 12k — 5,

N(2m) =20 2
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pour m = 12h — 1,
N (2m) =10 2
Considérons enfin un entier quelconque » mis sous la forme
n=2"3Fm,
m étant impair et premier a 3. Pour avoir
N (2%3%m),

on cherchera encore la fonction de m désignée par Z, puis on la mul-

tipliera par le produit des deux facteurs

et

qui dépendent i la fois de m et des exposants «, f3. En d’autres termes

N (273 m) = [:3,;% et (g)J [ZHI BV, ] S,

Cette formule remarquable est absolument générale ct I'on peut y at-
tribuer aux exposants «, f3 toutes les valeurs possibles, méme la valeur
7810.

. om—1
D:—!—p-#——')—

5. On voit que la fonction numérique de m marquée par la lettre

2 .

et définie, au moyen des facteurs conjugués <, & de m, par la somme

joue dans la valeur de

N (2%3f m)
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le role le plus considérable, quoique d’autres éléments y aient aussi
de T'influence.

En donnant avec Jacobi une cxtension utile au symbole de Legendre
qui figure dans nos formules, on peut écrire

g —1

-7 0=

et la fonction Z devient

-l \ g

¥ (:’{) d.

Cette forme est celle quon doit préférer pour mettre en évidence cer-
taines analogies; mais dans 'usage ordinaire elle est moins commode.

La somme Z peut s’exprimer par un produit. 1l est aisé de s’assurer

en effet que si a, b,... désignent les facteurs premiers distincts de rm,
en sorte que

m=a"b’...,
fa valeur de Z sera celle du produit des facteurs ci-apres

a-—1 a—1

a4 (—1) ” (—g) a4 a4 (=)

.......................................................

— —y 3 :
a“+<§>a" " at T ~)a*‘ S,
a Xy
3 g y—1 3 g
b‘+<z)b ‘“+ b *—f—(ﬂb Sk,
/

on voit par la que la valeur de 2 est essentiellement > o. Pour
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m=1,57,11,13,17, 19, 23, 25, etc., les valeurs respectives de Z
sont 1, 4, 6, 12, 14, 16, 18, 24, 21, etc.

4. La formule générale donnée pour

N (2%3%m)

résout complétement la question que nous nous étions proposée. Mais
nous ajouterons une remarque utile en décomposant la valeur to-
tale de

N (273 m)

en deux parties séparées
N (2%3%m), N (2°3"m),

dont elle sera la somme, et qui exprimeront les nombres de solutions
de I'équation indéterminée

2% m =2+ y* + P+ 30

pour les deux cas distincts de z® + 3¢* entier impair et de z? + 3¢°
entier pair.
On a en effet pour z* + 3¢ impair

;

N’ (2:13,3”1) — 21 [3ﬁ+x _ (_ l\)a+?3 (%\’] Z

et pour z2 + 3¢° pair

m-—i
A

N (273 m) = ‘;3'3'*" —— et e <%>} [2”‘+ (— 1) ' ] 2,

formules desquelles résultent de nombreuses conséquences.
Je supprime, pour le moment, d’autres remarques d’une importance
égale, qui pourront trouver leur place ailleurs.

%. Nous avons déterminé le nombre total

N (2%3% m)
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des solutions tant propres qn’impropres de I'équation

2*3fm = x? + %+ 2 + 3¢,
savoir

& P E ) o1 ot—(—ﬁ—f—-’-'—l—:—[
N (a3 m) = [377 — (- ayra () R Is

Mais on peut demander a part le nombre
M (2% 3 m)

des solutions propres, c’est-a-dire des solutions pour lesquelles aucun
facteur > 1 ne divise 4 la fois x, y, z, ¢. Pour cela, considérons I'en—
tier m décomposé en facteurs premiers sous la forme

m=a"b ..,
puis formons le produit

o= 5]

“

dont les facteurs successifs sont

a—1 b —1
>

aﬂ+(#.)7(§)a#*', B (—1) " b

et que je désignerai par la simple lettre
On passera de la valeur de N (2%3fm) a celle de M (2”3°m) en rem-
placant d’abord Z par [ mais de plus, si §est > 1, cn remplacant
le facteur

B ()T (’Z)
p‘d]’

8.3,43—“!3

Tome VIII ( 2° série). — Avmi. 1863. !
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et, si « est > 1, le facteur

m—1

par

3.2%7 0.

Cette regle s’accorde avec celle qu’Eisenstein a donnée pour le cas
particulier de « = o, 3 = o, le seul dont il se soit occupé : il suffit alors

de chaunger 2 en H

Je remarquerai en terminant que si I'on représente le produit “
par P (m) et la somme z par Q (m), on aura
Q(m)="P ('I’-> et P (ﬂ S

D représentant les diviseurs de m dont le carré D? divise aussi m. ce
qui arrive toujours pour D =1 par exemple.




