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SUR LA FORME 

•r2 + f1 + a s2 + 4 ï2 ; 

PAR M. J LIOUVILLE. 

1. Étant donné un entier η pair ou impair (que nous représente-

rons par 2am, in étant impair et l'exposant α pouvant se réduire à 
zéro), on demande le nombre Ν des représentations propres ou im-
propres de η par la forme 

Je2 -t- + îz2 +4t2 

et aussi le nombre M des seules représentations propres. Or il arrive 
ici (comme dans d'autres cas déjà traités) que Ν dépend de la fonc-
tion numérique ω, [m) définie, au moyen des diviseurs conjugués d, 
â de l'entier impair m = dâ, par la formule 

im) = 2(— o8im) = 2(— o8im) = 2(— o8 

tandis que M se déduit de la fonction O, (m) exprimée par le produit 

im) = 2(— o8im) = 2(— o8im) = 2(— o8im) = 2(— o8 

où ρ est un facteur premier quelconque de m, μ le nombre de fois que 
ρ divise m. Pour m = 1, on fait naturellement O, (m) = 1. 

2. Soit d'abord η impair, η = m. Je trouve que l'on a alors 

Ν = 4ω( (m) 
τ3. 
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et 
M = 40, (m), 

quelle que soit la forme linéaire de m. 
Au contraire, pour η pair, η — 2a m, α > o, l'on a 

Ν = ι (2α + Ι — ι) ω, (m) 

si m = 8 A' zh ι, mais 

Ν = 2 -+- ι) ω, (rn) 

si m = 8k ± 3. La forme linéaire de m influe donc cette fois sur N. 
Elle influe également sur M lorsque a — ι ou 2, mais non pour 
a. > 2. 

Quand a — 1, c'est-à-dire quand η est impairement pair, η = ι m. 
il vient 

M = 6O, (m) 

si m = 8/f ± 1, mais 
M = ioO, (m) 

si m = 8 k ± 3. 
Quand CL — 2, c'est-à-dire quand Η est divisible par 4> non par S, 

n — Î\m, on a 
M = ioO, (m) 

si m — 8 k ±l f, mais 
M = i40, (t») 

si m = 8k ± 3. 
Enfin pour α > 2, on retrouve une formule unique : 

M = 3.2*0, (m). 

3. Soit, comme premier exemple, ri —m — 9. On aura, par nos 
formules, 

Ν = 4ω, (Q) = 28 

et 
M = 40, (m) = 24. 
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Or, par les équations 

9 = (±I)2H-(±;2)2 + 2.O2 +■ 4 (±: i)\ 

9 = ( — 2)2 "+· (— I)2 A" 2·°2 + 4 ( — 0% 

9 = ( ± ι)2 -F- o2 -+- 2 ( ±. 2)2 -+- 4-02, 

9 = O2 + ( ± l)2 + 2 (rh 2)2 -+- 4·ο2) 

nous avons en effet vingt-quatre représentations propres du nombre 9, 

à quoi viennent s'adjoindre quatre représentations impropres, puis-
que l'on a 

9 = ( ±: 3)2 -1- ο2 -1- 2.02 -+- 4·ο2 

et 
9 = o2 H- (±; 3)2 -4- 2.02 -I- 4.02. 

Soit à présent η = !\ — 22. 1, d'où m — ι, α = 2. Le nombre 1 ap-
partient à la forme linéaire 8 k + j, et l'on a 

ω|(ι) = ι, 0,(i) = i. 

Nos formules donneront donc ici : 

Ν = 2 (23 — 1) = l4 
et 

M= 10. 

Or, par les equations 

4=(±l)2 + (±l)2 + 3(±l)2+/).02, 

4 = o2 -+- o2 + 2.O2 4 ( — τ)2, 

nous avons d'abord dix représentations propres, puis par les équations 

4 = (±1 2 )2 -I- O2 H- 2.02 -I- 4·°% 
4 = o2 H- (i 2)2 -+- 2.O2 + 4.O2, 

quatre représentations impropres, qui complètent le nombre 14. 
Soit enfin η — 2θ = a2.5. Comme 5 est de la forme 8A1 — 3, nos 
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formules donneront cette fois 

Ν = 2 ίι3 + i) ω, (5) = 72 
et 

M = 1/,0,(5) = 56. 

Or c'est ce que confirment les deux groupes de décompositions . 

20 = 32 -t- 32 -t- 2.12 + 4·°% 

20 = i2 -1- i2 + 2.32 -t- 4·ο2> 

2o == 42 + o2 + 2-°2 -t- 4·1 % 

20 = 22 + 2 2 -+- 1.2' -t- 4· 12 

20 = I 2 + I 2 -L· 2.1 2 -+- 4. 22, 

et 

20 = 22 -t- 4" -4- 2.O2 4- 4.02, 

20 = 22 -t- Ο2 + 2 .02 + 4 · 2 2 , 

si l'on a soin d'y marquer du double signe les racines des carrés qui 
ne sont pas nuls et d'y effectuer les permutations convenables. 


