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PURES ET APPLIQUÉE?. 69 

SUR LA FORME 

χ2 + 8j2 + ιβζ2 -+- 16t2·, 

PAR M. J. UOUVILLE. 

1. Étant donné un entier η pair ou impair (que nous représente-
rons par -i^m (m étant impair et l'exposant α pouvant se déduire à 
zéro), on demande le npmbre Ν des représentations de η par la 
forme 

.r2 -+- 8j2 -t- i6z2 -+- \6t'\ 

c'est-à-dire le nombre Ν des solutions de l'équation 

η — χ2
 -1- 8j2 -t- i6z2 -+- i6i2, 

où x, j-, z, t sont des entiers indifféremment positifs, nu|s ou né-
gatifs. 

Le cas de η impair, η = m, est le plus intéressant. (Pour les 
nombres de l'une des trois formes 8A: -+- 3, 8£ — 3, 8λ· — ι, on a évi-
demment Ν = ο. Mais le cas de 

η = m = Sk -+-1 

est très-curieux. Il faut considérer d'une part la fonction numérique 
ω, (m) définie, au moyen des facteurs conjugués r/, â de l'entier 
m — dà, par l'équation 

«i(n») = 2(—i) 8 d> 

et d'autre part la somme 

«i(n») = 2(—i) 8 d> 
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relative aux entiers r impairs et positifs qui peuvent figurer dans l'é-
quation 

m = r2 + 2 u2, 

où l'entier u (qui sera pair ici, puisque m ~ 8k + i) doit être pris, 
quand il n'est pas nul, avec le double signe ±. Cela posé, on a 

r— ι 
N = M

I
(IB) + 2(-I)~'·. 

Soit, par exemple, m = ι = r2 + 2.02; par suite 

/· — I 

ω,(ι») = ι, 2*r=I· 

Notre formule donnera 
Ν = 2, 

ce que confirme l'équation 

ι = (± i)2 -+- 8.o2 -ι- 16.02 -+- 16.02 

qui fournit en effet deux représentations. 
Soit, en second lieu, m = 9. On a ω (9) = η. De plus les équations 

9 = 32 + a.o2, 9 = 12 4- 2 (rt a)2 

donnent trois valeurs de r, l'une égale à 3, les deux autres égales à 1. 
Donc 

Ν = 7 — 3 + 2=6. 

Or le nombre 9 a en effet six représentations conténues dans les équa-
tions 

9 = (± 3)2 + 8.02 + 16.ο2 + 16.02, 

9 = (± ι)2 + 8 (±; 1)2 -+- J6.O2 + 16.02. 

Soit encore m = 17 = 32 + 2 ( ±. 1)2. Alors 

N= 18- 2.3 = 12 r 
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cette valeur de Ν s'accorde avec les équations 

17 = (± i)2 4- 8.02 ι6(± 1)2
 4- 16.o2, 

1 7 = ( d: 3)2
 4- 2 ( ± 2) -+- 16.02

 4- J6.O2, 

dans la première desquelles on peut permuter les deux dernier|> termes. 
Soit enfin m = iS — 52 4- a.o2. Il viendra 

Ν = 2i 4- 5 = i6. 

Or cette valeur de Ν est vérifiée par les trois équations 

20 = 52 4- 8.O2 4- 16.02 4- 16.02, 

25 — I24-8.I24- X6.I24- 16.02, 

25 = 32 4- 8.02 4- 16. i2 4- 16.02, 

en y affectant du double signe les racines des carrés qui 11e sont pas 
nuls et en opérant les permutations convenables. 

2. Soit à présent n pair, n — χ* m, χ > ο. Il est clair que dans l'é-
quation 

2Y
M = X

2
 4- 8JA 4- I6Z2 4- I6T2, 

le premier carré devra être pair, partant divisible par 4· Si djonc on a 
a — 1, n — 2 m, l'équation sera impossible, de sorte qu'alorsj 

N = O. 

Mais si n est pairement pair, χ > ι, alors en posant χ — et divi-
sant par 4, on trouvera 

2K 2m — jr2 4- zy* 4- 4-h 4^2? 

ce qui nous ramène à une forme dont nous nous sommes oceijpés dans 
ce cahier même. 

Il en résulte pour le nombre N des représentations d'uni entier n 
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paireinent pair, par la forme actuelle 

oc2 -+- 8r! -+- i6z2 + 16t3, 

les résultats suivants : 
i" Soit η divisible par 4, non par 8, η = l\m. Alors 

Ν = ι ω, (m), 

quelle que soit la forme linéaire de m. Ainsi l'entier 4 a deux représen 
tations fournies par l'équation 

4 = ( ± a) + 8.o2 + 16.02 + 16.02, 

et l'entier ι a en a quatre contenues dans la formule 

12 = (it 2)2 + 8 (it ι)2 + 16.02 -t- 16.02. 

2°. Soit η divisible par 8, η = α > 2. On aura 

Ν = 2 (2α ' — ι) ω, (m) 

si m = 8 k ± i, mais 

Ν = 2 (2* 2 H- ι) (m) 
si m = 8k ± 3. 

Ainsi l'entier 8 a deux représentations fournies par la formule 

8 = ο2 + 8 (± i)2 -t- 16.02 -t- 16.02 ; 

et l'entier 24 en a douze, contenues dans les équations que voici : 

24 = ο2 + 8 (± i)2 -t-16 ( ± ι)2 + 16.0% 

24 = ο2 + 8 (± i)2 -+- 16.02 + 16 i)2, 

24 = (it 4)2 + 8 (± ι)2 + 16.02 + 16.02. 


