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SUR LA EORME 

.x2 -+- iy2 ■+■ 4 ζ,2 + 4t2 ; 

PAR M. J. LIOUVILLE. 

I. Etant donné un entier τι pair ou impair (que nous représente-

rons par 2K//2, m étant impair et l'exposant a pouvant se réduire à 
zéro), on demande une règle simple pour calculer le nombre Ν des 
représentations de η par la forme 

jc2 4- iy2 4- 4z2 -+- 4t2, 

c'est-à-dire le nombre Ν des solutions de l'équation 

η — x2 4- iy2 4- 4z2 + k?, 

où x, y, z, t. sont des entiers indifféremment positifs, nuls ou néga-
tifs. Or on va voir que tout dépend de la fonction ω, (m) dont nous 
avons parlé plusieurs fois déjà, en la définissant au moyen des fac-
teurs conjugués H, â de l'entier m — dè, par la formule 

ωι im) = 2(~ ο 8 d-

2. Soit d'abord η impair, η — m. Je trouve que l'on a 

Ν = 2(0, {m), 

quelle que soit la forme linéaire de m. 
Ainsi, pour m = x, on a Ν = ι ; et c'est ce que confirme l'équation 

I = (± i)2 4- 2.o2 4- 4*o~ 4- 4·θ2· 

Pour m = 3, on a Ν = ι ω, (3) = 4· L'équation 

3 = (± ι)2 4- 2(± i)2 4- 4.02 4- 4.0
2 
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confirme ce fait. Pour m — 5, il vient Ν = 2 ω, (5) — 8. Or on a en 
effet huit représentations fournies par les équations 

5=(±i)2h- 2.0
2
 -t- 4 ( — Q

2
 + 4·°% 

5 = (± i)s +î.o! + 4··θ2
 -t- 4 ( — Qu'-

Enfin pour m = η, on a Ν = ιω
{
 (m) == t G ; et les deux équations 

7
 = (± ι)2 + a(± ι)2 -+- 4 ι)

2
 + 4.o2, 

7 = (±. l)2 4- 2 (± i)2 -+- 4-02 + 4 ( — O2 

donnent, comme il le faut, seize représentations. 

5. Soit à présent n pair, n — t in, a. > o. Alors on a 

Ν = 2(2a- ι) ω, (m) 
si m = 84 ±; ι, mais 

N = 2 (2K-t- ι) ω, (m) 

si m — 8 k :+: 3. 
Ainsi pour n = 2, il viendra N = 2, conformément à l'équation 

2 = o2 + 2 ( ± i)2 -+- 4.02 -t- 4.02, 

tandis que pour n = 4, on aura N = 6, comme le montrent en effet 
les trois équations 

4 = (± 2)2 -f- 1.02 -t- 4.O2 + 4.O2, 

4 = ο2 -t- 2.02 -t- 4 ( — Ο2 -t- 4·ο2, 

4 = ο2 + 2.O2 + 4.O2 -t- 4 ( — t)2· 

Pour n = 6, on aura N = 2 (2 + 1) ω, (3) = 12. Ce fait est confirmé 
par les équations ci-après : 

6 = (zh 2)2 -t- 2 (± ι)2 + 4.02 + 4.02, 

6 = o2 + 2 ( — i)2 -+- 4 ( — l)2 + 4-°2, 

6 = o2 + 2 ( ±. ι)2 + 4.02
 + 4 ( ± Q2· 
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Enfin, pour η = ίο, les équations 

I Ο = Ο2 -+- 2 ( ± l)2 + 4 (± l)2 -H 4 (— ·)θ 

IO = ( r a)2 -ι- 2 (± ι)2 + 4·θ2 -+- 4 ( — 0% 

io = (± 2)2 -+- ι ( ± [)2 -f- 4 ( — Ù
2
 + /4.02, 

vérifient encore nos formules qui donnent Ν = 2 (2 + 1 ) ω, ( 5 ) =: a4-

ί. Occupons-nous aussi du nombre M des représentations propres, 
et à cet effet introduisons la fonction Ο, (m) définie, au moyen de la 
décomposition de m en facteurs premiers, 

m = υ (//), 
par I équation 

°« (m) = Π Ip11··*- (— ο 8 Ρ'"~\· 

Pour η impair, τι — m, on a 

M = 20, (m ), 

quelle que soit la forme linéaire de m. Pour η impairement pair. 
τι = 2m, je trouve au contraire 

M = 2O. (m) 
si m — 8 k ±: 1, mais 

M = (iO, {m) 

si m = 8A" ± 3. De même pour η divisible par 4, »on par 8, η = 4'«, 
on a 

M = qO, (/«, ou M = 8 0, (m), 

suivant que m = 8k ± 1 ou — 8k ± 3. Mais pour η divisible par 8, 

η = ι* ni, a > 2, la formule unique est 

M = 3.2a~'.0, (m). 


