JOURNAL

ATHEMATIQUES

PURES ET APPLIQUEES

FONDE EN 1836 ET PUBLIE JUSQU'EN 1874

Par Joserns LIOUVILLE

PAUL SERRET
De quelques analogies de la géométrie du plan a celle de I’espace

Journal de mathématiques pures et appliquées 2¢ série, tome 7 (1862), p. 377-406.
<http://www.numdam.org/item?id=JMPA_1862_2_7__377_0>

gallica NUuMDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Gallica de la Bibliotheque nationale de France
http:// gallica.bnf.fr/

et catalogué par Mathdoc
dans le cadre du pole associé BnF/Mathdoc
http:// www.numdam.org/journals/ JMPA


http://www.numdam.org/item?id=JMPA_1862_2_7__377_0
http://gallica.bnf.fr/
http://www.numdam.org/
http://gallica.bnf.fr/
http://www.bnf.fr/
http://gallica.bnf.fr/
http://www.mathdoc.fr/
http://www.numdam.org/journals/JMPA

PURES ET APPLIQUEES. 379

QUELQUES ANALOGIES

GEOMETRIE DU PLAN A CELLE DE L'ESPACE;

Par M. Pic. SERRET.

I.

1. Si dans le plan Pon porte bout a bout trois droites perpendicu-
laires aux cotés d'un triangle et respectivement égales i ces cotés, le
circuit résultant se ferme de lui-méme en un second triangle égal au
premier et dés lors de méme surface.

De méme, dans Vespace, si 'on porte bout 4 bout quatre droites
perpendiculaires aux faces d'un tétraédre ABCD et respectivement pro-
portionnelles aux aires de ces faces, le circuit résultant se ferme de
lui-méme (proposition connue) en un quadrilatére gauche A’B'C'D’
ou en un second tétraédre de méme nom et des mémes sommets : et
l'on a, entre les volumes de ces deux tétraédres orthogonaux, la re-
lation

V' =kV?,
ou k désigne une constante.

2. Les trois angles des arétes opposées du tétraédre primitif ABCD
servent de mesure aux trois diédres diagonaux du quadrilatére ortho-
gonal A’B'C'D'; les deux premiers de ces diédres n'ayant pas besoin
de définition, et le troisiéme ayant chacune de ses faces parallele
a deux cotés opposés du quadrilatére A’B'C’' D’ et son aréte paralléle
a la droite des milieux des diagonales.

Tome VI (3¢ série). — Novemere 1862. 48
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CoROLLAIRE. — Si deux des trois diedres diagonaux du quadrila-
tére orthogonal A'B' G D' sont droits, il en est de méme du troisiéme,
et les arétes opposdes du tétraédre primitif sont perpendiculaires entre
elles.

3. Les aires des faces du tétraédre orthogonal A’ B C'D' sont pro-
portionnelles & quatre arétes consceutives du tétraidre primitif ABCD,
et les plans de ces faces sont perpendiculaires a ces arétes.

Corollaire. — Deux tétraedres orthogonaux sont reciprogues.

4. Prosrime. — Les aires des quatre faces étant donndes, definir
le tétracdre maximum. (LLAGRANCE.)

Soient ABCD le tétraedre cherché et A’B €' D’ son tétraedre ortho-
gonal. Les aires des faces du premier étant données et son volume
étant maximum, les quatre arétes consécutives A’ B, B'C', C'1), D" A’
du second sont aussi données; son volume V' est maximum (n® 1); et
le probléme est ramené a celui-ci, beaucoup plus facile : Definir le
tétraédre maximum A'B' C' D' parmi tous ceux que L’on peut construire
avec quatre arétes consécutives de longueurs donndes. Or, sous ces
nouvelles conditions, il devient évident que le tétraédre maximum
A'B'C’'D est celui dont les diédres diagonaux A'C/, B'D' sont droits.
En elfet, si le diedre A’ C’ n’était droit, on pourrait, en laissant inva-
riables les triangles A’ B'C’ et A’ D'’ dans leurs plans respectifs, ame-
ner le plan du second 4 étre perpendiculaire au plan du premier par
une rotation effectuée autour de la diagonale fixe A’ C'. Par 14, la base
A'B'C’ du tétraédre ne changerait point, wais sa hauteur et son
volume augmenteraient. Donc, etc. Daillears les diedres diagonaux
du tétraédre orthogonal A’B’ C' D' étant droits, les arétes opposées due
tétraedre primitif ABCD sont perpendiculaires entre elles. Et cette dé-
finition géométrique du tétraédre maximum résulte aussi des équations
données par Lagrange.

Si on désigne en effet par a, b, ¢ les cotés de la base ABC, et par
a', b, ¢ les arétes opposées a ces cotés, le tétraédre maximum est dé-
fini, suivant lillustre géométre, par ces égalités (Mémoires de I’ Aca~
démie de Berlin, 1773, p. 160)

(l) a?__ blﬂ_c/E___b?_CIQ__aﬂ:C‘.‘._a/?_b'I’
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ou, avec moins de symétrie, par les suivantes,

a2

(1) a@?=b*=b?—~a?, b —c*=c?—=b? —a*=a*—c"?;

et ces derniéres exprimeunt, suivant une remarque duoe a Lhuillier, que,
dans le tétraédre cherché, le pied de chacune des hauteurs sur la face
opposée coincide avec le point de rencontre des hauteurs de cette face
(De Relatione mutua, etc., 1782, p. 151). Une seconde interprétation
équivalente, mais plus immédiate encore, des équations (1) est celle-ci:
Les perpendiculaires abaissées de deux sommets quelconques du té-
tracdre maximum sur 'aréte qui réunit les deax autres sommets, cou-
pent cette aréte au meme point, et par suite les arétes opposées du
tétraédre maximum sont perpendiculaires entre clles; propriété déja
énoncée par M. Painvin.

5. La notion du tétracdre orthogonal permet de démontrer sim-
plement ce théoréme connu : Le tétraédre maximum, parmi ceux qui
ont la méme surface totale, est le tétraédre régulier.

Eu effet le périmétre total du quadrilatére conjugué A’B'C'D’ est
maintenant donné; et pour que le volume du tétraédre de méme nowm
soit maximum, il faut d’abord que ses diedres diagonaux soient droits,
comme précédemment ; ensuite que ses arétes consécutives A'B, B' ¢,
C'IY, D' A’ soient égales entre elles, cette derniére condition résultant
d'une propriété de maximum du triangle isocéle. Les arétes opposées
du tétraedre primitif ABCD sont donc perpendiculaires entre elles, et
toutes scs faces sont équivalentes. Or il est aisé de voir que la combi-
naison de ces deux conditions entraine successivement 1'égalite des
faces et cclle des arétes, ou la régularité du tétracdre.

6. De tous les tétraédres construits sur une base donnée et de
méme surface totale, le tétracdre maximum est celui dont les faces
latérales sont également inclinées sur la base : théoréme da a Lhuillier,
et dont la démonstration est également facile par I'analyse ou la géo-
métrie. Il en résulte, par Pemploi du tétraédre orthogonal, cet autre
théoreme : De tous les quadrilateres gauches construits sur un coté
donné et sous un périmetre total également donné, celui qui donne

48..
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naissance a un tétraedre maximum est tel, que les trois cotés libres
b, c, d, soient également inclinés sur le c6té donné a.

IT.

1. L’équation générale des surfaces du second degré S,, tangentes
aux quatre cotés d'un uadrilatere gauche ABCD, est

(1) (@A +bB+ ¢C + dD)* + A AC + p.BD = o,

Fie. 1.

a, b, ¢, d, ), p. désignant six parametres arbitraires, et les plans des
quatre angles A, B, C, D du quadrilatére étant représentés par les
équalions

0=A=B=C=D.

Si I'on cherche en effet les traces du coté AB{(A=o0, B=o) surla
surface (1), on trouve deux traces confondues en une seule :

A=o0, B=o0, (¢cC+dD;=o.

Chacun des cotés du quadrilatére est donc tangent a la surface (1),
et celle-ci renferme en outre le nombre convenable de parametres
arbitraires.

Dailleurs le point de contact a du coté AB étant défini par les
équations simultanées

A=o0, B=o0, ¢C+dD=o,
ce point appat‘tient au p]an

(2) aA+bB+c¢cC+dD=ou:
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il en est de méme des points de contact b, ¢, d des aulres cotés du
quadrilatére; et P'on voit que : Dans tout quadrilatére gauche cir-
corscrit & une surface dn second degré, les points de contact des cétés
appartiennent a un mémne plan.

Le théoreme segmentaire de Newton, et celui de Carnot sur les po-
lygones gauches coupés par un plan transversal, conduisent aisément
au méme résultat; c’est méme ainsi que cette proposition, qui nous
avait paru nouvelle, a été établie d’abord par Brianchon. (Voir Pro-
Pri€tes projectives. )

2. Considérons 'hyperboloide & une nappe représenté par |'équa-
tion

(3) )\-AC _i_ [\L.BD = 0.

Cet hyperboloide, comme on sait, passe par les quatre cotés du
quadrilatéere gauche ABCDj; et il résulte, de la forme des équations (1)
et (3), qu'il est circonscrit a la surface (1) suivant la courbe (2). On
pourra donc mener, par chaque point m: de cette courbe, une géné-
ratrice du second syst¢me de ’hyperboloide, tangente en i 4 la sur-
tace (1), s’appuyant sur les deux génératrices fixes AB, CD du premier
systéme, et déterminant des lors, sur celles-ci, des divisions homogra-
phiques.

De la, en considérant les génératrices de I’hyperboloide sous un
autre point de vue, et les regardant comme celles des tangentes i la
surface (1) qui s’appuient sur les deux tangentes fixes AB, CD de cette
méme surface, on déduit ce théoréme :

Etant données deux tangentes fixes d’une surface du second degré,
les tangentes de cette surface qui rencontrent les deux premiéres, dc-
terminent sur celles-ci dewx divisions homographiques ; leurs points de
contact surla surface sont distribués sur une courbe plane, et ces droites
sont les génératrices d’un lyperboloide circonscrit a la proposée.

Remarque. — Etant données les deux tangentes fixes AB, CD, si 'on
prend un point quelconque A de P'une d’elles pour sommet d’un
cone circonscrit & la surface, et que 'on construise les traces de la
seconde tangente CD sur ce cone : 'on aura, en général, deux traces
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D, D'; et, par suite aussi, deux droites distinctes AD, AIY', s’appnyant
sur les deux directrices données, et tangentes & la surface. Deés lors, si
le point A se meut-sur la directrice AB, les deux droites AD, A1)’ en-
gendrerontdeux hyperboloides distincts, circonscrits a la surface pro-
posée suivant deux courbes distinctes. Cest ce qui résultera d’ailleurs,
avec plus de clarté, du calcul suivant.

3. Pro®LiMe. — Etant donndes deux tangentes AA', CC/, d’une sur-
Jace dusecond deqré, trouver la surface engendrée par une dioite qui se
meut en demeurant tangenie a la surface donnde, et s'appuyant fou-
Jours sur les deux tangentes données.

Chacune des deux tangentes données AA’, CC' devant étre définie
ar deux plans, nous ferons passer, par AA’, un plan quelconque A= o;
} ? } ’ ] b q 3

Fic. 2,

par CC, un plan quelconque C = o; et, peur les deux autres plans né-
cessaires a la délermination de ces droites, nous choisirons les plans
A’ = o, (! = o, menés par chacune d’elles et par la droite A’C’ qui
réunit leurs points de contact sur la surface, dont I'équation est des

lors
(1 AlcC+ Q)+ A(yC+yC )+ A" + pC® = 0.

Une droite quelconque, s’appuyant sur les deux directrices données,
sera représentée par les équations

A =mA’,

7] C=nl,

i
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et ’éliminatien des fonctions A et C entre (1) et (2) conduit 4 Péquation
(3) MAZ+ A'Cm(ne+¢)+ny+vy]+ pC*=o,

dont le premier membre sera un carré parfait en A’ et €/, si la droite (2)
est tangente a la surface (1). Les parameétres variables m et n des équa-
tions de la génératrice mobile sont donc liés par la relation

(4) cmn -+ c'm+yn+ o = = \/ﬂ;,
et I'élimination de ces parametres entre (2) et (4) donne

cAC + 'AC 4+ yCA' + 7y A'C = = 2 A'C Vi

oun
(5) A(CH+ ' C)+ A (yC+ 9 C) = 2AC\lp =0

pour équation de la surface cherchée. Cette surface se compose donc
du systeme de deux hyperboloides, circonscrits I'un et Tautre a la
surface proposée suivant deux courbes de contact, dont les plans se
coupent suivaut la droite A"C'.

Remarque. — 1l résulte, de ce dédoublement de la surface totale en
deux hyperboloides, que le théoréme du n®1 n’est pas vrai d'une ma-
niére absolue. Ainsi, le quadrilatére gauche ABCD étant circonscrit i
une surface du second degré, le point de contact du quatriéme coté AD
appartiendra ou non au plan mené par les points de contact des trois
premiers cotés, suivant que les cotés opposés AD et BC seront deux
génératrices d’un méme hyperboloide, ou des génératrices de l'un et
de I'autre hyperboloides. Mais si le dernier cas a lieu, I’on pourra tou-
jours fermer le quadrilatére gauche par une quatriéme tangente AD',
issue du point A, ct dont le point de contact ¢’ appartiendra nécessai-

rement au plan déterminé par les points de contact des trois premiers
cOtés.

4. Le théoréme 1, ainsi rectifié, pourrait étre pris pour point de
départ dans I'étude des polygones gauches circonscrits a une surface
du second degré. Nous rous bornerons, sur ce point, 4 énoncer les
deux propositions suivantes:
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1° Si les points de contact des cotés d'un polygone impair, circon-
scrit a une surface du second degré, appartiennent & un méme plan,
le polygone lui-méme est plan.

2° Si les points de contact des cotés d'un polygone de 4m —+ 2 som-
mets, circonscrit 4 une surface du second degré, appartiennent a un
méme plan : les diagonales qui réunissent les sommets opposés de ce
polygone se coupent en un méme point.

I11.

1. Lemme I. — Deux courbes quelconques ayant un point com-
mun z, et méme tangente cn ce point; soit AC une corde variable de la
courbe extérieure, tangente en ¢ a la courbe intérieure, et se rappro-
chant indéfiniment de la tangente commune aux deux courbes : 'on
aura, a la limite,

AC R
TAc.Ce 1’
R et - désignant les rayons de courbure, en «, de la ligne enveloppante
et de la ligne enveloppée.

2. Lemme II. — Soient (C,) une courbe quelconque du second

Fic. 3.

degré; ABC un triangle pivotant inscrit dans cette courbe; (c,) la
conique, enveloppe du coté libre AC de ce triangle, et doublement tan-
gente a la premiére aux extrémités o, 3 de la corde ab des pivots:
si I'on désigne par m le rapport anharmonique des quatre points
a, b, a, 3,
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on aura
(1)

R (m+ap
r

= im

pour le rapport des rayons de courbure des deux lignes, en 'un quel-
conque de leurs points de contact « ou f3.
On a, en eftet,

L A€ — Jim BE-A@ _ ax.bp

ce "M Cb.Ba  aBba
et, par suite, ¢ désignant un infiniment petit,
Ae
L=mte
On déduit de 1a
AC=Cc(m+1+4¢, AC=Ac mbihe
m -+ ¢
et enfin
lim AC _ (mrip R
» f4Ac.Cce”  fm T r ’
d’apres le lemme I.
3. Turkorime 1. — L’enveloppe du cété libre d’un triangle pivotant

inscrit dans une surface du second degré S, est une autre surface du
méme degré ; les deux suifaces ont un double contact suivant la corde
ab des pivots, et leurs indicatrices aux extrémités o et 3 de cette corde
sont des courbes semblables. De telle sorte que si la premiére surface
est sphérique, les points « et 3 seront des ombilics de la seconde.

11 est d’abord évident qu'un plan quelconque, mené suivant la droite
ab ou «f8 des pivots, coupe la surface enveloppe suivant une courbe
du second degré ac B; et que cette courbe est doublement tangente,
aux points « et 3, a la section ACB déterminée par ce méme plan dans
la surface donnée.

Pour établir, en second lieu, que toutes les courbes o.c 8 appartien-
nent 4 une méme surface du second degré; considérons trois de ces
courbes acfl, ac’f, ac”f, correspondantes aux trois sections aCf,
2C' B, «C” de la surface donnée S et 1a surface du second degré =

Tome VII (2¢ série). — NOVEMBRE 1862. 49
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assujettic & passer par les deux premiéres courbes ct par un point ¢” de
la troisieme. Cette surface 3 se trouve ainsi entiérement déterminée;
ses plans tangents aux points «, 8 coincident avec ceux de la surface S
anx mémes points ; et sa section par le plan «c”f8 est une conique qui
passe par les trois points «, 3, ¢”, et dont les tangentes en «, {3 coin-
cident avec les tangentes aux mémes points de la troisieme courbe
zc”f. Cette section n’est donc autre chose que la courbe ac’f elle-
meéme. Ceci posé, considérons les deux surfaces S, 2, ct leurs indica-
trices au point commun « : deux ellipses ayant pour centre commun
le point «, situées dans le plan tangent commun en ce point, et dont
les carrés des diametres correspondants veprésentent les rayons de
courbure des sections normales des deux surfaces.

En verta du théoréme de Meunier, le rapport des rayons de courbure
en o des sections obliques «Cf3 et «cf3, «C' 8 et ac'f, aC’'f et uc”f
des deux surfaces, sera le méme que celui des sections normales cor-
respondantes. Mais les trois premiers rapports sont égaux, suivant le
lemme 11, et leur valeur commune est

R {m—+1)?
T 4m

L'indicatrice en « de la premiére surface a donc #rois de ses diameltres
proportionnels aux trois diameétres correspondants de I'indicatrice de la
seconde surface; et les dewx indicatrices sont des courbes homothéti-
ques .Or, ce résultat suffit pour établir quebtoutes les courbes acf3, en
nombre infini, appartiennent 2 une méme surface du second degré. En
effet, 3 étant toujours la surface déterminée par les trois courbes wcfs,
x¢'f3, ac” B soit X, la surface déterminée par une quatrieme courbe
a¢, 3, et deux des précédentes ac’f3, ac”f. Cette nouvelle surface =, et
la proposée S auront encore méme plan tangent en «, et leurs indica-
trices en ce point seront homothétiques, ainsi des lors que les indi-
catrices des deux surfaces 3 et 3,. Mais ces derniéres indicatrices ont
déja deux points communs, & savoir, les extrémités des diamétres cor-
respondants aux deux courbes planes ac¢’'f8, «c”f3, communes aux
deux surfaces 3, 3, ; donc celles-ci, considérées au point «, ont la méme
indicatrice; et un plan quelconque, mené par ce point, les coupe sui-
vant dewx courbes osculatrices. Dés lors les sections des deux surfaces
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Z, 3, par un plan quelconque, mené suivant la droite «f3 des pivots,
ont les deux points commnns o et 3, méme tangente et méme rayon de
courbure en chacun de ces points; donc toutes ces sections coincident :

et toutes les surfaces 3, =,, ..., que I'on avait supposées distinctes, se
confondent.

4. Lemme 11I. — Si les péles a, b des deux premiers cotés AB, BC
du triangle pivotant ABC sont deuz points conjugués par rapport a la
surface circonscrite; le cété libre AC glisse sur deux droites fixes: la
droite ab des pivots et la polaire @' ¥’ de cette droite.

En effet, 'enveloppe du cdté libre AC, considérée dans chacun des
plans menés suivant la droite ab, se réduit 4 un point : le pole ¢ de la

droite des pivots ab. Et tous ces poles ¢ sont distribués sur la polaire
a'b’ de la droite ab.

5. Tutortme 1. — Si les trois premiers cétés d’un quadrilatére
gauche, inscrit ¢ une surface du second degré, tournent autour de
trois points fixes, conjugués harmoniquement deux 4 deux, par rap-
portala surface: le c6té libre du quadrilatére mobile tourne de méme
autour d’un point fixe; et les péles des quatre cotés sont les sommets
d’un tétraédre conjugué.

Soient, en effet a, b, ¢, d les sommets d'un tétraédre conjugué, et

Fic. §.

a, b, c les points fixes sur lesquels tournent les trois premiers cotés
AB, BG, CD du quadrilatére gauche ABCD. Menons la diagonale AC.
Les deux premiers c6tés du triangle ABC tournant sur deux points
conjugués a et b; le coté libre de ce triangle, ou la diagonale AC,
s'appuie constamment, d’apres le lemme I1I, sur la polaire de la droite

4g..
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ab, c’est-a-dire sur ’aréte cd du tétraédre. Les deux droites AC et cd
étant toujours dans un méme plan, il en est de méme des deux droites
AD et cd : et le cOté libre du quadrilatere variable s’appuie constam-
ment sur I'aréte cd. On verrait de méme, en menant la diagonale BD,
que BD et ad sont toujours dans un méme plan; quiil en est encore
ainsi de AD et de ad, et que le c6té libre AD du quadrilatere s'appuie
constamment sur 'aréte ad. Donc le coté libre AD s’appuie constam-
ment sur les deux arétes ad et cd. D’ailleurs le coté libre ne peut se
mouvoir dans le plan ade, puisque, dans ce cas, AB et DC appartien-
draient 4 ce plan, ainsi que la droite BC, ainsi que le point b, ce qui
n’est pas. Donc le coté libre AD rencontre les arétes ad, cd aa méme
point d, et tourne ainsi sur le point d.

6. L’analogie des théoremes I et IT avec guelques-unes des proposi-
tions bien connues que I'on doit 4 M. Poncelet, semblerait devoir se
prolonger au dela, et 'on pourrait trés-vraisemblablement couclure
de ce qui précéde que « 'enveloppe du coté libre d’un polygone gauche
pivotant, inscrit dans une surface du second degré, est une autre sur-
face du second degré. » TLa conclusion pourtant serait fausse, et le
probléme général des polygones pivotants, inscrits dans une surface
du second degré, parait devoir étre restreint, quant a I'unité des reé-
sultats, soit aux cas particuliers que nous avons déja examinés, soit &
d’autres cas ou P'on établirait des dépendances convenables entre les
points fixes autour desquels doivent tourner les premiers c6tés du po-
lygone. L’on trouve, en effet, en laissant ces points fixes indépendants
les uns des autres, que les cotés libres n’admettent plus une commune
définition comme précédemment; mais qu’ils se partagent en une infi-
nité de séries telles que les cOtés d'une méme série demeurent tangents
a une méme surface du second degré, cette surface variant d’ailleurs
d’une série & P'autre.

Quant aux cas particuliers auxquels nous avons fait allusion, ils sont
évidemment susceptibles d’une trés-grande variété. Nous citerons pour
exemple le cas d’un pentagone gauche dont les quatre premiers cotés
tournent sur quatre points situés dans un méme plan, et dont le coté
libre enveloppe une surface du second degré.
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1v.

1. ProsriMe. — Etant donnés une surface du second degré et un
point fixe O, l'on congoit, menées par ce point, trois portions de cordes
rectangulaires OA, OB, OC, terminces a la surface, et les plans tan-
gents a celle-ci menés par les extrémités de ces cordes : le point de con-
cours de ces plans tangents décrit une surface qu'il s'agit de déter-
miner.

Soient
(1) Ax? +Ay* + A2 + 2Cx + 20y + 202+ D = o,

la surface donnée rapportée i trois axes rectangulaires menés par le
v p
point fixe O;

{2) z=ax + by + ¢,

le plan ABC passant par les extrémités des trois cordes rectangulaires
OA, OB, OC, et

(Ax® + Ay’ + A"2%) + 2¢(z—ax — by ) (Cx + Cy+("z)
+D(z—ax —by)?=o,

'équation du cone auxiliaire ayant pour sommet le point O, et pour
base la trace du plan ABC sur la surface.

Les trois génératrices particulieres OA, OB, OC de ce cone, for-
mant un systeme rectangulaire, la somme algébrique des coefficients
des carrés des variables doit étre nulle dans I'équation (3), et 'on a

(A+A +A)—2¢(Ca+Cb—C)+D(a®+ b +1)=o,

ou
(4) D@+d)+(A+A+A")c*—2Cac—2C.bc+ 2C".c+D —o.

Cest la relation existant entre les paramétres variables a, &, ¢ qui
figurent dans I'équation du plan ABC. D’ailleurs ce plan ABC n’est
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autre chose que le plan polaire d’un point du lieu chierché, et cette re-
lation est du second degré en a, b, c. Donc la surface cherchée est
elle-méme du second degré.

2. SiT'on remarque maintenant que chacune des trois cordes rec-
tangulaires OA, OB, OC coupe la surface en deux points, et si 1'on
combine de toutes les maniéres possibles les plans tangents menés par
des points qui appartiennent & trois cordes distinctes, on obtient ce
théoreme :

Si trois cordes rectangulaires d’un ellipsoide tournent autour d’un
méme point fixe, les six plans tangents menés a Uellipsoide par les
extremités de ces cordes déterminent un hexaédre variable, A faces
quadrilatéres; cet hexaeédre, dans son mouvement, reste toujours cir-
conscrit a lellipsoide donné et inscrit a un second ellipsoide déterminé;
et les diagonales qui réunissent ses sommets opposés se croisent aw méme
point.

Cette proposition offre un premier exemple d’'un polyedre variable
simultanément inscrit et circonscrit a deux surfaces fixes du second
degré. M. Prouhet en a trouvé de son c6té plusieurs autres, consignés
dans un Mémoire considérable que des raisons particuliéres I'empé-
chent de publier encore.

V.
1. Si I'on désigne par a, b, c trois paramétres indéterminés, et par
A=o0, A =0; B=o0, P=0; C=o0, C=0

les faces opposées d’un hexaedre a faces quadrilateres; I'équation
générale des surfaces du second degré circonscrites 4 cet hexaédre est

(1 s Tt T

(1)
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des courbes du second degré circonscrites & un quadrilatére, elle
montre que la figure de I'espace susceptible d’offric des propriétés
analogues a celles du quadrilatére inscrit 2 une conique est, au moins
a certains égards, I’hexaedre a faces quadrilatéres inscrit & une surface
de second ordre; et cette observation pourra peut-étre s'utiliser. Mais
Péquation (1) présente une anomalie tout & fait imprévue, et dont la
seule constatation fournit un théoréme intéressant.

On sait, en effet, qu'une surface du second ordre est, en général,
déterminéc par la donnée de neuf points; de telle sorte que, apres
avoir exprimé qu’une pareille surface passe par Awit points donnés,
I'équation obtenue, rendue homogéne par rapport aux parametres
indéterminés, ne doit plus contenir que deux de ces paramétres. Or
ici la surface (1) est déja assujettie a passer par huit points donnés, les
huit sommets de I'hexaédre; mais son équation contient encore trois
paramctres indéterminés et que Pon pourra particulariser de ma-
niere que la surface contienne deux nouveaux points choisis arbi-
trairement dans I’espace. Il faut donc que la donnée géométrique des
huit premiers points se traduise analytiquement par huit conditions
réductibles a sept, et cette réduction, nécessaire, se traduit 4 son tour
par ce théoréme curieux : Toute surface de second ordre passant par
les sept premicrs sommets d’un hexaédre octogonal, passe aussi par le
huitiéme.

2. On peut d’ailleurs vérifier directement la proposition de {a ma-
niére suivante :

Soient abed, a'b'c’d’ deux faces opposées de I'hexaedre octogonal,
et d’ le sommet qui n’est pas donné comme appartenant a la surface S.
Les faces abed, o' &' ¢’ se coupant dans une droite DD, soient 1, 2,
3, 4 les traces des cotés ab, be, od, da sur la droite DD, et 5, 6, les
traces de cette droite elle-méme sur la surface. Les points 1, 2, 3, 4,
seront aussi les traces des cotés a’' b’y b'c’, ¢’'d’, d’a’ sur la droite DD,
et les points 5, 6 représenteront aussi les communes traces de la droite
DD sur les coniques abed, a'b' ¢/, déterminées dans la surface par les
plans des deux faces considérées.

Cela posé, les points 1, 2, 3, 4, 5, 6, considérés comme appartenant
au plan de 1a face abcd, sont les traces d’une méme droite DIY sur une



392 JOURNAL DE MATHEMATIQUES

conique abed et sur les cotés d’'un quadrilatére inscrit. Les points
1, 2, 3, 4, 5, 6 sont donc en involution. Mais ces six points appartien-
nent aussi au plan a’d c¢’d’, et ne sont autres, dans ce plan, que les
traces d’'une méme droite DD’ sur une courbe du second degré a'd'¢’
et sur les cotés d’un quadrilatére @' ¢’d’ dont les trois premiers som-
mets appartiennent & cette courbe; ils sont de pluseninvolution ; donc
le dernier sommet du quadrilatére appartient a la courbe, et le dernier
sommet de ’hexaedre a la surface.

3. Une autre démonstration purement descriptive est celle-ci : Que
Pon imagine le quadrilatére gauche ABCD formé par les intersections
successives des arétes latérales aa’, bb', cc’, dd’ de I'hexaédre précé-
dent; et ’hyperboloide H passant par les quatre cotés de ce quadrila-
tére, el par un neupiéme point o situé sur la section de la surface S
par le plan abed. Cet hyperboloide est entierement déterminé, et son
intersection avec la surface proposée est un systéme de deux courbes
planes. La premiére, abcd «, en vertu de la définition de I'hyperbole,
et le plan de la seconde coincidant avec le plau des trois points «,
b, ¢, communs aussi aux deux surfaces. D’ailleurs la trace de I'hyper-
boloide sur le plan a’d’¢’ passe aussi par le point d’. Donc, etc.

VL

1. « Toute surface du second degré qui se trouve tangente aux sept
premieres faces d’un octaédre hexagonal est aussi tangente 4 la hui-
tieme. » C'est le théoreme corrélatif du précédent. I} en résulte que le
lieu des centres des surfaces du second degré inscrites a un pareil oc-
taédre, est le méme que le lieu analogue pour les surfaces tangeuntes a
sept plans donués; c’est-a-dire un plan, comme I'on sait. On ne sait
rien, il est vrai, sur la construction générale, probablement trés-com-
pliquée, de ce plan au moyen des sept plans donnés; mais nous allons
voir que cette construction est infiniment simple dans le cas particu-
lier des surfaces inscrites & un octaédre.

2. Considérons, en effet, un octaédre hexagonal quelconque et ses
trois quadrilatéres gauches diagonauz ; chacun de ceux-ci ayant pour
cOtés quatre arétes consécutives de l'octaédre, et séparant deux de ses
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sommets opposés. Imaginons, en outre, les trois séries d’hyperboloides
passant par les cotés de chacun de ces trois quadrilatéres. Comme tout
plan mené par une génératrice rectiligne d’un hyperboloide est tan-
gent & la surface en quelque point de cette génératrice, tous ces hy-
perboloides se trouveront tangents aux huit faces de I'octaédre; et les
trois lieux de leurs centres appartiendront au plan général des centres.
Mais on sait que la droite qui réunit les milieux des diagonales d’un
quadrilatére gauche est le lieu des centres des hy perboloides passant
par les cotés de ce quadrilatére. Donc ici la droite des milieux des
diagonales, relative & chacun des trois quadrilatéres diagonaux, appar-
tient au plan général des centres. D'ailleurs les diagonales des quadri-
lateres diagonaux ne sont autres que les diagonales mémes de I'oc-
taedre; et on en conclut que le liew des centres des surfaces du second
degré inscrites & un octaédre hexagonal quelconque, est le plan mené
par les milieux (e ses diagonales. Proposition analogue au théoréme
de Newton sur le lieu des centres des coniques inscrites a un quadrila-
tere plan.

VI1I.

1. Le théoréme du § V est implicitement compris dans la propo-
sition suivante, aussi belle que générale, et que Ion doit a M. Otto
Hesse : « Toute surface du second degré, passant par les sept premiers
sommets de deux tétraédres isolément conjugués par rapport 4 une
surface également du second degré, passe aussi par le huitiéme. En
outre, sept points, donnés arbitrairement dans 'espace, étant consi-
dérés comme formant les sept premiers sommets de deux tétraédres
isolément conjugués par rapport a une surface du second degré, in-
connue de forme et de position : cette surface et le huitieme sommet
sont déterminés. » Les calculs, a Iaide desquels le célébre géometre
établit ce théoréme, paraissent compliqués, au moins pour les lecteurs
peu familiers & la nouvelle analyse. Mais on peut, en reprenant en sens
inverse le chemin de I'auteur, le ramener, comme il suit, I’ana]yse
vulgaire.

2. Soient
(‘> 1,2 ),2 z?

Tome VI (2® série). — Novemore 1862, 50
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une surface du second degré, S,, rapportée aux quatre faces du té-
traédre de référence

et

(2) r.r Yy 2z

le plan polaire du point (x'y'z't') par rapport & la surface (1). 1l résulte
immédiatement de I'équation (2) que le tétraédre de référence (x yzt)
est conjugud par rapport a la surface (1).

3. Soient, cn outre,

‘P ou Ax+By+Cz—t=o,
SP, ou Ajx+By+GCz—t=o,
(p) ?PQ on Apr+ .. ... . .. =0,
P, ou A+ ... ... =0,

les faces d’'un second tétraédre conjuguc relativement a la méme
surface.
Identifiant d’abord 1'équation P et I'équation (2), l'on a

x'=alAt, y = bBY, z = cCt,

pour le péle (x’ y'z't’) de la premiere face P du second tétraédre; et
I'on trouverait de méme les poles des autres faces. D'ailleurs, le pole
de chacune de ces quatre faces doit appartenir aux trois autres, et de I3
résultent ces six équations de condition

i aAA,+ bBB, + ¢CC, =1,
2 aAA, + BB, + cCCy=1,

3 aAA,+ bBB, + ¢CC, =1;
4 aA,A,+ bB,B, + ¢C,Cy =1,
5 alA;A,+ bB;B,+¢C,C, =1,

6 aA,A,+ bB,B,+¢C,C,
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%. Soit enfin
3) m,PP, + m,PP,~+ m; PPy + p, P, Py + P PP+ ‘ti;gP, P,=o

I'équation d’une surface indéterminée du second degré, circonscrite
au second tétraédre (PP, P,P;), actuellement conjugué par rapport a
la surface (1). Pour que la surface (3) passe par trois des quatre som-
mets du tétraédre conjugué primitif (x yz2), il faut, en remplacant dans
PPéquation (3) les fonctions P par leurs valeurs(p), que trois des quatre
carrés a2, y?, 22, t* disparaissent d’eux-mémes de Iéquation résultante

m,(Ax +By+Cz— )(Ayx+B, y+Cz—t)
(39 +ma(Ax. Ay )+ my(Ax.. ) (Asx...)
+ (A ) (Aga. )+ o iy = 0.

Tes six coefficients m,, m,, My, [y, P, (hs satisferont donc, par
hypotheése, & trois des quatre équations suivantes, obtenues en égalant
4 zéro les coefficients des termes en a2, y?, 2%, t* de I’équation (3') :
(1) m, AA, 4+ m, AN, 4+ my AAy + A Ay + o Ay A A A, =0,
(1)  m,BB, + m,;BB, + m; BBy + 2, B, By + By By +~ 3B, B; = o,
(I mCCi+ . . ... + GG+ . . . L =0
(1V) m, = My + Mg~ [y oy + thy = O.

|

Et lasurface (3), qui passe déja, suivant Thypothese, par les quatre
sommets du tétraédre PP, P, P, et par trois des sommets du tétraédre
xyzt, passera d’elle-méme par le dernier de ces sommets, si I'une quel-
conque des quatre équations de condition (1), (1I), (IIL), (IV) est une
conséquence des trois autres; ce que I'on vérifie aisément.

Des égalités 1, 2, 3, 4, 5, 6, respectivement multipliées par les
nombres m,, My, My, e, tay Pg, €t ajoutées membre 4 membre, il
résulte, en effet, cette nouvelle égalizé

(I)a + (1) + (1) ¢ = (IV).

Mais trois des quatre termes de celle-ci sont nuls par hypothese; le

50..
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quatriéme terme est donc nul de lui-méme; l'une quelconque des
équations (I}, (IT), (111}, (1V) est une conséquence des trois autres, et
la premiére partie du théoréme est démontrée.

5. « Le premier tétraédre ayszt et les trois faces Py, P,, Py du
second tétraedre étant donnés; la quatricme face P de celui-ci est
détermincée, ainsi que la surface du second degré (1), par rapport 4
laquelle chacun des deux tétraédres doit étre conjugué. »

Les trois faces P,, P,, P, étant données, les coefficients A,, B,, C,;
A,, By, Cy5 Ay, By, C,, qui figurent dans les équations de ces faces
rapportées au tétraedre donné xyzt, sont des nombres donnés; les six
coefficients A, B, C, a, b, c, relatifs a la face P et a la surface (1), de-
meurant, au contraire, indéterminés ou inconnus. Mais les équations
4, 5, 6 sont linéaires par rapport aux inconnues a, b, ¢ et les déter-
minent. Les équations 1, 2, 3 ou a, b, ¢ ne désignent plus que des
nombres connus, sont linéaires encore par rapport aux inconnues
restantes A, B, C, et les déterminent. Donc, etc.

6. « Le premicr tétraédre .vjz/ ct les trois premiers somumets
Pis P2> Pa du second tétraedre pp, p, p; étant donnés, le quatrieme
sommet p de celui-ci et la surface (1) sont déterminés. »

Soient, en effet, X, Y, Z, T et P, P,, P, les plans polaires des som-
mets x (opposé & la face x = o), r, 2, ¢, et p;, p», ps, par rapporta
une surface auxiliaire quelconque du second degré.

Si 'on considére X, Y, Z, T et P,, P,, P; comme formant les sept
premiéres faces de deux tétraedres isolément conjugués par rapport i
une surface inconnue du second ordre X=,, on conclura de ce qui
précéde que, le premicr tétraedre XYZT étant donné ainsi que les trois
faces P,, P,, P, du second, la quatriéme face P de celui-ci et la sur-
face 3, sont déterminées. De i enfin, en revenant a la figure primitive,
on verra que le quatriéme sommet p du second tétracdre et la sur-
face (1) se trouvent déterminés, et ne sont autres que le pole du plan P
et la polaire réciproque de la surface 2, , par rapport & la surface auxi-
liaire.

VIIL

1. Les équations les plus générales de quatre droites, menées d'une
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maniére quelconque par les quatre sommets du tétraédre

0=, = Xy == X3 =I,,

étant
f D T, . Xy . x;
b as,y - as - Z|7
D z_omy
1)\ 2 a,, - A,z - a4,2,
D, ——=X2=X .
3 ay,s — az,3 ﬂm, ’
D L S )
i a — ‘r,a - ay.4

les droites (D) seront quatre génératrices du méme mode de géné-
ration d’un hyperboloide 4 une nappe, s'il existe entre les douze coef-
ficients a, , et a,,, @, 5 et a,,, ..., les six relations

() = Qe Yk

a, a., a;

2. Ces conditions étant remplies, les génératrices du méme hyper-
boloide, conjuguées des premiéres, ¢’est-a-dire issues des sommets du
méme tétracdre, et appartenant au second mode de génération, seront
les suivantes

/
‘ Du Ay 1 Xy == 0y ;L3 = A3 3T,
f
Dy, as,x, = Ay X3 = Ay 304,

() ( o

% I I R T T S Y

DI

P e S L T T R S

et leurs équations se déduisent des premiéres (D), en remplacant, dans

. . . 1
celles-ci, les coefficients a, ,, ..., par les inverses — - . -5 des coeffi-

3,4

cients opposés ou a indices complémentaires a, . . ..

3. Enfin, les quatre génératrices du second systéme se confondront
avec les génératrices correspondantes du premier; celles-ci, elles-mémes,
seront concourantes, et ’hyperboloide se réduira & un cone, si on a
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en outre la double égalité
(6‘) Ayolly , = Q) 3 Qg = Q) ;g 5.

T.a vérification de tous ces énoncés ne présente aucune difticulté, et
nous ne nous y arréterons pas autrement, dans I'ignorance ou nous
sommes si les équations (D) et (D’) n’auraient pas ét¢ données déja.
Nous pourrons d’ailleurs, si ces formules paraissent nouvelles, indi-
quer dans une autre occasion la méthode qui nous y a conduit; et
nous nous bornerons, pour le moment, i en présenter quelques appli-
cations.

4. Soient 0 = x, = ax, = &, = x, les faces opposées aux sommets
(, 2, 3, 4 du tétraedre 1234, les fonctions x,, x,,..., développées,

étant xcosa, + ¥ Cosfl, + ZCOS7Y, — Pyy.en

o o NN o ,
Si 'on désigne par a,,, @s,,..., les dicdres formés par les faces x,

et x,, x, et 1,,..., on trouvera sans peine, pour les quatre hauteurs
H,, H,, H,, T, du tétraédre, les équations suivantes

z, £ kA

I[', /\: /\: /\s
cOsa,, cosa, cosdy,
x, Xy X
I, o~ N
(H €054t 2 €OS ;5 cO8ay,,
S N

équations de la méme forme que les équations (D). D’ailleurs, les
équations de condition ()

a . a,;

] = — = T= ey

as, ay,.

se réduisent ici a des identités, puisque I'on a, identiquement,

AN SN
€COSa, 5, = COS(y ,,
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et ainsi des autres. Les quatre hauteurs d’un tétraedre quelconque
forment donc toujours quatre génératrices du méme mode de généra-
tion d’un hyperboloide & une nappe, théoréme hien connu et que I'on
doit a M. Chasles.

3. Mais on peut donner & cette proposition un complément nou-
veau; et il arrive méme ici, par une sorte de hasard rationnel qui
devrait s’offrir plus souvent, que, présentée dans toute son étendue, la
proposition devient évidente.

Que l'on considére, en effet, en méme temps que les quatre généra-
trices ou les quatre hauteurs précédentes, leurs génératrices conjuguées.
Les équations de celles-ci seront, d’aprés le n° 2,

[, s N AN
H,, x,cosa,,=x,c08a,,= x,C08a,;,,
, S N PN
ot ' H,, a0,C08a,,,= X;3C08a, 4 = X, COSA, 3,
(H')
L3
Hy, ... ... 000000
L4
1

Or chacune de ces nouvelles droites dépend seulement de 'un des
quatre trieédres du tétraédre proposé; et I'on lit aisément, sur lears
équations, que chacune d’elles est la droite-hauteur du triédre corres-
pondant, ou la commune intersection des trois plans menés, suivant
chacune des arétes du triedre, perpendiculairement a la face opposée.
Il en résulte que « les quatre droites-hauteurs, relatives aux quatre
triédres d’un tétraedre quelconque, et les quatre hauteurs du tétraédre
forment huit génératrices d’'un méme hyperboloide » D’ailleurs, et
présentée dans ces termes, la proposition est évidente; car il résulte
immédiatement, de la définition géométrique des huit droites, que
chacune des droites H, ou H’, rencontre toutes les droites H’, oun toutes
les droites H.

Remarque. — La plupart des théorémes analogues énoncés par
M. Chasles s’établissent géométriquement de la méme maniére et de-
viennent évidents par la juxtaposition, aux quatre droites de I'énoncé,
des quatre génératrices conjuguées. Par exemple: « Dans tout tétraedre
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circonscrit 4 une surface du second ordre, les droites unissant chaque
somnet au point de contact de la face opposée, sont quatre généra-
trices, etc. » Les quatre génératrices conjugudes s'obtiendront ici de
la maniere suivante: on considérera les trois points de contact ¢,, Z,,
¢, des faces adjacentes au sommet 1 du tétraedre; le triangle T, T; T,
circonscrit a la surface, déterminé par le plan de ces trois points;
et, dans ce triangle, le point de concours §, des droites joignant cha-
que sommet au point de contact du ¢oté opposé; la droite qui réunit
le sommet 1 du tétraédre au point J, sera 'une des quatre génératrices
auxiliaires, dont I'intervention raménera le théoréme a 'évidence.

G. TLes droites (I1) et (H') se confondent, et les quatre hauteurs du
1étraédre concourent en un méme point, si l'on a, suivant la double con-
dition (3",

PN PN N VS N SN
(n) COS@y 5.CO8A; ; = COSA, 5 .COSy,, = COSA, ;.CO8y ;.

Mais ce cas correspond, comme on sait, 4 P'orthogonalité des arétes
opposées du tétraédre; ct celle-ci, comme on l'a vu dans le § 1, se
traduit directement par cette double égalité :

1) @ — b —c? = — ¢ — @t = — a? —b?,

ou a, b, ¢ désignent les cotés de la base et a’, &', ¢’ les arétes opposées
i ces arétes. Les équations de condition (1) et (n) sont donc équiva-
lentes.

7. Que P'on imagine, menés par le centre d'une sphere, quatre
plans paralleles aux faces du tétraédre précédent, et huit rayons paral-
leles aux droites (H) et (H'); les traces sphériques de ces rayons, pa-
ralléles a huit génératrices d’'un hyperboloide, s2ront huit points d'une
méme conique sphérique. D'ailleurs, les quatre premieres traces sontles
poles des quatre colés d’un quadrilatére sphérique quelconque; les
quatre derniéres sont les points de rencontre des hauteurs des quatre
triangles déterminés par les cotés de ce quadrilatére, pris trois a trois;
et 'on a ce théoréme : Dans tout quadrilatére spherique, les péles des
quatre cétés et les points de rencontre des hauteurs de chacun des
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quatre triangles formés par les c81és du quadrilatére, pris trois a trois,
sont huit points d’une méme conigue sphérique.

Si le rayon grandit indéfiniment, le quadrilatére sphérique se trans-
forme en un quadrilatére plan; les poles des quatre cotés disparaissent
sur la droite a Uinfini, et les points de rencontre des hautenrs des quatre
triangles se trouvent distribués sur une seconde droite. Dans le cas
enfin ou les diagonales du quadrilatére sphérique sont égales 4 un
quadrant, les huit points se réduisent & quatre; et les points de ren-

contre des hauteurs des quatre triangles se confondent avec les poles
des quatre cotés.

8. SiTon appelle médiane d’un triédre la commune intersection des
trois plans menés par chacune de ses ardtes et par la bissectrice de la
face opposée, on verra encore que: Les quatre médianes détermindes par
les quatre triédres d'un tétraédre quelconque sont quatre génératrices
d’un méme hyperboloide ; qi’il en est de méme des quatre droites unis-
sant chaque sommet du tétraédre au centre du cercle inscrit dans la  face
opposée, et que ces huit droites appartiennent aw méme ky perboloide.

On trouve, en effet, pour les quatre premiéres droites,

M,, x.sina,, = a;sina,, = x, SiNa, 4,
M, ...... .. . <
(M) \
M,, ..... . I
i 1\]17 . - . . ey
et pour les quatre derniéres,
' x, x; X
My, LN AN TR
sina,, sina,,, sina,,,
M
(M’) o ?
’
My, ... .. ..., ...,

!

les huit droites se réduisant a quatre, et ces quatre droites concourant

Tome VII (2° série). — Novemere 1862. 51
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en un méme point, si on a

. 2 e N N 2 PN
() sina, ,.sind;,, = sing, , .sind, , = sina, ,.sind, ;.

IX.

1. La représentation analytique de quatre génératrices d’un hyper-
boloide, qui résulte des équations (D) du paragraphe précédent, sup-
pose ces quatre droites menées par les sommets du tétraédre de réfé-
rence

Mais quatre génératrices d’une pareille surface peuvent étre définies
autrement, et, au lien de passer respectivement par les quatre points
d’un certain tétraédre, étre situées une a une dans chacun des plans
de ses quatre faces. Il ne sera donc pas inutile, pour compléter cette
étude, de former les équations qui répondent a cette seconde défini-
tion.

Or les équations les plus générales de quatre droites situées respec-
tivement, et d'une maniére quelconque, dans les quatre faces du
tétraedre 0 = x, = x, = xy, = x,, étant

Xy, =0, el d,,Xy+ Q305 4+ ;X5 =0, A,
s Xy =0, el 1y, X, + A5 + dy X, =0, A,
a Xy =0, et a,,x, 4+ d;,X, + a;,X, =0, Ay,

L xy=o0, el a,, X, + Qa7 + Q4303 =0, A

ces droites seront quatre génératrices du méme mode de génération
d’un hyperboloide, sil'on a les six relations
(9) p =t = e o i
a1 a;, T Aj,i
Q. D'ailleurs, ces conditions étant remplies, les quatre génératrices
du méme hyperboloide, conjuguées des premieres, c’est-a-dire situées
dans les faces du méme tétraédre et appartenant au second mode de
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génération, seront les suivantes :

z, xZ x,
x,=o0, e -— 4 >4+ = =o0, A,
Q3 A, Ay,
x x T
xy,=o0, et — + =4+ "2 =0, A,
’ a [ a;
(A) 3,4 , .3
) & '
Xy = o0, et + .. .. =0, A,
ay,y
—_— 14 X
X, = o, . v

3. Enfin ces huit droites se réduiront & quatre, et ces quatre droites
concourront en un méme point, si 'on a la double égalité

MY _ _
(d’} Ay oy = Ay 3.09, = Ay ;.05 5.

4. dpplication. Théoreme. Si les huit faces x,, X,; x,, X,;
xy, X,, 24, X, de deux tétraédres se coupent deux a deux suivant
quatre génératrices du méme mode de génération d’un hyperboloide;
les droites réunissant les sommets homologues des deux tétraédres
scront aussi quatre génératrices d’'un second hyperboloide. Récipro-
quement, si les droites qui joignent les sommets homologunes de deux
tétraédres sont quatre génératrices d’un hyperbo]oide; les droites,
intersections des faces homologues des deux tétraédres, sont aussi
quatre génératrices d’un second hyperboloide ( Cayley).

La doctrine des polaires réciproques permet de passer de I'une de
ces propositions 4 F'autre, et nous nous bornerons, dés lors, a établir
la proposition directe.

Soient, a cet effet,

(x) 0= X = Xy = Xy = Xy,

[*] Ces nouvelles équations se formant des premiéres en remplacant dans celles-ci

. . I . . ,
chacun des coefficients a,,.,. .., par I'inverse — du coefficient & indices complémen-
a3,

taires a; ;.

51..
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les faces du premier tétraédre, et

(0=X,=a,,x, +a,,x,+ Ay a Xy == (1,0,

(X) 5 o=X,=a,,x, + 22Xy + (g3 Xy + Uy, X 4,
| ’ 0= X3 =y, + Ay, Xy + Oy 300 + a, o,
0= X =y, Xy + 40, + gy + 4,0,

les faces homologues du second. Les droites Ay, A,, intersections des
faces homologues x, et X,, x,et X,.. . ., ont pour équations

s’ Xy =0, €l a,,Xy+a,,,x,+a,,x,=o, A,

(A) Xy=0, el a,,x, +ay3x;4+a,,x,=o0, A,,
L

?‘1"3:20, .y Ay,

\-x‘_g:o, L T AA;

et puisque ces droites, par hypothése, sont quatre génératrices d'un
hyperboloide, 1'on a, d’aprés le paragraphe précédent, entre les coefti-
cients des équations (X), les six relations

I = = =...=

(O\) T R I ik
a,,, as ., Qg

Cela posé, cherchons d’abord les équations de la droite

x E X3

D,, —=—====,
Xy,4 A2,4 %34

qui réunit le sommet 0 = a, = x, = x, du premier tétraedre au
sommet o = X, = X, = X, du second.
Remarquons, a cet effet, que si les trois premieres des équa-
tions (X),
o=X,, o=X,, o=1X,,
a

. . ’ - x X A .
étaient résolues par rapport aux mconnues —1) :2’ Ta, on aurait
Ty Xy T .

x, N, x, N, Xy N,
T= 2 = =3

x; D z D’ = D’
et, par suite,
T T T,
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Les coefficients a, 4, «s 4, «3,, des équations D, ne sont donc autres
que N,, N,, Ny, et peuvent se déduire immédiatement, suivant la
regle connue, du déterminant

A iz Qs
D= A, fly5 Q3 :al,l(u2,1 @y — 0y, a3,2)+a2,\(a3,2 Qy,3——0dy 3 a;,a)

3,1 @y, g +a3,1(al,2al,3—‘a|,3 az,z)-

On a donc, en se bornant au calcul du coefficient «, ,,

p Xy, =— — al,k(a2,2(ls,3 - (12,3(13.2) — sy, (aa,zal,a — Q33 2}
(1‘14) \
}l

— 3, (aa,2a2,a — Ay 30;,

D’un antre coté, les équations de la droite D,, qui réunit les som-
mets 0 = x, = X, = &, du premier tétracdre au sommet homologue
o= X, = X, = X, du second, étant

x, x, 2y
Dy —=—=—
Zy,t %o, 1 O
il résulte, de la définition des droites D, D, et de la notation, que I'on
pourra passer du coefficient «, ,, relatif a la premiére de ces droites,
au coefficient a, ,, relatif a la seconde, par le simple échange des indices
Tet/,etlona

—_— Ay
Qpq == — Ay (a2,2 33 ~~ a2,3a3,?) — dy, (a:m Uy — Ay 38,9

— 3, (@stg9 — “4,3"2,9)-

(4,1)

D’ailleurs, en vertu des relations données (&), les coefficients o, , et
a4, sont identiques; on a la suite d’égalités

Lg%y %k,

> >

I=m=E—=—=...= 3

24,1 %3,1 %ki

et les droites D,, D,, D;, D, sont quatre génératrices d’'un méme hyper-
boloide.
X.

1. Equation générale des surfaces du second ordre inscrites au
tétraédre o = &, == &y == &y = x4 .
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Si l'on désigne par a, ,, a, 3, @, 4, @a.4y @y, a,,, six coefficients indé-
terminés,

2 N J—
(1) Zal.ayyay,a,,+ 2x,0, ya (@085, — @, 48y, — a, ,a,3) =0

sera I'équation générale des surfaces du second ordre inscrites au
tétraédre o =, = x, = x, = x,.

Bien qu’exigeant d’assez longs calculs, la vérification de cette équa-
fion ne présente pas de difficulté. On peut y parvenir d’ailleurs par
une méthode réguliére, indépendante des titonnements, dont Pemploi
suffit souvent dans les questions de ce genre, mais qui seraient insuf-
fisants dans celle-ci.

2. Siles équations 0 =, = a, = . . . des faces du tétraedre sont de
la forme

0 = x cosz ) cosf3 + zcosy — p,

et que, en désignant par (x,, x,), (2, 2,),.. ., les angles diédres for-
més par les faces x, et ay, x, et ay,.... 'on pose dans I'équation (1),

1 I
J— 2 —_— .2
(') a,, = cos E(.r., Xy)y Ay 4= COS ;(x,,x:;). -
I'équation (1) représentera la sphére insciite an méme tétraedre.
3. Enfin la sphére circonscrite est représentée par I'équation
(2) 2,2, a5 ,sin(xy, x,) = o,

ou a,, désigne la longucur de I'aréte intersection des faces o — Xg,
0O =2,.

Cette derniére équation a été donnée déja par M. Prouhet, quoique
sous une forme moins simple.



