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SUR LA
THEORIE DES FONCTIONS ELLIPTIQUES

APPLICATIONS A L’ARITHMETIQUE;

Par M. HERMITE.

LETTRE ADRESSEE A M. LIOUVILLE.

« Depuis notre dernier entretien sur les questions arithmétiques qui
sont l'objet de vos recherches et ou vous m’avez donné un nouvel
exemple de la grande fécondité des méthodes dont vous conservez
le principe, je pense avoir réussi, dans une certaine mesurc, a don-
ner satisfaction 4 un désir que vous m’avez plusieurs fois exprimé
relativement aux beaux théorémes de M. Kronecker sur les nombres
de classes de formes quadratiques. Ces théorémes, (ui semblent par
leur nature devoir naturellement cntrer dans le cercle de vos études
sur les fonctions numériques, restaient cependant comme isolés ct
appartenant a4 un ordre d’idées trés-distinct ou la théorie de la mul-
tiplication complexe dans les fonctions elliptiques paraissait seule pou-
voir donner acces. l.es démonstrations du P. Joubert découlent en
effet de cette théorie ou la notion de classe de formes quadratiques
s'offre de la maniére la plus nécessaire et joue le role le plus impor—
tant. J’attache i ces démonstrations un grand prix, car elles éclairent
et étendent la théorie arithmétique des formes en montrant que les
théorémes donnés il y a si longtemps par M. Gauss sont autant de
propriétés des fonctions elliptiques, et elles ajoutent un des plus re-
marquables exemples de ces liens cachés qui réunissent I'analyse
transcendante a I'arithmétique. En parvenant par une autre voie a ces

Tome VIT (28 série ). — JanviEr 1862, 4
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thiéorémes de M. Kronecker, c’est a 'ordre d'idées qui vous appartient
que je pense les avoir rattachés de la maniere la plus directe, et, si je
ne me trompe, dans le sens méme de vos prévisions, car la notion
arithmétique de classe se trouve remplacée par I'idée beaucoup plus
simple ¢t plus élémentaire des formes réduites.

» Je suis parti des identités que fournit le développement des quo-
tients de fonctions 0, en séries simples de sinus ou de cosinus, et dont
Jacobi a montré le premier la grande importance en découvrant de
cette maniére l'expression du nombre des décompositions d’un entier
en quatre carrés par la somme des diviseurs de cet entier. Une exten-
sion fort simple de cc procédé consiste a considérer, au lieu seulement
de sinamz, cosamz, Aamz, les produits de fonctions doublement
périodiques par des puissances de quantités 0, c’est-a-dire des ex-
pressions ayant la période 4K, et se multipliant par un facteur expo-
nentiel, lorsqu’on ajoute 2/K” a la variablc.

. 2K x R
» En faisant z —= == et posant avec Jacobi
™

Oizi=1— 2gcos2x + 24" cosfjx — 24" cosbx + ...,
P [l § oD . -

H(z) = 2\vgsina — 2v¢'sin 3 -+ 2y ¢ sindar — . ...

0, (2) = 1+ 2gcosaax + 29" cos jx + 2¢° cosbx + .. .,

. P Py )
H,(z) =avqcosx + 2vg’cos 3 + ayg*Pcosba + . ..,

de sorte qu’on ait

G),(z‘;
o(z)

. H (1) K Hi ()
sinamz = — ——(-—\), cosamz =\/——-="s Aamz= \/T '
VF ) k ©(z)

les plus simples de ces fonctions seront

H{z)@ (z) Hi(z)0(z) H(z)H (z)

W oz) ' T e(z 1 el
o H?(s) H} (2) 81{2)
2 o(z)’ ®(z) @fz)

Si on les développe en séries de sinus et de cosinus, on trouvera pour
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ies premieres

K Hiziof) sinax Vg
ar  @(z = Vg

+4- sin3x ((f’ (54 247"
- sin b v g* (1 -+ 27" + 247

-+ sin 7x{?f'51 4 2g T 2g i agT?)

\/A K H.(2)@(z) P~
B - COS . \/(7
27 0\,..)

- cos3axvg' (1— 2g7")

- cos b \q“ (1 — 2g“+ 2"

— cm7:r “”I— 2" 4 2™ — 2g™

] — 2(1“1+ 29—4
- 2( )nqn
/iK H{z)H (2 . B
\/33% Te(x) T sinax g (2yq™")
+ singar gt (2vg™" + )Qq v)
+ sin6a g (2vg™ + 2 vc/”"—%— avg?)

- (—1)'cos (2n +1)x {wq('z"ﬁﬁ[

|
bt

ﬂ—sm‘éxr[”"(,\q T 2\7 94—2\,(1‘”4—2\(}—"?*)

Quant aux secondes, introduisons la fonclion suivante :

7 a)=cosaxqayg)
— cosjx ¢ (QQF-— 2{6:3)
+ cosbx q° (2{; — 9\,(1 a9 2\,7—20)
— cos8ux q“‘(z{xq— —_ g\,q v qu _ 209”175‘)

i ——

—{— ”n(‘osgn.x'q !Q\Q -—2\,(] Y ,_2(,_])11;‘,(1—(“—”:]’
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et ces constantes, savoir :

' , .
—lam o j{om -3

§ = §, 0 4, F RN
. V’([J - \/(lls \//(/JD _ \/(185 . (. \m(/_*_ .
A“l—q 1_(]3+1_([s l_,lr+""< N 1) 1_{12m-6»l
= .- PR T %(in—H)(Qm—i—B)
/ 7L /s ! b s
L UL LN UANS ¥ L,
1+q+1+q“+1+q5 1+q"+ 2 I~ gt
_ i 73 qs ql2 - l qu—m
C= P T T ap s =g +Zl+q_m,
ou encore:
SUA ( ym 7"
\qA__Z( [) l_ll‘.‘m—|’
m=—_i
Y-
gB=¥% 7 __
\q l__f__qunvl
n=—=1
—{2m-1?
4 - I T q
ViC=gvg+ 35
m—=j
elles donnent :
KK \ AK HY s C N
—sinamzH (z)= VAR — 2 = A0iz)—0 {0)7,
2w 27 0 (3) T
' S VAZK H? (3) :
o cosamzH, (z)= e — (T'(z—— =BO.z)—0,(0)Z,
K VE K o] (2) .
— ‘ — e— L= , — ( \J
— Aamz 8, (z) 10 CO(z)—H, ()7

» Ce second groupe de fonctions se distingue essentiellement du pre-
mier par la présence des fonctions complétes A, B, C, dont voici le
caractére arithmétique, Désignant par 7 les nombres entiers = 3 mod 4,
on aura d’abord

1 n—3 I "
7" N 7
A:Z(l”q' , B=Z(—-1) oa,qt
d—1
le coefficieut a, étant la somme des valeurs de Pexpression (—1) 2
en prenant pour o tous les diviseurs de n inférieurs 4 sa racine carrée ;

b
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nous le représenterons ainsi :
d—1

a, ::2(—~ 1)

Faisons ensuile, en supposant nz pair,

n

C= % + D (—1Peaq"

Si 'on désigne par d les diviseurs impairs de 7 inférieurs a sa
racine carrée et par d’ les diviseurs impairs plus grands que sa racine

carrée, on aura
. &1 d—1

=3 (=0 =X(= -

» Voici donc deux nouveaux exemples de ces parties de fonctions
que M. Kronecker a introduites en arithmétique et qui s’ offrent sous
un point de vue si différent dans les recherches délicates et profondes
de ce savant géometre sur les modules qui se rapportent a la multipli-

cation complexe. Par cette nouvelle origine, elles se trouvent rat-
tachées de la maniére la plus immédiate a ensemble de vos travaux
sur les fonctions numériques, et peut-étre mé¢me ne sera~t-il pas im-
possible de définir par des equations différentielles les fonctions qui
leur donnent naissance en partant de ces expressions :

s (Eme) _ —f G ,—,f%”z) Iz.
27'EA__V/{'£ —@—{\Z—)dz, 2B = Vkk e >dz anC=vyk o eln ‘

» Je remarque encore, comme un nouveau trait de la distinction a
établir entre les fonctions (1) et (2), que la quantité Z () qui donne

A et Ben y faisant x = o et x = g: conduit pour x = % a cette rela-
tion :

- 4(n+| qa(n+|)’——4
\/qz< ) 2(— I+(15n+6—2n1+qﬁll+l

dont le développement a la forme

2(7) =2=1" k"
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e nombre n est - — 1 mod. 8; %, est la somme des quantités
di—1 d—1

. 9n NS + . PV .

(- 1,'.) = (—1) ~ pour tous les diviseurs de n inférieurs a4 sa

\ 17

racine carrée, c’est-a-dire encore une partie de fonction. Au con-
traire, dans ces cas et d'autres analogues, les développements des
expressions (1) ne conduisent jamais qu'a des fonctions numériques
completes.
» Apres ces deux groupes de fonctions, la suivante :
0:z)e, (z)

’ b
0z

pourra servir d’exemple du cas le plus simple qui s’offre ensuite dans
Ia série des expressions obtenues en multipliant par la premiére puis-
sance d'unc des quantités @, une fonction doublement périodique.
Ele donne, en désignant par -\ une constante, ce développement

K 24K H*(3)0,(2)
21 = Oz

N 4 "__"
== A0,z —cos2xq\ g

- (‘()541'(]4({([—:“—4— 3 A\F/

-1

o Gag? A+ 3y 45 4

;

S(4 L : Ty
—cosonrg (Vg +33¢" .+ an—1) Vg )

» On doit douc encore regarder - comme une fonction complete,
dont la valeur sous une forme analvtique toute semblable & celle de

3 K { {
2T A= \/“Kf H=)0 %) .
© o 0*(z)

» Mais tandis que A, B, C sc rapportent sous le point de vue arith-

A, B, C, sera

metique aux fonctions des diviseurs des nombres, A, comme vous
allez voir, conduit aux fonctions qui cxpriment le nombre des classes
quadratiques pour toutes les formes de déterminant — n, n étant
-3 mod. 4.
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, - ’ , . Hz2)©,(2)
> Pour le démontrer, je regarde l'expression — ——— comme 18
< (_)'z(z)
. . H(z)o (2 H(z) T
produit de ces deux facteurs : — Jonle) gy i) VA sinamz: or nouns
, o (z) o(z)
avons trouve:
K H(z)e(s) . ‘-
— L = sin & v
am o (z) s vy

+sin 32 v (1 + 297"

Ssin Byt (1 ag b oag 7
+ .

et

= Esin (2n -+ |}x\qT2”A:r = Eq’

le nombre a devant prendre les valeurs

a=—o0, *£i1, *xoa ..., Emn
etlona
[FK T () : lq . s ) lg
LA—— ( — 281N .Z'Au-— -+ 2 sIn %.’l —XL -+ 281N 5;1' —L{L"' -+ elo.,
= 9(3) 1—q t— q° T— gt

de sorte qu’en multipliant membre a membre les deux séries, on devra
précisément retomber sur le développement ci-dessus de

K \/21‘1{ H(z) ®.(2)

a7 T 0 (z)

On trouve ainsi, en se bornant au terme constant :

('in+\ — . N
& == Z»I—i!—y;,,; Vg (L 4 agt 2y 2T
=
It H
. J(Izn—t—\ \2r —/:VI—L —a?
T -I——— (]111—1—1 (] ?

expression qu'il est aisé de développer suivant les puissances de ¢ en

. \/q?ﬂ+l
remplacant la fraction T g par

2n-+-1

A {an -1

V’éz’[?ﬁ (‘ + qanﬂ + (1212;14-2) + elc.) —_ z(j
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b désignant tous les nombres entiers de zéro a I'infini. En posant
N=(2n+1){2n+ 4b+ 3) — fa?,

et désignant par F(N) le nombre de fois que cette équation aura lieu
pour une valeur de N, en supposant 2 et b entiers et positifs, a com-
pris dans la série : .

0, i1, Ha,.. .,

I+

",
on aura évidemment
A= EFr\N/q' .

» Ceci posé, j'observe que la valeur de N représentera tous les nom-
bres entiers =3 mod 4, et qu'on peut I'écrire de ces trois manicres,
en faisant correspondre 4 chacune d’clles une forme quadratique de
déterminant — N, savoir ;

| N=lon+1(an+ 4b+3) — fa’.

J' (on+1, 2a, on+ 4bh+ 3.

- 'N:{iar:—%l)(\/uz—f—l;/)+[;-—4a}~(9.n+x—unQ,,
(2n =41, 2n+4+1—9a, hfun-+ 44— fa.

1. ‘N:(2”+’)(4’l+zih-¥—4+[m) —(an-+1 +a2a "’

l lan 1, an—+ i+ 2a, 4n--4h -+ 4a .

» En employant la premiere pour les valeurs de a inférieures, abs-
272 41

respondante représentera toutes les formes réduites de déterminant

traction faite dn signe a la limite - la forme quadratique cor-

— N. ou le cocfficient moyen est pair, et qui sont, par conséquent, de
'ordre proprement primitif, chacune d’elles étant prise unc seule fois.
Les classes ambigués seront renfermées dans ce premier groupe et
correspondront & @ = o (Gauss, Rech. arith., p. 288). Pour les va-

. L. . 27 +1 . - ,
leurs de a qui vont de la limite inférieure 2277 4 |a limite supérieure 7,
4

Nnous en lOi(‘l"Ol)S la seconde ex ression en leur attribuant le signe ~+-
ol
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et la troisiéme en leur donnant le signe —. On aura ainsi, deux
fois répétée, une série de formes (p, ¢, r) de déterminant — N ou se
trouvent satisfailes les conditions :

g>o0, 29<p, 29<r

» En permutant p et r lorsqu’on aura p > r, cette série donnera toutes
les formes réduites de déterminant — N ou le coefficient moyen est
impair et positif, I'un des coefficients extrémes étant aussi un nombre
impair. On doublera leur nombre si ony joint les formes opposées
(p, — g, r) qui en sont distinctes et appartiennent & des classes diffé-
rentes, puisqu’il n’existe point de formes ambigués ayant un coefficient
moyen impair. Par conséquent, A la totalité des deux séries de valeurs
positives et négatives de a correspond exactement la totalité des
formes réduites, proprement primitives du déterminant — N. Ainsi la
fonction F (N) qui s’est offerte d’abord comme la somme des nombres
de solutions des équations 1, I et IIL, recoit cette nouvelle et impor-
tante signification arithmétique de représenter le nombre des classes
proprement primilives de déterminant — N. L’équation

In 7% r R
a=SFN)g =2 2’;“_[ H ((;)(@:')(‘z)dz,
envisagée sous ce nouveau point de vue, montre I'importance de la
B (z)e (z)
0'(z)
I'un des théoremes de M. Kronecker.
» Je fais pour cela & = o dans I'équation

fonction compléte de Pexpression ct va donner trés-aisément

K /24K H(z)e,(z)
2r x  0(z)

= A0,(2) — cos2 xqyq"
— cosfag* (Vg + 3Vq°)
— cosbxg® (Vg +3Vg° + 5 Vg®)

Le premier membre s’annulant, on voit immédiatement que le se-
cond membre, ordonné suivant les puissances de g, donne une serie

5

Tome VII (1€ série ). — FEvrien 1862,
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dont le terme général est

(];:N Z[{/ e 2(1

2

L’exposant N est =3 mod 4, ¥ « représente la somme des diviseurs
? d i

de N supéricurs 4 sa racine carrée, et 2 d la somme des diviseurs
IN

qui lui sont inférieurs. Le coefficient de ¢4 est donc précisément la

fonction designée par ¥(N) et définie dans le Mémoire de M. Kronec-

ker au moyen de la relation

qnz_M

¥ (0= 2=

En employant cette notation, on pourra donc écrire

In =N
0,(0) XF(N)gh =2 FW(N)¢" >

et en égalant dans les deux membres les coefficients d’une méme puis-

sance de ¢, on trouvera

F(N)+ 2 F(N—2?)+ aF(N—4*) +...+ 2F(N — k) = _¥(N.

Or cette relation est donnée en ajoutant membre a membre les équa-
tions (V) et (VI) du Mémoire de M. Kronecker, et observant que la
fonction ¢(m) qui y figure s’évanouil pour m = N=3 mod 4.

» Dautres théorémes résultent d’une détermination différente de .
En premwier lieu, je fais le produit des deux séries

0, z)= 1+ 2gcosa2x + 2g*cosfx + 2¢°cosb6x + ...,

AK? H*(z) nq" q 2q°
AR —N_"_ _ coso — cOSAx
o () E Togw T COS2X 1 — cosfa g TR

gui donne pour le terme constant dans le second membre 'expression

ngt nqn’—f-n
DO, e
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» Ce méme terme s obtenant aussi en intégrant entre les litnites zéro
et K le premier membre, on aura

R K (3) g’ ng
E7A£ @7(2) d‘z ZI—([M _-ZI—-(]’",

et par conséquent

1 25kK ng" n(/""""
—_— QR\‘): — L)
VEE e e

Soit

Zl_q"—zd), n)q",
S =S,

®, (n) représentera la somme de tous les diviseurs de n dont les con-
jugués sont impairs et ¥, (#) la somme de tous les diviseurs moindres
que Vr et qui ne sont pas de méme parité que leurs conjugués. Ainsi
pour z impair, ®,(n) coincidera avec la somme de tous les diviseurs

que M. Kronecker nomme ®(#n), et ¥,(n) sera nul. Cela étant, I'équa-
tion

2 kK 2N
LWWEES PN = 3o (n) - Vmlg
donuera ce nouveau théoréme ou n est quelconque :
Flhn — 1)+ F(4n—3) +...+ F[4n — (2a + 1)*} = @,(n) = ¥, (n).

» Je considére en second lieu le produit des développements de H (z)
et de la dérivée de cos amz, a savoir:
H(z) = 2vgsinx — aVq'sin3x + 2yg¥sinbx — ...,

VERK: H(2)0 (2) _ Vg \/ s/q

w? @’( ) T ig

sinbx + .
5..

SIn X + ———, 1 sm?mc—l—
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En opérant de méme on trouvera

———— ;(9n+l‘, (2n+3)

57 K 2 .7 nT® 2n
JAAZK[ H(Z)G).(Z)dz:\/ziK,xg:_—_Z(—-l)"( +Il)fq,,.+| ’

T 0*(z)

n—o

et si I'on pose

1(2n+1)(2n+3) ki In

3 (= pprl2ztnet =S (=1 wm)g

I — q2n+l

N représentera tous les nombres entiers = 3 mod 4 et ¥,(N) la somme
des diviseurs de N inférieurs 4 la racine carrée. L’équation
N—3

VEES FmE =3 (=0 " (V)

T

N

-

donnera par suite ce troisiéme théoréme

F(N)— 2 F(N —2?) + aF(N — 42) — ... + 2(— 1 ' F(N — 4%
N-3 N-—3
- T e(N)—¥(N)

2

» Le temps me manque en ce moment pour donner le systéme
complet de toutes les relations de cette nature, et m’occuper des autres
théorémes de M. Kronecker et de ceux o1l le P. Joubert a introduit
des fonctions numériques distinctes des précédentes. Jaurais surtout

a retrouver cette relation
I
qn2+zn+1

gk
2 F(n)g ‘”H(K)E(x—q*"+')”

qui sans doute doit résulter de combinaisons ou entre la fonction
" (z)
©*(z)
d’un de ses théorémes, avait bien évidemment pressenti la signification
qu'elle recevrait dans la théorie des fonctions elliptiques, et a cet égard
je ne puis trop admirer la pénétration dont il a donné la preuve.

- M. Kronecker, en la donnant comme l'expression analytique
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» Vous m’avez aussi plusieurs fois parlé de la décomposition des nom-
bres en trois carrés; dans le cas ot il s’agit des nombres = 3 mod 8,
et ou les carrés sont tous impairs, voici comment on trouve le nombre

des dé:ompositions.
» Soit &, ce que devient & parle changement de g en — ¢q; en

. [ e
posant pour un instant ¢ =y — 1, on aura

8r—+3

Rt B F(8n+3)q ¢

2

Or on obtient aisément la valeur du premier membre. Introduisons

. . 2Kx .
dans Pintégrale & au lieu de z = —=; ce qui donnera
ki3

zmng=£\/ﬂf; ()02 .
™ T Jo 0 (z)

Comme en changeant ¢ en — g, les quantités

2K, \/”ff‘, 8(z), H(z), ©,(3)

™

deviennent

2 k'K 24K
o o/, eu(a), eH(z), 6(2)

™

_ s 2KK 2!.-Kf;fl’(z)®(z)
27 oy =€ — \/ =) HO dx.

Mais par la substitution de g —x a x, 'intégrale se change en celle-

on aura

T

2 a2
ci :‘fo %}é’i(ﬁdx, d’ou résulte

T
’ rr7y ; 2
Zﬂdqzss 2k K\/szf H! (zz)e.(z)dx’
S T Sy 82 (z)
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et par suite, a cause de ¢* = — g,

w
' K AR [PHH kH(z)]®
277:(&-—6&.):27\/27[[ ‘z)—'-@.‘(z’)‘z)] =) o,
[

Or on a
H*(z) + A'H}(z) = ko*(z),
il s’ensuit que

27 (fo — €y} = 2—11§ \/2/;1{ fnk&(z)dx: z \//(2:.K>s

2

et on en conclut la relation

— 8n+3

S =XFEn+3)g 0 = (747 4 )

qui est Pexpression de ce théoréme arithmétique que le nombre des
représentations d’un entier N= 3 mod. 8, par la forme x* + 7+ 2,
en supposant x, y, z de méme signe, est précisément égal au nombre
des classes quadratiques du déterminant — N pour lesquelles un au
moins des coefficients extrémes est impair.

2K . .
» Quant au cube de \/— ou 0©,(0), il est donné sous une forme
™

singuliére et dont je n’ai pu suffisamment approfondir la signification
en faisant &x = o dans Péquation

= Aamz0,(z) = CO(z) — H, (0)Z.

On obtient ainsi immédiatement

;(zm+1) (2m~+3)
b

VE) =00 (1+4327) —im, (o) 3 (- o

Je laisse donc de ¢Oté ce résultat et d’autres du meéme genre pour
vous indiquer, en terminant, de quelle maniére je conqois la liaison de
la théorie des fonctions elliptiques, dans ses applications & Varithmé-
tique, avee vos recherches générales sur les fonctions numériques.
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» Je considére pour cela les développements suivant les puissances de
g, de sinamz, cosamz, Aamz, et je remarque qu'en posant

I
AK . -n
—sinamsz = Z R,q?*"’
27
n—I1 1

rK =g 2"
S cosamz = 2(— 1) * S,q% >
K
;Aamz: 1+ ET,L([ s
on a
R,= Zsindx,

d—i

S, = 2 (— x)_T cosdx,

les sommes sétendant A tous les diviseurs « du nombre impair n:
I

et & I’égard de la fonction T, si 'on pose n = 2’N, N étant impair, et

qu’on désigne par d les diviseurs de N, on aura semblablement
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T,= 2(-—- 1) * cos2’ " dx.
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On retrouve donc ainsiles fonctions numériques qui se sont sl sOti-
vent présentées dans vos recherches.
» Soit encore
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et désignons par det d’ deux diviseurs conjugués, dont le produit soit
72, On aura
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les sommes s’étendant a tous les diviseurs du nombren qui est=1
mod 4, et en dernier lieu

. d+d
W,,:Zsm - %

nétant = — 1 mod. 4. On reconnait ainsi, au point de vue arithmé-
tique, l'analogie des nouvelles fonctions avec les anciennes, et en

méme temps leur différence qui consiste en ce qu'un diviseur d est
dl

, d . . y . . .
remplacé par <. On ne voit point encore d’ailleurs s’offrir de par-

ties de fonctions, mais elles se présentent en faisant

1
Z(x)= 22;,,94 .
Dans ce cas n est = — 1 mod. 4, et en supposant d < d’ on trouve
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la somme ne comprenant que les diviseurs d, qui sont inférieurs a yn.

» JPespére, mon cher confrere, que vous n’oublierez pas m’avoir
aussi promis une Lettre arithmétique qui souléve un peu le voile
dont vous vous étes jusqu’a présent recouvert. Si vous le jugez a
propos, j’aimerais bien que celle-ci fut publiée dans votre Journal,
ou je la ferai suivre de plusieurs articles sur divers sujets qui s’y rat-
tachent et qu’en ce moment je suis obligé d'ajourner. »




