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MEMOIRE

SUR

L’INTEGRATION DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES

Pir C.-J. MALMSTEN.

TRADUIT LIBREMENT DU SUEDOIS, PAR L’AUTEUR.

INTRODUCTION.

Le théoreme que Jacobi a proposé dans sa Theoria novi multiplica-
toris cequationum differentialium, chap I, § 1I, est certainement un
des plus remarquables que I'analyse moderne ait présentés. En effet, il
constitue pour l'intégration des équations différentielles un principe
tout a fait nouveau, que l'illustre auteur appelle le principe du dernier
multiplicateur, et qui dans ses applications nous donne accés anx ré-
sultats auparavant inconnus de cette partie difficile de la science.

Ce théoréme, on le sait, nous enseigne que, si

. X, Xy Xy.ry X,
sont fonctions de
Xy Lyy Loyeowy Ly

et qu'aux équations différentielles
dr:idx,idx,:...idax, =X :X,: X, ;... 1 X,

on ait trouvé n — 1 intégrales, l'intégrale n“™ restante se trouvera
toujours par de simples quadratures, pourvu que I’on puisse trouver

un I quelconque (toutefois non constant) qui satisfasse 2 I'équa-

Tome VII (28 série). — Aour 1862. 33
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tion [*]

dlogdlL dX adX, dX, dX,
(A)

—dr +5; d—‘z‘l‘ H—F‘...‘F d.l‘,L —

0.

Ainsi toute la difficulté se réduit a trouver une solution quelconque
de I'équation (A); mais cette difficulté est assez grande pour, dans la
plupart des cas, rendre chaque effort a cet égard infructueux.

On sait depuis longtemps que le plus puissant expédient que I'on
ait pour surmonter en général les difficultés analytiques, counsiste
en des transformations convenables, ¢’est-a-dire, bien propres au but
que l'on se propose. 1l n'y a point de partie de I'analyse ou clles ne
remplissent le role le plus important; oui, on peut dire avec rai-
son que la méthode analytique consiste principalement dans la trans-
formation. Aussi la pensée se présente presque spontanément de trans-
former les formules de Jacobi en y introduisant de nouvelles variables
qui, quand bien méme elles ne nous laisseraient pas surmonter gé-
néralement les difficultés, présentent cependant de nouveaux cas ou
cela est possible. Car une telle transformation sera cn effet aussi une
généralisation, qui nous conduit pour ainsi dire hors des anciennes li-
mites et nous apprend a connaitre, outre les anciens cas d’intégratiot,
aussi de nouveaux.

Le théoréme 1 de ce Mémoire contient une pareille généralisation
de la proposition de Jacobi. Tandis que cette proposition, comme
il a déja été dit, concerne le systeme des équations différentielles

(1) de:dx, :da,;...:doe, =X X, : X, 1.0 X,
notre théoréme s’occupe de cet autre systéme de telles équations
(2) da:de, ideyiidg, =11g, i ds iy

Ol 9y, @gyeeey Pu € Yy, Go,rry &, sont fonctions de x, a,, ay,..., 2,

(*] Nous suivons dans ce Mémoire le mode de notation de Jacobi et nous désignons
par d la différentielle totale et par  une différentielle partielle par rapport a la variable
que montre le dénominateur.
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On voit facilement combien le systeme (2) est plus général que le
systeme (1). Dans le cas spécial

Pr =y, Oy =Ty, Cp= X,
les deux systéemes coincident cntiérement.

Ce Mémoire peut étre regardé comme étant divisé en trois parties.
Dans la premiére, qui comprend les §§ 1 4 IX, nous proposons le théo-
réme I ci-dessus mentionné. Nous le déduirons d’abord comme un
résultat de transformation de la célébre proposition de Jacobi, et
nous en donnerons ensuite une autre démonstration plus directe et
entierement indépendante de la théorie du dernier multiplicateur.
Nous dounerons dans le théoréme II une autre forme a la méme pro-
position générale, de laquelle nous déduirons aussi les deux théorémes
IT et 1V dont on pourra apercevoir sans difficulté Pimportance pour
I'intégration des équations différentielles d’un ordre quelconque. Nous
demandons suartout 3 appeler I'attention sur les corollaires déduits de
ces théoremes, et qui nous enseignent que, si en général ¢ et ¢ sont
des fonctions de x, ¥, 7', ¥",..., &Y, et qu'on ait trouvé z — 1 in-
tégrales premiéres soit & Péquation

soit a celle-ci

dgo :y(n"). Ll)d.%,

intégrale rn™*" restante se réduira toujours aux quadratures, pour la
premiére aussi souvent que "~ pe se trouve pas dans ¢ et y*" non
plus dans ¢, et pour la derniére aussi souvent que ¢ n'est qu’une
fonction de y™=* et de y™", et quen méme temps ¥ ne se
trouve pas dans ¢. Les formules de Jacobi nous apprennent seulement
par rapport a

que, quand ¢ ne contient pas ¥, son intégrale n*" se réduira aux
quadratures.

Dans la seconde partie de ce Mémoire, qui comprend les §§ X

33..
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X VI, nous nous occuperons plus spécialement des équations différen-
tielles du second ordre. Parmi ces équations

T =v @)

a jusqu’ici été reconnue comme la seule forme générale dont I'intégra-
tion ne dépend que des quadratures aussitdt qu’on lui a trouvé une
premiére intégrale. Les corollaires déduits de nos théorémes V et VI

montrent que la méme propriété remarquable appartient aussi aux
équations beaucoup plus générales

do(z,y \
dey—):q)(.r,]'),

d Ly ,
%—y—)=1-¢(x,f)-

Mais elle n’appartient pas seulement aux équations de cette forme qui
sont toutes deux du second ordre. Dans un Mémoire de M. Liouville,
« Remarques sur une classe d’équations différentielles, » inséré dans
le Journal de Mathématiques pures et appliquées, t. X1V, p- 225, ce
célebre mathématicien a réussi par des transformations trés-ingé-
nieuses a montrer aussi dans cette équation du troisicme ordre

d2z

CP(Z)"(E—Z . d2z
d-— == fla)F[p(z) 42

la méme propriété inconnue auparavant {voir p. 231). Cependant cette
équation et celle encore plus générale que l'auteur mentionne a la fin
de son Mémoire, ne sont que des cas spéciaux d’un groupe tres-étendu
d’équations différentielles du troisi¢eme ordre, qui jouissent de la
meme propriété. En effet, les corollaires que nous déduirons des théo-
remes VII et VILI nous enseignent que I’on n’a besoin que de con-
naitre une premiére intégrale aux équations

) =y, 5),

d Sy Y ,
G g (1, ),
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pour qu’en général leur intégration compleéte soit réduite aux quadra-
tures.

A laide des théoremes proposés dans cette seconde partie de ce
Mémoire, nous avons pu complétement intégrer les équations

t

ot
2 e ()3

7y’1 c::;n),l—r
2 yy” axr + b+ ey
.7.9”2 — 1+ 2y

bl
ax - by 4 2¢{ax 4- m)y'=" 4 ¢ y3(i—7)
N

U4

L 5= 2. [ (u),

(a+20y" 4 y2)

ou

ax 4 ny'™" _ 2 . 2
3=y W= art+ 2bxy +cy® + 202 + afy + g,
et résoudre aussi complétement deux problémes géométriques tres-
curieux, savoir :

Trouver la courbe dont le rayon de courbure est une Jonction quel-
conque du rayon vecteur.

T'rouver une telle courbe, que pour chacun de ses points le produit
de Uordonnée et de la sous-tangente, multipli€ par le rayon de cour-
bure de la developpée, soit une fonction quelconque de la normnale.

Quant au premier de ces probleémes, j'en avais déja depuis long-
temps trouvé une solution que je communiquai 4 M. A. Svanberg, qui
en présenta plus tard une autre solution dans les Nova Acta Regie
Societatis Upsaliensis. Quant au second probléme, il est proposé ici
pour la premiére fois, et conduit 4 une équation différentielle du troi-
sitme ordre, sur l'intégration complete de laquelle on n’a pas a la
premicre vue de trés-grandes espérances.

Nous traitons dans la troisieme et derniére partie de ce Mémoire les
équations différentielles du premier ordre. A l'aide des théorémes IX
et X, qui résultent immédiatement des théorémes V et V1 et dont on
peut sans la moindre difficulté vérifier la justesse, nous avons intégré
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un nombre assez considérable de différents groupes d'équations diffé-
rentielles dont on n’avait pas auparavant, autant que nous sachions,
proposé les intégrales.

Une méthode bien connue depuis longtemps d’intégrer les équations
différentielles du premier ordre consiste dans la différentiation. On
différentie I'équation donnée et 'on obtient ainsi une équation du
second ordre. Si I'on réussit alors & trouver & cette derniére une autre
intégrale premiere que celle sur laquelle la différentiation a été ef-
fectuée, on obtient I'intégrale cherchée en éliminant ¥’ entre les deux
intégrales premiéres ainsi connues.

C'est ainsi que Clairaut, dans les Mémoires de I’ Académie des
Sciences de Paris, 1734, intégra 'équation différentielle connne de-
puis sous son nom

y—x'=f);

et cette méthode peut méme étre appliquée avantageusement a d’au-
tres équations analogues, comme

y=ax.f )+ A0,
x=y. f(r)+ S0
y—2xy' =y ()
rNt+ = [+,

ou y’ entre sous une forme implicite. Mais elle est cependant limitée
aux cas ou le résultat de la différentiation est d’une forme si simple,
que la séparation des variables y saute en quelque sorte aux yeux.

L’extension que nous avons donnée a cette méthode dans les théo-
remes IX et X consiste principalement en ce que nous différentions
I'équation donnée, non pour soumettre le résultat obtenu a une nou-
velle intégration immédiate, mais pour trouver par la un facteur con-
venable de V'intégration. Quant 4 la quadrature qui se présente, elle
est souvent accompagnée de si grandes difficultés, que I'on a bien
besoin d’avoir la certitude qu’elle doit réussir pour ne pas en aban-
donner l'exécution.

En nous rappelant quel petit nombre d’équations différentielles, ou
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J' se présenje sous une forme plus implicite, 'on a réussi & in-
tégrer, et en considérant aussi que beaucoup de problémes géo-
métriques conduisent justement i des équations d'une telle forme,
il nous semble que les applications que nous avons faites des théo-
rémes IX et X ne seront pas sans intérét et sans importance. En effet,
nous avons réussi, au moyen de ces théorémes, & intégrer une ving-
taine de classes particuliéres d’équations différentielles dont nous n’a-
vons pas vu les intégrales proposées ailleurs. Quant 4 ce qui concerne
les six premiers exemples, ils renferment des solutions d’autant de
problémes géométriques et ils ne sont pas par conséquent aussi gé-
néraux que les quatorze suivants. Parmi ces derniers, nous nous per-
mettons de fixer 'attention principalement sur les exemples 13, 18,
1g et 20, dont les formes

zy' 4+ my __f l:xy’ —g—ny]
= 9

() 'y
ar+by +yy' . zy' —y
Va+ by +y% ¢ \Yar by +572)’

ar —+ by + vy’ 2 :
W:f(j ~+ bxy + ar?)

(v + :))‘f“:—(?y'.f_ BY :f[(f -+ 0.36‘)". (] + ﬁx>'_r],

sont si singulieres, qu’elles me semblent bien mériter une telle atten-
tion.

§ I
Notations. — Soient

Qis Qagerey Pu

des fonctions de

Lyy Layeeey Lps
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nous nous servons, pour abréger, des signes suivants :

dy.  de . 4w
dz,” d=’ " dx,
do, dm . 4w
(3) A(q}): dz,’ d=, 7 daz,
Ao Ao ., o
dx, dx, dz,
a9 Ay _dy g,
dur, ? ’ dx;_, ’ da, ’ ’ dx,
do_ dormy  dori dprs
® (dqa.-> dux, ’ ’ dz,-__l, (l.z,_,_l, ’ dx,
n—1 dx;/ — do,., . do,4 fiqz,;+_1 Aoy,
dz,” "V dzl’ dan) da,
de, de, dy, dg,
d$|7 ’ dz_, d‘ti+l dx,
dy . do do .., ds
d.z, ’ dx;,_,’ s dxi_,_l’ ’ dz,
2 dy, dyg, dg,
. = v -
(4) F(0)=|Te"" Tz’ % oy da,
d—(&l7 s d% [ Y d?n vy d%
d.r, doa, 2 day,, dx,

Lemme I. — Soient
Wiy Wayeony W,
des fonctions de
P1s Fas-ery Paus

qui sont elles-mémes fonctions de

.1‘, ‘rH ‘rﬂv"'s xn;
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on a, pour w, = g,

dw, dw, ) dop
Dy dx = u— d_ + Uy E -
X Yk i

\ /

La démonstration résulte immédiatement de la propriété des détermi-
nants fonctionnaux qu’a démontrée Jacobi dans son Mémoire : De
determinantibus functionalibus, prop. 1. (Voir Journal de Crelle,
t. XXII, p. 340.)

§ 1L
Lemme I1. — TFaisons, pour abréger,
du du du
- T 2
dx dox, dx,
du, du, du,
R = dz’ (l.r,,. ’ d.x,
du, du, du,
57 bl Y
da dz, dz,
el
du du du du du
dz’ dzx, ’ ’ day_, dxk,,_l7 ’ dr,
du, du,_, digg_; du,_, du,__,
® (S>— dz | dz, ’ ’ d;r;‘_,7 dxp,, ’ dx,
K — ’
du.r+\ dus+l du.H—\ d":+1 . du:+l
dz dx, ? dap_, d.z‘/,_,_,7 ’ dz,
du, du, du, du, du,
dz dz.”"" dme,  dawm T dz

nous aurons toujours

2 (— 1) d%i(s) — AR (s) _ d®, (s) + d%,(s) e dq, (s) _
/3 daxy dx d, dx, dz,

o

Tome VII (2® séric), — Aout 1862, 34
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Démonstration. — Entre & et @,(s) cette relation
d&
du,

‘(&)

. . -
ayant lieu, il s’ensuit immédiatement que

(— 1) @, (6) =

d@],(.f) . d* R .
' duy\ du, (du,,,
d (r) d (a) d d_)

Or, avec un peu d’attention, on reconnait facilemeunt que

[ )k+s

A

dtl‘“ d® (s d*u,
d-Tk 2 2 (du,,.> dr d:c;,
° dx;

d'on nous aurons encore

. d@k d?R d* u,
- A5 .. s
( 1) Tdey 2 2 du, d du,\ dx;dx;
0 (d.r/, dr;
et, en prenant la somme depuis k = o jusqu’a k = r,

r r r r
. ) k.d()?/,(s}_ d? R 4 u,
( 1)5 2]‘ (_ l> d.??/( - Zm 2,- Z&‘ du,: dum ) (Ll‘, d.l"l:.
o 0 o o d (d— > -d ((‘T_)
L Ax;

Pareillement, on trouvera
,

. 5 i diu
(— l) 24 = I) - Z 2 E du, du,, .d(z',-dwk,
o d
<dx,> <d1‘k)
d’ou 'on conclura par I'addition

d().‘)
22 Db

z 2 2 [ (du,)fj(@_m) +- (—H~>]

dx duy day ) L da,

—
v
~—
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Désignons & présent par &, ce que devient & en y permutant i et &,
et posons, pour abréger,

d* R
(6) Ao = :
d du, d duy,
d.l‘,' Zm
a cause que les indices / et £ ne s’y trouvent ni 'un ni l'autre,
4 ne devient pas changé par ceite permutation; d’ou I’on aura

. 'R,
Jlgwd dug d duy, ?
ou, a cause de &, = — &,
a* R
(7) 0."9:'— .

du, duy,
() )
En retranchant les formules (6) et (7) I'une de I'autre, on obtiendra

d R 4 R _
d du, d dity, + d du, d dug\ — 0,
dx,-) U\ dz (E}> ) d_a7,>

ce qui donne, en vertu de 'équation (5),

§ IV.
Lemme T11. — Soient

$ir $aseees G

des fonctions de
Xyy Lagerey Ly,
et supposons que
()
Fo (¢)
34..
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ait la signification indiquée par la formule (4), nous aurons toujours

R .
Z dxA 2 F( )(dr’f)

Démonstration. — Supposons, pour abréger,

dl{, d o, —-d_r?—,_ dg,
d-T| Coda, ’ d Lkt ’ ’ dz,
d Pr—i d Pr—1 d?r——| (l?r_w
dz, " dm) Az, da,
Yoi (’) = L
d?I-H d?r+| dﬂPr-{-l . ([’{Jr—H
d.x, ’ ’ d:c;,_,, da, * de,
d?" d?u d"?n ol Qu
dz.’ dxi_, dx/,_,_l, dz,

il est clair que

el partant

(ng(fk) H‘) . F(Ik (d\b > Z ( k+r . d N‘)A \r)

d Xk - ? d Tl

Fn prenant la somme depuis k =1 jusqu’a k = n, nous aurons

n (Ik) 1

L dF, - . — o oduy
Zk dn _2 F(k)<dz‘k> 2 ”"PPZ,‘(—‘)""(d.;kr)’

' 1

d’o11, & cause qu’en vertu du lemme précédent

n

3 (ol

dx;

1
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il suit

n

(%¢) "
4.F, " (¥) (=) (dy
——53 -—_ ——
2‘. da‘,‘], 21. : Fp <d1‘];)

I

§ V.

TatortmME I. — Soient
CPU <P27"") <,9n

‘1"«’ LP27"'7 l‘{)ll

et

des fonctions de
Ly Xyy Xayeeey L.

Considérons les équations différentielles simuliances
do, = ¢, da

, do, = b, dar

(8) =l

et supposons qu’on en ait trouvé n — 1 integrales

(9) Wy D= 0y, Wo o= Olayeeey Wy == Oy

alors, si a laide de ces n — 1 équations on exprime les valeurs de

Ligerry Ligy Lipygeres Xy

; . () dy !
N [A (o). da; —F? ( — E’) . de
dw,
o (3)
sera une différentielle exacte et I'on aura

oM [A(?) da;— B (Lp - Z—D .dx]

dwn
Bt (217)

en x et x;,

= const.
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pour Uintégrale n*™ restante des équations | 8), pourvi que M soit tel
qu'il satisfasse a

n

x) fd
A(?).dlogarb_*_sz;ﬂ, ( \L):O.

dx dz,

1

Démonstration. — Dans sa Theoria novi multiplicatoris (voir Jour-
nal de Crelle, tome XXVII, page 251), Jacobi a démontré qu'ayant
trouvé aux équations différentielles

dg,=p.dx,

(o dg,=p,dx,
dgu=p.d,

(00 Pyy Pay..rs pn sont des fonctions de a, 9, goyeeey pu) —1 intégrales

S uy =y (X, Qi Qayeens Qn) = Gy,

Uy == Uy (1’, @is Pay-eey ?n):am

et prenant arbitrairement deux autres fonctions

: u, =1, (xa Pty Poasee- (Fn)
(12)

Uppy = Upyy (xﬂ Pis Payeees q)n)

on aura pour l'intégrale n®™ restante des équations (10)

e
(13) fﬁ (Opyy dug, — 0, du,, ) = const.

st I'on pose, pour abréger,

(l[\ ©. = du, du, du, i + du,
d Sl P Sl PR R P P
_ du, dit, dity dtyy,
Oner = g7 TP g TP g, T TP g,
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du, du, du,

& T dn
du, du, du,

(15) e=| dz’ dy dg’
du]H—I d”n+| d“n+|

dz > Tde, ' Tdg,

et que J% soit tel qu’il satisfasse a

dlogat i d,
(16) o8 —|—E 2h —

podgr

dx

I

el

du,

o.

L’intégration dans I'équation (13) s'effectuera toujours par de simples

quadratures, parcc que

as

o
%T (Oll-l-i . dun - (Dn' dun-»—l )

deviendra une différentielle exacte, si 4 'aide des équations (11) et {12)
les variables x, 9,, 9,,..., ¢, dans 5%, ®, ©, et ©,,, sont exprimees

€N &y, Loyeuny Opy, Ug €L U,y

[ntroduisons daus cette proposition de M. Jacobi, au lieu des anciennes

variables

q’n 9027"'7 (Pna

de nouvelles

Xyy Layeuny Ly,

qui sont lides avec celles-la par les relations

\

G =0, (X, 2, Agy...

=y (2, Xy, Xyy...

k] xn)’

et désignons par ¢ etw ce que deviennent p et u par cette substitution,
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de sorte que p, py..., p,, deviennent

¢, (¢, x,, 24,..., x,) ou, par abréviation, ¢,
‘PQ (1‘, Lyy Lgy-ony xn) » ‘«Pz»
b, ., x,, X x,) » &

Yo 1, 19 A2y ey n 3]

et que i, Uy, ..., Uy, t,,, deviennent

w, (x, x,, %5,..., x,) ou, par abréviation, w,,

Wy (X Xyy Xayerey Xp) » W,
“'n (‘xa .1.'| ? x?’ ety ‘Z')l) » ”"111
A (-Ta Ly Layeuo, xn) » Woger -

On voit immédiatement que, par ce changement des<variables, les
formules (10) et (11) se transforment en (8) et (g), et qu’il s’agit de
trouver ce que deviennent €, ©,, vV,,, et ’équation (16), si a I'aide des
équations (17) nous en éliminons ¢,, ,,...,,.

1° En vertu de la proposition de M. Jacobi, ci-dessus rappelée dans
le Lemme I (voir Journal de Crelle, t. XXII, p. 340), nous tirons sans
difficulté de la formule (15) '

dw, dw, dw,
dz’ d.r,’ T dz,
dw, dwv,y dw,
dz’ d=""""7  d=z,
. 1
\18 (f: . s a2 e 0 e L U T NN
) A(e)
dw, dw, dw,
dz dz,’ ’ dx,
dw, dw, dw,
dz ’ dz, 7 da,

2° Quant a O, et 0,,,, nous observons en premier lieu que la difté-
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rentiation partielle des équations (17) par rapport 2 ¢, donnera
__do, dx, dy, dx, de, dz,
RO PR PoRR S P PR P ol
dcp, d.l‘l dzio2 d?‘, d(PQ d;z:,,
0= . TS L LT
Ie, g BT P PP PORY Pl
dq}k dI.‘l dq:/, dl‘, ([(Pk d.T,',,
1= TS e T STTNES e G
dx, drpk—}— -+ dz, dq;/,+ dz, dap,‘,
. dq"u dx i d@rt d.‘l,',. d Dn d‘r/z
RO PR P P R o Pl
d’ou il suit
Lo o, e, A
dz,’ ’ d.z',__,’ ' oda ’ ’ dz,
dz, dog doy d gt gy
Me) o= aa " To U Tm dz,
.d_@, evy d‘?n (o] d‘Pn (’i—%
dx, dz,_, ? da,, dz,
. . . dq)]r de
b v - ——
et, si 'on multiplie pa <Lp,, - ZTI) iz
ﬂlv H d(Pl Y o] ch‘ .
dz, dxr—x ? d‘7""r+| ’
dop\ dw, dz, _ | deg dou doy\ dw, dog
A(e) (q’k - H—,;) Az, de | da, ’ da, Vi dz ) "da&’ dug,
d%r ’ u ) o <on ]
dax, dz,_, ’ dz,,,

Prenons-en la somme depuis £ = 1 jusqu'a kA ==n; alors, en observant
ce que devient la notation (4) pour

= (

Tome VII (22 série). — Aouvr 1862.

AT de

’

dw,

s
dz,

35
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nous aurons
doy\ dw, dz, _ L<) _ doe\ dw,
A(?)-Zk(%—a)'d.r,'m*Fv [(‘l‘ E:) in |’
1

d’o11, en sommant encore depuis r =1 jusqu’a r=n, on déduit

n

(xr) d? (IW,,
i dg\ dw, d ZrF? [(‘p_ﬂ)‘d%]
@k w, dr.
vo) XX (w-33) = e

Or, en vertu de la relation entre w, et u,,, on aura sans difficulté I'équa-
tion

dw,, du,, du, do
E dogs dz’

qui, étant retranchée de Iéquation (14), donnera, en observant la
transition de py en ¢y,

n

_ dw, doy\ du,
o=+ 3 (4—5) T

Mais d’un autre coté on trouvera aussi

n
du, dw, dz,
T =2, Tz dqy

dot il suit

dw doy\ dw, dr,
— dzx 2 2(4”‘ dr>'d7,,'d?,,’
¢'est-a-dire, en vertu de I'équation (19),

n

{x,) _ dg dw,
S (v 52) %

dw, 4+ '
dx Ay}

¥

(20) 0, =




PURES ET APPLIQUEES. 275

En mettant ici dans ©, et w, n+-1 a laplace de n, on obtiendra encore

(ex,) d de dwy
ZFI( )]
d"vn o+

—t-

:2]) 0!14—1: iz A((P)

3° Reste a trouver ce que devient P'équation (16) en y exprimant
les valeurs de ¢, ¢,,..., 0., en &, 2,,..., x,. Or, la relation entre p; et
¢, donnera

n

dpy o dyy  dx,

Ao = 24, Tu, " dgs’

13

d’on, en prenant la somme depuis £ =1 jusqu’a k = n, on aura

n

n n
d di,  dz,
Zﬁ T = 2 2 T de
4 I

< e )1 . d . :
et a Vaide de l'équation (19), en y mettant aik a la place de
dcpk) dwv,
(%— iz) 4z

s B =S ()

Done, en désignant par ot ce que devient 9% si 'on y substitue les
valeurs de @,, 9,,..., ¢, données par les équations (17), on voit claire-
ment que 1'équation (16) sera changée en celle-ci:

(22) Ao)- T + 2 r () =

Par conséquent, en vertu des formules ci-dessus trouvées, (18}, (20),
(21) et (22), il résulte de la proposition de M. Jacobi que, si I'on a
tronvé aux équations différentielles simultanées

(22 bis) do,= ¢, da, dg,=d,dx,.., de,={,dx
35..
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(00 @y, Payeres @u €t §y,y Pa,..ny &, sont fonctions de x, x,, x,,..., ,)
n —1 intégrales

W, (@, 4y Lyyenny Ty) = Ay,

Il
BQ

W) (.2:', Lyy Lgyeney xn)

Why (.’l‘, Lyy Lgye-ny -LC,,) = Uy_q,
et qu'on prenne arbitrairement deux autres fonctions, savoir:

w, (&, %, Xa,...,X,), ou, par abréviation, w,,

W (.’Z’, xnx27"-1xn)v » Wi
on daura

I
f—@ (Opey div,, — 0, dw, ) = const.,

pour l'intégrale n*™ restante des équations (22 bis), pourvu que @, ©,,,
et 0, aient les valeurs données dans les équations (18), (20) et (21),
et que JIL soit une expression quelconque qui satisfasse a I'équation {24).
Or, en supposant
W, =Xy W=,
d’ou il suit

dw, R dw,
dx,_o pour r><1i et d._ri_[‘
(1“’714-‘ —_— . du"u-l—l .
dz, — 0 pour r>o et e y
on tirera des équations (20), (2:) et (18)
(=) dy
F — 7
0. = ? <4‘ d.r)
N
Oy =11,
dw, I
e==0., (7)1

Le théoreme I est donc pleinement démontré.
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~3
~3

§ VI

Dans ce qui précede, nous avons fait résulter le théoreme I d’une
proposition qu’a démontrée M. Jacobi dans sa Theoria novi multipli-
catoris. Cependant, pour en faire notre théoreme tout i fait indépen-
dant, nous en donnerons ci- aprés une démonsiration plus directe, qui
ue tient nullement 4 cette théorie difficile et compliquée.

En effet, écrivons les équations (8) de cette maniére :

! d(P' CPI d"?l
(dx——%) dx—i— d:z e o 11 i .. _|-d_(1x1_0’
%'—‘*l‘ dT"i‘—isz + +@dx-+ + I = o

(‘23) ¢ \d=x 2 - dr, 1 e dx; i (R dz, n— U,

dg, u 1g, dy,
T —y,) da + q’d%,—*— +”“dr+ g *da, =o:
C\dx s

en éliminant da,, da,,..., da;,, day,,,..., dx,, nous aurons pour
la détermination de I’integrale n"™ restante

(24) A(go).d.ri—-F;x")(gp—:—i).dxzo,

ou, en vertu de I'équation (9), les variables x,, x,,..., a,,,...,
Xipyy Lp SODL & considérer comme fonctions connues de x et x;. Or
supposons que J% soit le facteur qai rend intégrable cette équation dif-
{érentielle; pour cela il faut qu’il soit tel, que (*)

d [or, Foo (g — 511>A
ALITY0) D R i)

dx da;

= 0,

{*} En supposant que « soit une fonction de x, £, 2,,..., , et qUE Tyy Lyy..., &

Xiyay---, &, soient elles-mémes fonctions de = et x;, nous désignons par

ser -1y
du
dz
la dérivée partielle de « par rapport  x, non-seulement en tant que explicite entre
dans #, mais aussi en tant qu'il y entre implicite lans x,, 3 yeeny Lisiy Figgyoees X,

5 Ao
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oli, cequi revient au meme,

g ( ’1?‘)
d log T dlA(?)-i—h ¥ "‘"E,
T dx -+ dx dax;

(25) A(o)
()
Mais en désignant par Ekla somme pour A==1, 2,..., I—1, [+ 1,..., 1,

c’est-a-dire, la somme depuis A =1 jusqu’a & = n, excepté pour k=1,
on voit sans difficulté que

{9
d, A(q) . dA(g) da(g) dxy
de —  dx + E/, dx, Az
(=) dg (=) (, _de @) SN ]
d F? (\P - (1—1—‘) L dF? ( T dx dF? dz ET
dx; - da; + y “dr | drx ’
ce qui, substitué dans ’équation (25), donnera
Alp). 108 dA(q;)_l_d'F?’ ("‘ iz
. ¥ dx dx daz;
(26) o
@) ) q FE (g 28
dA(g) day # dz/ dxp _
- + X e T2 Az de = @
Au moyen des relations (g) il vient
dov, dov, ) duw, . dw, dw,
.1‘.+...+dxi_ldx,-_,—|-d;;;d.x,-_,_.—i—...—}— a.l’,, ‘dx”— < d dx + d.l‘,' d 1),
da, 1 dw, d i dow, Lo — div, dary 1
1‘4+...+m( 1','_,+m X4+ dx, dx, = iz .1'-«}—&—[_-(.1‘,- ’
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d’ou, en faisant, pour abréger,

de, dw, do, dw,
dz, 7 de,) Az, dax,
dw, dw, dary dw,
(27) a=1 dz P dz, dag, dx,
dw,_ dw,_, dw,_, dov,_,
dz, ? dx;_, ’ d.z-i+,’ ’ dury,
dw, dw, dw, dw, dw, dw, dw,
da, U A a, ] Zi Y Qa,) dzx dxi ’ da,

dw, dw, dov, dw, dw, dw, dw,
s - . -2 R

- 2 2 b
(28) JL,,,-([) = | d= da;_, dax, dag, dz ~ dayg, dr,
dw,._, dw,_ dw,_, dw, . dw,_, dw,_, dov, _,
yerey s yeees B ol SN
dx, dri_, dz, dzi_,” dx dag, dax,
dw, dov, dw, o, dev, dw, dw,
grevy by gy 0 0 T L, 2
d.e, dr,_," dx, dep_, day * dayy, dzx,
dw, dov, dv, dw, duw, div, dw,
. bl R 2 2t b < 2 b AR 3
Aoy (r) = | daz, da, dag., do_,  da; * day, de,
dw,_, dw,_, dw,_, dw, , dw,_, dw,_, dwr,_,
- cery . , yeeny
dax, g 2 ’ dx,, da;_, dz; * daig., dz,
il résultera
. - i -
(29) adzx, = — 4 (1) . da — A, (i).dx,,
et Partﬂnt
dxy
a- a‘; P aﬂuk{l),
dxy ‘.
a-—— = — Mp(i
dl‘[ okt )7

ce qui, substitué dans I'équation (26), donnera

=y f, de
d'FP (y dL)

. dlog % da
'N”'Ai\"”)' :1)%« +a d(:)+“' dr;
30]) e e - N
' 0 AP (g 92
dalg) e d.z-)

=3 | w0 S i) - =o.
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Substituons dans I'équation (29) les valeurs de day et dx; tirces des
formules (23) et ( 24), nous aurons I'équation

a . FY (Lp fﬂ;) — A(p) (i) — BV (41 - Z—i)-cm&(i),

qui, différentiée par rapport & ax;, donnera

() _d_vB
4. ( =

.. dA ’ .
g‘\.>,f(z)-w(17(r{-) A (0) - -
. d. A(i) (=) do d.Ay(i)
(31) =) T = (- ) T

: (ﬁ)( (I‘P)
d.F P — -
x s ? ;
FE, D <q) dq;> da a dr )

\ do /) dzp ~ d oz

De plus, en observant que

(xx) d —
350y )., g
= Alg).a.d] Alg)- % dae—alg). 224
= A(p).a.dloga— go)(—l; x— ‘P)d—;, x;
= Alp).a.dloga—Afg)-tedx

() d‘? da
-—.F? (q}—n>'d—x‘(|x,

il résultera des formules (30) et {31)

(24) dg
nodFSE (Y — -

dlog ( da:) db(g)
a.A(g)- -I—-a Z e S e

) U] U] )
da df,.‘ka({') () ﬁ ilﬁ . (Ia'\v,[((i)] _
_A(‘P)[d‘i_zkd“‘] —F? (‘-P—‘ d.z‘> [dz,- 2; dax =9,
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c'est-a-dire

Al Hlog(aT) g d-FeV) arle) "‘F;mk)%)
a. (?)T+a21, dux; +a dz _-.Zk dry
(32) ¢ d 3 d (i)

— A(p)- [af;, - Zk' d;il

. @
@y de\ | da g dak(i) |
\ s ( dw> [37. Zk d xx }_O’
a cause de
(1) de\ _ = (=) [dep
9 (4 2) ) — 0 (2),

Maintenant soit

dg, dg, dy, dg, deg,

dz’ dz.”""7 daz, daen 0 da,

. @, ﬁ geeey des dg, f{_?’
(35) Wy = | dx dz, dzi,’ dag,, ? dz |

d%v d%v > 9 3 9 ) -d&‘

dx dz, dxy,”  dap,, de,

alors il suit du Lemme II que

n
diby _ dofh, dafby
& — K -—
PACDE it D ACENE i
. .

4]

Mais, eu égard aux notations (3) et (4), on aura

dafs, - dA(‘P)
dz — dzr
et pour k> o,
. (=x) iij)
Dy 4Ty <dx ‘
d.z;, - d-’-‘k

Tome VII (2° série). — Aour 1862. 36
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Done

[ de
(34) o e i) —0
4 dr ‘2,; day CT

Pareillement, si Fon pose

dw, du, v, duw, dw, f
dJ," E“ A a;]-:; ’ d Lhg o d-T,, 2
dov, oy dow, du, dov,y
3 (o) = dz ' dx, Y day_, dirg, o ;ﬁ, ‘
----- R R I E C e e e e i
dw, o, dw, dw,, das, |
—_— —_—— ey 3 PIRICIY {
dx da, dar_, dzgg, dur, |
il résultera encore du Lemme 1T que
n n
AN _l.k.(l.é)/,(w,,):(1..5,,((;/,,) ) ._lk.fii?,"kv,"w)‘_—o
el ( ) dax; dx + Ek ( ) dz; !
Q 1

d’ou, en observant qu’en vertu des formules (27) et (28) on a pour
W, = Xy,

50 (@) = (= 1)*.a,
01'(1‘[) = 0,

Ay = — (— 1 00 (d), & étant > o,
on conclura, apres la division par (— 1)+,

) (8 , ,

- @ A1)

35) = 2 =

(\ ) dr A dxy

Enfin, si nous permutons ici dx et d.c;, I'expression @ ne subiva au-
cune altération; mais Ay (Z) sera changé en 4, ({); la formule (35)
donnera

(8
fap da o oAy (1)
) o - —_—
(36) T Zk T =0
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Maintenant, eu égard aux formules (34), (35) et (36) que nous ve-
nons de trouver, nous tirerons de 'équation (32)

" (zp)
log (a:

) — 0
N dz dxp K

1
3 N .
¢’est-a-dire en vertu du Lemme 111,

n

Afg). d]ogd(:;%) - EkF;‘Tk) ((Z¢) — 0.

dxy

/

I
Eu faisant
ajg, = I,

le facteur, qui rend l'équation (24) intégrable, sera

- N

—— B

a dw,
Gbn—-l (d_.T‘>

pourvu que Jiu soit une expression quelconque, qui satisfasse a

dlogT <o w8 [ di
Ag). dgx +ZkF¢ (d_;k)

Cest ce qu'il fallait démontrer.

§ VIL

En vertu du Lemme 1¢ on a

. dw, dx; 0 v, .
Bn—i do 0y (H =W, (a—a—,,) =1;

de plus, il suit de la proposition de Jacobi que nous avons rap-
’ 36..
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pelée ci-dessus, que (*)

B (6)-0m () = e (22),

n

(z; dx; )
F? )(9)0@71—! (d_:,,) =F\? (0)

A Taide de ces trois formules, on obtiendra sans difficulté

d ,-_F(")( —‘ii> d ,
ap)-da —F 7 (49— 2 z_F("'") LAY q)_ll_cp)d,l_
(dwn e da; ! e dz/ "7
(Du-! 3
d.Z‘,')

et I'on déduit du théoréme 1¢r la proposition suivante :

TaEorimE I1. — Soient

@iy Paseccr Pn,
qh, \Pza--" q*n,

des fonctions de x, x,, &3, . . ., x,. Considérons les éguations différen-
tielles simultanées

S do, =¢,dx,
(37) ,d%:q'.’dx’

( d?n = '-Pn dx,
et supposons qu'on en ait trouvé n— 1 intégrales
Wy =0y, Wy==0s,ec0y W,y =0Us,;

alors si, a Uaide de ces n — 1 équations, on exprime les valeurs de

Lyy, Lageen Ligy Tiggseary Ly,

(*) La signification de F;“") et de F;x’) est fixée par la formule (4).
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en x et x;y l’expression

(=) [ dg- ) (et dy
"’“[FP <a)'d“f‘FP (v=i2)-de
sera une différentielle exacte, et I’on aura

f.m [F;“") (ﬁ) -da; — F;“") (q; — ;—%) .dx] == const.

pour Uintégrale n'™ restante des équations (37), pourvu que o soit
tel, quil satisfasse a

dlog oL . x,) [ dV
Ale) —¢5 +2F; <&.?,,.>=°'

§ VIIL
Faisons dans le théoréme I¢°{ = 1 et
Xy =y, Xy=Yy', x;=3%",..., X, == y=h,

ou, comme a ’ordinaire,

en supposant

le systéme des équations (8) se réduit a une seule équation différen-
tielle de n*"™ ordre

do, = ¢,dx,

ou ¢, et ¢, sont des fonctions de

r 1 SN
Xy ¥y s F e,y
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Tﬁ, do,
dy dy’
I Y 0,
A —
(9) 0, 1,
I
i 07 ()’
oy e
U Tl
. (v — fli — IO
i, iz) = ‘7,//’ I,
T{"_” 1)
et en observant que
(#)
Fy (
x
F( )

i

nn obtiendra ce

JOURNAL DE MATHEMATIQUES

Cela posé, on voit sans difficulté que

do,

dy=2’

...........................

dy,

o,

...........................

(@)=

dg,
d)/(""")
© — )n—i g,
o = =] W?
]
o
dg,
d_}’("—')
o
do,
ol \A—d | 4l .
0 _( l) J d),(u—u
(8]

A4 _de
dy(n—l) d]’("_’) ’

):o pour r<n,

dg,

Trrorime 111. — Soient ¢ et  deux fonctions de

[:4

(38)

x, ¥y ¥'s I ey e,

de=¢.dx

une equation différentielle diu n*" ordre, dont on a trouvé n —1 inté-

grales premieres,

savoir:

wy(x, ¥, 7.

A=)\
we (2, gy YY) =
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alors, aprés avoir éliminé

lexpression

sera une différentielle exacte, et

dy A
J]L.m((l)’——) d.}i)

dw,
(Dn—l (“’—)
dy

sera Uintégrale générale de {'éguation (38), pourvu que % soit une
solution quelconque de

do  d.logd dy dy
(39) d].(n—u ' dax -+ dJ,(n—l,v - d),-(n—z}

= const.

- (),
ou, ce qui revient au méme,
du dy __ dy . de
L = 6( dy(=1 gy ) g0

CoroLLaiRE. — Supposons que ¢ et  soient tels, que

dy b
dye=n 7 Jyen, = O
ce quc a toujours liew quand y"~* n'entre pas dans ¢ et y*~" n'entre
pas non plus dans §, cest-a-dire quand ¢ est une fonction de a, ¥,
Yoo, ¥V, ¥ et qulen méme temps § est une  fonctiondex, y,v',....
YUY,y alors on a toujours

d dy —y'd
Wf—_l—)' . _L%WJ = const.
.., ( )

dy
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pour Uintégrale générale de I équation (38), qui, par conséquent, pourra
dans ce cas étre trouvée toutes les fois que n—1 intégrales premiéres
sont connues.

§ IX.

Supposons dans le théoréme précédent que ¢ soit une fonction seu-
lement de x, %, y"=1 et que

y=7".1,
d’ou
dy _r (1) df
d](n—l)—j +)’ 'd]-(n—l),

J étant une fonction de 2, y, ',..., y"*. Posonsde plus

N,
m:- (n-l"

N /

Nous aurens par 'équation (39)
{ de  dlogdn, 1 de  dyt : )y _ Y
ey R U R P A A v
(40) J
?  —
Ty =0

Mais en vertu de I’équation (38) nous aurons aussi la formule

d d do  dyt
bk S S __ &9 n—1) 9 \ A .
1=y et e T E

laquelle, combinée avec I'équation (40), donnera
d d. log L, d d
? g, dy i

. 5 7
d 1 dyt dz d ( 1 )
¥y y =

Enfin, en remettant ¢ & la place de f eton & celle de or,, nous au-
rons ce

= 0.

TrroriME 1V. — Soient ¢ une fonction de x, y"=, y'"=", et y une



PURES ET APPLIQUEES. 289
Jonctionde x, y, y'... ¥, si l'on a trouvé & Uéquation différentielle
du n"™ ordre

(41)

n —1 intégrales premiéres,

dg =y, ¢dx

wi(x, ¥, ¥y~ =ua,

aprés Uélimination de y', y”,..., y*", expression
I ) dg ) dy — ¥y dx
(n—1) g p(r-1) dw,
y ¥ O ( )

dy
sera une différentielle exacte et

I do dy —y'dx
Pl dy(';—')' jdw — const.
@ (42)

dy

sera Uintégrale générale de I'équation (41), pourvu que 5 soit une so-
lution quelconque de

dy dlog JIL dy

. —_ - 4 ————— =0,
1 d ylr—2) d=x I
d (](n—l)) d ( )

vy

CoroLLAIRE, — Lorsque

de dj

dz_d( L )ZO’
._y\"“')

ce qui a toujours lieu quand ¢ est une jonction seulement de y"~* et
y ™1 et qu’en méme temps ¢ est une fonctiondex, y, y'...y"?,onaura

d dy—r'd
. r=r ’.Z‘ = const.
dy(=n ) @ dw,
)’ P MY n—1 (‘d‘,’)’

Tome VI (2¢ série), — Aouvr 1862,
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pour ['intégrale générale de I'équation (41), qui, par conséquent, pourra
toujours dans ce cas étre trouvée toutes les Jois que n — intégrales
premiéeres sont connues.

A cause de leur grande généralité, les théorémes 1L et 1V, on princi-
palement leurs deux corollaires, ne seront pas peut-étre sans intéret
et sans importance pour la théorie de I'intégration des équations diffé-
rentielles d’'un ordre quelconque.

§ X.

Nous allons & présent nous occuper d'une maniére plus spéciale des
équations différentielles du deuxieme ordre. En effet, prenons dans les
deux théorémes précédents n = 2, nous trouverons.sans difficulté

dy 1 . dg dy’ . de
d](r1~') AT (f-lﬁ> - d.T, da, T dx
dy
et nous aurons les deux théorémes suivants :
TukorkMe V. — Soient ¢ et § deux fonctions de x,y et y', et

supposons qi’on ait trouvé a léquation différentielle du deuxiéme
ordre

(42) d o= dx,
une intégrale premiere
wy (2,0, ¥')=a;
aprés Uélimination de y', Uexpression
:)rv:ll—i(dj —y'da)
sera une différentielle exacte, et nous aurons

fmb-d—?(dj' — y'dai= consl.

d oz
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pour Uintégrale générale de Uéquation (42), v étant une solution quel-
conque de

de dlog L dy dy

o Tdr TOy T T O

ou, ce qui revient aw méme,
fd » (# —_ j—sb, : —;zf/
M =e TS

COROLLAIRE. — Lorsque

de di
— g =0,

dy — dy
ce qui a toujours lieu quand 4 est une fonction de x et y', et qu'en
méme temps ¢ est une fonction de x et y, l'expression

dg )
4. (dy —y'dx)
sera une différentielle exacte, et nous aurons

f:ll:i‘ (dy — y'dx) = const.

pour lintégrale générale de Uéquation (42), qui dans ce cas sera
toujours réduite aux quadratures.

Tutorime VI. — Soient ¢ et ¢ deux fonctions de x, y et y', et
supposons qu'on ait irouvé a l'équation diﬂ{e'rentielle du deuaxieme
ordre

(43) do=y'¢dx
une integrale premiere

w2, ¥, ¥')=a;
apres Lélimination de y’, U'expression

N dy

7 ' da, (d‘y .—-‘)’I d.I‘)
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sera une différentielle exacte et nous aurons

M dy

e T (dy — ' dx) = const.

pour lintégrale générale de I’ équation (43 ), o étant une solution quel-
conque de

dy dlog JIL dy dy

G R
Y Y

CoRoLLAIRE. — Lorsque

= 0.

d d
de _ M __
dr I

y

ce qui a toujours lieu quand ¢ est une fonction de y et y', et qu'en méme
temps ¢ est une fonction de x et y, Uexpression

d !
L8y s

sera une différentielle exacte, et nous aurons

d '
f%, . (TZ(ﬂdy —y'dx) = const.

pour lintégrale généralede I'équation (43), qui pourra toujours dans
ce cas étre trouvée par des quadratures.

Nous donnerons ci-aprés quelques applications des théorémes V
et VI, que nous venons de proposer.
§ XI.

EXEMPLE 1%,

- Trouver la courbe dont le rayon de courbure est une fonction
quelconque du rayon vecteur.
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La solution de ce probléme conduit a cette équation différentielle

1

3
(I _'_),Iz)x
g 2of (2%’

=5 (a4 y?) =

ou, ce qui revient au méme,

4

(44) —L

s = 2.f(x*+ %)
(147"

Pour en trouver I'intégrale générale, nous observons en premier lieu
que la formule (44) pourra étre présentée sous cette forme,

i)

dx 22'.7,'./.('112"_.)’2),

d’olt Von voit facilement qu’en faisant I'application du théoréme VI on
aura 1ci

(45) <P:”‘”:—[—:—-‘ja et q)=2.‘f(.1'2+‘}’2),

et partant
de dy

e
Y

Ainsi, tout est réduit a trouver une intégrale premiere de I'équa-
tion (44). Pour cela, multiplions la formule (44) par & + yy'; d’ou
résultera

= 0.

(z+yy')dy

NeE=

=/f(a?+p%) . d(x® + "),

et en intégrant

zy' —y : .
(49) Vit yo =S (& +7%) + ay,
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o, étant la constante arbitraire, et

Jia) = [fz).

Or les formules (45) et (46) donnent

do de dy' Y

(la,‘—(w.—(ﬁ—:_z—o—x}/.

De la, en vertu du corollaire au théoréme VI, il suit que

dy—y'dz
\ — — .
(47) f aFyy const.

sera I'intégrale cherchée de la formule (44).
Pour effectuer l'intégration dans I'équation (47), il ne faut qu’y
substituer la valeur de y’, tirée de la formule (46), savoir :

(48) y=2EL,

en écrivant f, au lieu de
Sfilx*+ %)+,

et en posant, pour abréger,

2

) p=NE i~/

En observant que les formules (48) et (49) donnent

nous aurons pour l’intégrale générale

f(x’-—v’i)dy—(-tf *+f.p)d=x

V=

Multiplions ict le numeérateur et le dénominateur par

PXEJ2-) s
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nous aurons, en supprimant le facteur x* — /2,

f(pz¢fzy)dy—(pfifzr).d

xT
- == const.
P24y ’

ou, ce qui revient au méme,

d d * 1 (2 2
2 rdy —yda _L . (=" +r) = const.
iy Vo yi—f1 2+

Donce l’iritégrale geénérale de laformule (44) sera

o 2 A2\
2arctang= £ F (x? + y?) = ¢,

51

en posant, pour abréger,

+Ax]dz
=F{(z),
f \/z—- ‘+‘C<|] ( )

«, et «, étant deux constantes arbitraires.

§ XII.
EXEMPLE II.

Trouver Uintégrale générale de I'équation différentielle

— 1

YA (s)

(50) yy' e+ {y :
/ r}./z c -+ myl—-r
oL
( 5y ) 72— axr—-ny' ™"
— C—|— mJ,I—r ?

a,c,m, net r étant des constantes quelconques.

Nous observons en premier lieu que la formule {50), multipliée
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par

1

22— =

(r=1.0") "y
¢+ my'~"

®

peut étre présentée sous cette forme

(f’)l—; >
¢ <m+cr-' , =1

=y - 5(2)
da .} (c—l—my"’)’ "F\Z,”

d’ou1, en appliquant le théoreme VI, nous aurons

1

§——

(52) o=l o b ((cr—“:,;)y"y-_fr)='§(z)’

et partant

de _ d¥__

dz 4 (_I_,>
e
Par conséquent, il suit du corollaire au théoréme VI qu'ayant trouve
une intégrale premiére de V'équation ( 50 ), nous en déduirons Pintégrale
générale par de simples quadratures. En effet, différentions la for-
mule (51), d’ou nous aurons

dz _ alc+my' ")+ (1—r)y".r' (cn — amz) B
dxr (e my' ="} -

et écrivons la formule (50) de cette maniére

() [y; (c+my'™)— c‘f’] = §(2);

cette équation, multipliée par

Bdx =dz,
donnera
1

(53) B.(]")_F- [%:, (c+my'T)—~ c]")] do = ¥(z)dz.
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Posons de plus, pour abréger,

® = yry (en—ama) 4+ ay (e my'=")

1 1

(),.I) 1" (C_‘_myl—r)

en différentiant €, nous aurons

d (l) ”

==58.007 v [cy’—-{i—, (¢ + mj"’)] ’

d’ou, ep vertu de I'équation (53), il suit

(54) A% = —F(z)dz.

En faisant donc

nous aurous par I'intégration de I'équation (54), en restituant la valeur
de @,

(55) Ty (en—ama) ayle £ _ (2 g,

(") e+ my'—)

ce qui est 'intégrale premiere cherchée de I'équation (50).
Cela posé, le corollaire du théoreme VI nous donnera pour Pinté-
grale générale de 1'équation (50)

1 d
f;-ri(df —y'dx)=a,,

c’est-a-dire

_ dy —y' d=x .
(56) u—= fay’(c—}-my'—’)—{—-(l—r).y'(cn—amx)_a“’
parce qu’en vertu des formules (52) et (55) nous aurons

dy _ dy dy' _ (1—r).y

doy — dy da a_y"(c—}-my'—’)—i-(I—-—r)_y’(cn——-am.r)'

Tome VII (2¢ série). — Seprennxe 1862. 38
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Pour effectuer I'intégration dans 1’équation (56), posons
(57) & =log[(c +my'—")(en — amx)),
(ot nous aurons cette formule

& -+ a, = u + log[(c +my'~")(en — amx)|,

qui différentiée donnera

du 4G mla(e+my'—") — (1—r)(cn—amz). y 7.y

dz dx (e + my'=r). (en —amz)

|

ou, ce qui revient au méme,

du d& 4 [a{e+ my=") 4 (1—r) (en —amx). y~". y']
dz dz {e4my'="). (cn — amz)

a{ct+my ") —(1—r){cn—amz).y .y

= a(c—{—my"’)—k(n—-—r)(cn—am.r).y".y’?
c’est-a-dire
do a—(1—r).a.y 7.y
(5 — E = _.
\‘)8) du d v a—-}—(l—r).a.y—’.y”

en posant, pour abréger,

cn — amx

5 - .
(‘)9) G_c_l_,nyl—r

Mais 'intégrale premiére (55) peut étre présentée sous cette forme

a+y7.y.o= (]‘".f’);- [F Qnm—?—a) -+ a.]a
laquelle formule, résolue par rapporta y~". y’, donnera
JTr=gio e,
ce qui, substitué dans la formule (58), nous fournira

1 deo
a+(1—r).o.9{o,%) «

d
du=d6+—£-—2a.
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En intégrant nous aurons enfin, 4 I'aide des formules (56) et (57),
I'intégrale générale de I'équation (50)

cn — amx
log(cn —_ amx) — a.F‘ <rfﬂ_)’l—” U.,) = U,,

en posant, pour abréger,

1 dG’
—_—
[+

Fee)= [ e

7, et o, étant deux constantes arbitraires.

§ XI1II.

EXEMPLE I1I.
Trouver Uintégrale generale de I’équation différentielle

25" . ar -+ b4z
— b
\/(a:c—}—6)2+2cz(ax+m)—l—c"z2

72

(60) .

oitz= y'""eta, b, c, m et r sont des constantes quelconques.

Faisons, pour abréger,

R+ ax+ b —cz=(ax + b)*+ acz(ax + m) + ¢* 7,

d’onl nous aurons sans difficulté

(61) (R— 2cz) (R + 2ax + 20)=2¢c(m —b).z,

et en différentiant, aprés avoir pris les logarithmes,

dR ae(t—r).y~". y 42‘—f-za
dz KA + dzx _fr—=r)y’
R—2¢ R-4-2ax +25 y

c’est-a-dire, apres quelques réductions,

dR \ ¥’ R—acz dR ]
dx =(r = ry.;.R T Rt 2axr+206 (d.z+ 2a)>

38..
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ou, ce quirevient au méme,

dR ( R — 2¢z _2ay+ (1—r)y'R
(69) ((lx +2a> \I + R +2ar—+206 b

Or I’équation différentielle (60) peut étre écrite de cctte maniere

. g 2 2b
(()3) 2y:f — ar 4+ b+ cz _ R+ 2ax + ,
ry’s R4ar+b—cz R+ar~+b—ecz
d’ou
ry? [ o R —2cz
I TR+ oar+2b’

ce qui, substitué dans I'équation (62), donnera

/ (1R v
y <2a+—>+Ry ¥

dx .
2ay + Ry’ oy
En intégrant, nous aurons
H
(64) 2ay + Ry = «, (')

pour l'intégrale premiére de I'équation (60), «, étant unc constante
arbitraire.
Ecrivons i présent équation (63), qui est la méme que I'équation (60),
P ' q :

sous cette forme
A N R+ 2ar 426 ,
_—‘2}' R—’—ax—f—b——cz’

et appliquons le théoréme V pour en trouver l'intégrale générale. On
voit immédiatement qu’on a

r R+2acr+26

16"» el ]— _
(69) ¢ ! et ¢ 2y R+ ar + b —cz
d’ou il suit

dy @y _

dy dy" 7

Cette relation ayant lieu, le corvollaire au théoreme V nous enseigne
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qu'aprés I’élimination de y'
d J
qo(dy —ydx)

est une différentielle exacte, et que

do
f;j;l(df —ydx)=a,
est 'intégrale générale de I'équation (60), e, étant une constante arbi-
traire. Mais 4 I’aide des formules (64) et (65) nous aurons

!

do _do dy _ _ __ r(r7)
de, 7 dy’ da, 2ay—|—(1-r)y’.h’
d’ou
I
. dy . r(y'y (dy — y'dx)
(66) da, (dy —j’dac):—— 2ay + (1—r)y R -

En méme temps la formule (64), que nous pouvons cerirve sous cette
forme

(67) 7Ty R=a () e

nous donnera y'. ¥~ exprimé en ]"‘.B, savoir

(68) yY.orT=s(y " Ruo)=0s,
d’on
(69) (Y =r(=),

et partant, & l'aide de Ja formule (64),

1

(70) y’.R:y.[a, (mY — 2a].

Cela posé, en vertu des formules (66), (69) et (70) que nous venons de
trouver, nous aurons l'intégrale générale cherchée (apres avoir sap-
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primé le facteur r)

—_—r

ydy
o

dr—

(t— 7)o+ 2ar. (=)
ou, en vertu des méthodes connues,
d¥ it

‘71) F(x,j,a.)-—f ot < —Ejtdfza“
A m\{t—r)a, +2ar(z) "

7, et o, étant deux constantes arbitraires, et ayant posé, pour abréger,

dx
7 f _1=F(x’f’“4):Fs
(1—r)a,+2ar(w) 7

ou l'intégration, se rapportant a la seule variable x, doit étre effectuée
comme si ¥ était constante.

Drailleurs il est tres-facile de démontrer que I'expression sous le
signe d’intégration dans I’équation (71)

dF y-r

pe — =2
7 w((x—r) a.+m<wf7)

est une fonction de la seule variable y. En effet, différentions-la par
rapport 4 x, nous aurons

1
d? _r.d |:(1—-—r) a.m-%—zar(m)l_:] d*F

dz — 7 dz + de.dy’
c’est-a-dire, en vertu de I'équation (72), /
1
- dR< —;> 1—~ [dR RJ
I—7)— o\ —28a —2ay™—.( Fa'| ~—— 4 (r—1). —
(73) ay _ g el A L |
7 _1)2
(@) ((1—’) w+2ar(@) T
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Mais des équations (6g) et (70) on tirera

1 I
| — -

w—2a(m) "= L.R.(a) "=(y) "R,

1

ym) =)
ce qui, substitué dans 'équation (73), donnera

I
o

- dR dR
’ T ’ . - v .
43 {¥'") .m.[(l—-r).R.—dx —rar 4 (1 —7) 2aR]

(74) T==-—

r (o) (o= a.+w<ﬂ=f>_%fY

De plus, par la différentiation partielle de I’équation (61) par rapport
a x et par rapport 4 y, nous aurons

dR _ a(R — 2¢z)
(E_—R—i—ax—}—b—cz’
o dR _ (1—r).R(R+ 2ax+ 2b)
)’a}—._. RA4-az+ b—cz ’

ce qui, substitué dans I'équation (74), en fait évanouir le second
membre, de sorte que

43 _
dz
ce qui montre que @ est tout a fait indépendant de x.

§ XIV.
EXEMPLE IV,
Trouver Uintégrale générale de U'équation différentielle
"

(75) . 7= 2. f(z),
(@ +2by -+ ey’
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ots, pour abréger,
[76) z = ax® + 2bxy + ¢y +2ex + 2fy + g.

Faisons
k? = ac — ])2,

77) F(z) = (z).dz;
)
et soient m et n tels, que

am + bn = e,

(78
(78) bm +cn = f;

aprés avoir multiplié ’équation (75) par
af(a+by)Yx + (b+cy)y+fy+cldx=dz
nous aurons, en intégrant,

. xy' — my' — n
(=g, Y DS T F(z) + a,
Va+ 2by + ey

ce qui est une intégrale premiére de I'équation (75), «, €tant une con-
stante arbitraire.
Mais la formule (75) peut aussi étre présentée sous cette forme

d.< a + by’

Va -+ jiy’+ cy”> =y 2k f(2),

d’ou il suit qu’en appliquant le théoreme VI nous aurons

(80) — el = 2.k f(2),

P Vaxatr o
by + ¢y

et partant
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En observant qu’en vertu des formules (79) et (80) on a

dy _ dy dy Kyt

do, — dy "oy mlat by rr(bro) +/F +e

il résultera du corollaire au théoréme VI qu’en supprimant le facteur
A lintégrale générale de I’équation (75) sera

dy — ¢y’ dx
(8') f g T ‘7 ! / :q:”

z{a-+by')+y(b+c)+fr'+e

o, étant une constante arbitraire.
A présent effectuons l'intégration indiquée. D'abord, attention
faite aux relations (78), nous aurons

br ey +f F{lz+m)dy — (y +nr)da]
k(x-+m) = ax‘+ 2bxy 4-cy'4 2 fy + 2ex +fn+em’

d.arc tang

d’ou, en intégrant,

bx +cy +f kf (x +m)dy — (y 4+ n)dx

aTCtaﬂgﬁ—‘(‘m— ar*+ 2bxy + ¢y’ + ofy + 26z + fn + em

laquelle équation, ajoutée a I'équation (81) multipliée par &, donnera
bx+6y+f f[ dy —y'd=x
arctang ———> + £.
7% (e + o)+ 7 +ear)+h +e

N (24 m) dy — (5 +n)dw 1_
ax’ + 2bxy 4 ¢yt + 2 fy + 2ex + fr + em “

Réduisons ici les deux fractions sous le signe d’intégration & un méme
dénominateur. En posant, pour abréger,

<82) B___-r(a—%—by)+y(b+cy)+fy+c
k(xy =~y -+ my — n)

nous aurons, attention faite a la formule (76),

(83) arc tang

= a2-

b 4-cy + f t dz 1
k(z—+m) 2 z-—-g—|—fn—}—('m']§
Tome VII (28 série).— SeprEmere 1862. 39



3006 JOURNAL DE MATHEMATiQUES

D'ailleurs la formule (82) donnera, a I'aide des relations (78),

z2— g+ fn-+ecm

o (1 7 =\
va-20y 4+

B2 + 1 =

c’est-a-dire, en vertu de la formule (-9},

3—g +Sfn+ em

By = -
R () + =]
d’ou enfin il résultera
L L[F ()4 =] _
B \/z—g-f—fn--{—(.'m—ﬁ.[l"iz)—{—-x_j"

Cette valeur de 1% étant substituée dans la formule (83), et ayant

posé, pour abréger,

. dz F s} + =
Fy{z,a,)= : = =
z— g1 —em Yz — g+ Jr—+cm— 2{F (3) 4+«

nous aurons pour l'intégrale générale de la formule (75)

brtey+f koo, o -2 . .
Hx;:,;ri;-[‘,(na. Habry+cpiaafy+aenr+g, a)=uq,,

arc [ﬂl]g

@, et ay étant deux constantes arbitraives, et les valeurs de & et de m
¢tant données par les formules (77) et (78). Si & devient imaginaire,
les réductions nécessaires se feront sans aucune difficulté.

§ XV.

Dans un Mémoire de M. Liouville : « Remarques sur une classe
d’équations différentielles » (Journal de Mathématiques pures et appli-
quées, t. XIV, p. 225), l'illustre auteur a réussi, par des substitu-
tions Irés-ingénieuses, 4 faire voir une propriété, auparavant incon-
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nue, de I'équation du troisieme ordre

lo(z dr
RS P . dz 2
— o=/ F (p(a)- )

savoir, que lintégrale compléte est toujours facile a oblenir par quadra-
tures dés qu'on donne une intégrale premiere. Or, et cette équation et
celle plus générale dont I'auteur fait mention dans la £in de son
Mémoire, ne sont que des cas spéciaux d’un groupe trés-étendu
d’équations différentielles du troisiéme ordre, qui jouissent toutes de
la méme propriété remarquable.

Quant aux équations différentielles du second ordre, qui manquent
de la variable indépendante, il est connu depuis longtemps que leur in-
tégration ne présente pas plus de difficulté que celle d’une équation du
premier ordre. Nous ferons voir ici qu'il y a encore une grande
classe de pareilles équations du troisiéme ordre( ou il manque la va-
riable indépendante) qui se distinguent par la propriété analogue,
que leurs intégrales complétes sont toujours faciles 4 obtenir par
quadratures, dés qu'on a trouvé une seule intégrale premiere.

En effet, considérons dans les théorémes V et VI la varisble x
comme fonction de ¢, et faisons

dy dix
dr — de
d'ou il suit
— da
\/‘2‘}/' - —(—l—z- H

dorc, les substitutions étant effectnées, en mettant x au lieu de ¢, et

7, ¥, y” auliendex, a;, x; ()" et y” désignant comme a 'ordinaire

dy dz . .
2 et &) on obtiendra ces deux théorémes remarquables :
da dz? ! q
Tutorime VII. — Soient ¢ et 4 dewx fonctions qu:lcongues de y,
¥, ¥, et soit
de (}’> yh ) . R
(84) R L e

39..
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une cquation différentielle du troisiéme ordre, dont on a trouvé Uinté-
grale premiére

w ()=

(a0 étant la constante arbitraire); alors, aprés Uélimination de r,
Uexpression

do I ”
:)Tw.d—a;l(]’d‘y —y'dy)

deviendra une différenticlle exacte, et I’intégrale seconde de I'équa-
tion (84)

(85) f:)lb. -j—::(_)f’ dy’'— y"d y) = const.

se réduira a des quadratures, pourvu que O soit une solution quel-

conque de
dp dlogd  d¢ 4y _
dy” “dx T dy’ dy” °

ou, ce qui revient au méme, que

[as(te,_2). 8o
S]L:e ¥ ary Y .

ConoLrAIRE, — Dans le cas de

dy dy
=5

ce qui a toujours liew si ¢ n'est fonction que de y et y", et qu'en méme
temps | ne soit fonction que de y et y’', l'expression

d 4 "
Ly = ydy)

deviendra toujours, aprés Uclimination de y*, une différentielle exacte,
et U'intégrale seconde de la formule (84)

de ol et
fd_a. (' dy"— y"d y)=const.

pourra toujours s’effectuer par quadratures.
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Pour avoir I'intégrale complete, il suffit d’observer qu’on aura par
Péquation (35)
F(}ﬁ}"a 0!4)': Kay
ce qui donnera

d
.7/“" y—fi(}’:“n %y),

d’ou I'on aura enfin P'intégrale compléte

J‘+03-ffl J’:“u“z

@, 0y €t &, étant trois constantes arbitraires.

Tarorime VIII. — Soient ¢ et ¢ deux fonctions quelconques de y,
J' et ¥, et soit

X d > ? i " 13 )
(86) Ldi"i_) Y sy

une équation différentielle du troisiéme ordre donton a trouvé Uintégrale
premiére

wi (.Y ) =

(o4 étant unc constante arbitraire); alors, aprés Uélimination de y*,
[’expression

I "
y" : (.7 .)ﬁ -7 d.)f)

© deyiendra une différentielle exacte, et Uintégrale seconde de (86)

N d Y
(87) N d: (] 7 ] dj) = const.

se réduira a des quadratures, pourvu que M soit une solution quel-
conque de

d dlog L d d
? . g __‘7,/._‘? 4 ¥

s

.__'._.O’
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ou, ce qui revient au méme, que

f,r de __d¢ ). 4y
Jdiao] e
m'b:c 7” ]” '

CoroLLAIRE. — Dans le cas de

(88)

, dg db

'(].7- d 'L) -_ bl
(.7”

/

ce qui a toujours liew si g n'est fonction quede y' et y", ct qr’en méme
temps § ne soit_fonction que dey ety’, I'caxpression

o S(ydy =yt

Q'l‘b

1
e
deviendra torjours, aprés U'élimination de y*, une différentielle exacte,

et U'intégrale seconde de U'dguation (86)

f Uf'd]f — " dy) = const.

ourra toujours s’ effectuer par quadratures.
P ] q

Pour avoir l'intégrale compléte de la proposée, il suffit d’observer

qu'on aura par I’équation (87)
Fly, r'soa)=d,,

d’ot Pon conclura sans difficulté

dy
-+ - A
x ta = f.fl f:an “z

¢, ¢, €t o, élant trois constautes arbitraires.

§ XVI.
Appliquons a présent le théoréme VIII A la solution du probleme

snivant :
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Z'rouver une courbe telle, que pour chacun de ses poings le pro-
duit de Dordonnée et de la sous-tangente, multiplié par le rayon de
courbure de la deéveloppée, soit une fonction quelconque de la normale.

\,\‘ -«
AN /
\ /'/ \\I;
N /SN
NN / /
k \ / \\
. N \\r s // / \
\ A e
N
A’ S

Solution. — Soient ABC la courbe cherchée, A’ B'C’ sa développée,

3
[y

4 7

AN =p=

le rayon de courbure de la courbe ABC,

Soan o AR dp
(89) A'A _p,_hm—A;_@

le rayon de courbure de la développée A'B'C/,
(90 o= VT
la normale de la courbe ABC; le probleme conduit a cette équation

(o) Zopi =S,

ou, ce qui revient au méme,

oY ~,
DA
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Or, en vertu de I'équation (8g) on a

I+
" d -
E;=d_f)=fi_ﬂ=3 ' '(l+ :2)_ ()’—I— Y >
P pdy s T Jo= dz ’
ce qui donnera
1+ gy
df y+ =2 ) ,
W)
dx pr? SNy

ou, ce quirevient au méme,

d{ r+ b
W " , f0
(92) —(——d;’——) =)0 “

En multipliant cette formule par

I+_)"’__ vde
A T

ce qu'on obtiendra sans difficulté de I'équation (go), on aura
R 1\ _fle) o
(o o (132 <2

d’'ot, en posant, pour abréger,

[Elav=1F(),

ot

on aura par l'intégration

(93) 7+ =) e

Or, aprés avoir trouvé une intégrale premiére de I'équation (91), la
forme de 'équation (y2) nous porte 4 en chercher 'intégrale com~
pléte a Paide du théoreme VIIL. Pour cela, nous observons en premier
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lieu qu’on aici

"7

9 (1.0 =yr+ H}y =VF () +a,

G,y gy =200,

&’on 1l résulte

qu 1
_— TS ey
de, 2 \/F(u)—{—au
d d
f—?:[ ———? :]—*—)"", ‘L = 0.

d
T {
(57) 5)
De plus, la formule (88) donue

=TT

donc, en vertu du théoréme VII, nous aurons Vintégrale seconde de

Véquation (g1)

Vit+or"

) fi / — Id =
J’”Q/F(")+a1 (J’(f J,’ .7-) a2’

(94)

ou l'intégration pourra facilement s’effectuer par quadratures. En effet,
a I'aide de I’équation(93) nous aurons par I'équation (g4)

o = \/F(f{)_—tan—f[ y'dy! N1y ],
’ VE()+a [ Vier®  VEO)+a—y

c’est-a-dire

‘Id ’ \ r———
Oy =\ I+ 3% — ! S EE) +7y/ 2
2 \/ ‘7 va(u)+al (\/l—l—]‘l’ .V 1 ""‘J .}f ?

et, en vertu de I'équation (go),

g =2 de
‘2_}’ f\/F((J)+a,,

Tome VI (2% série). — SerpTemBRE 1862, [;O
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moyennant quoi, en posant, pour abréger,

do )

I'intégrale seconde de I’équation (g1) prendra la forme
’;"j =g, (Ua o)+ o

Cette équation, étant résolue par rapport a ¢, nous donnera

V:G’(]'a Uy On) = @,
d’on il vient
Vi-+y* ==
ou

_ Vo=
d.z‘ r

ce qui donnera enfin pour l'intégrale compléte de I'équation (g1)

X 4 Oy = ]'d]' 2
’ 5/[ (s ey ) —

oy, oy et o, étant trois constantes arbitraires.

§ XVII.
Soit
o(x,7,7')=0

une équation différentielle du premier ordre; elle peut toujours étre
considérée comme un cas spécial de

(X, 7,y ) =

(pour o = 0), qui différentiée donnera
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Or, a cause de

les théorémes V et VI nous enseignent que les expressions
a (dy —y'dx)
et

N, ,
— (dy =o' dx)

sont des différentielles exactes, pourvu que

ottt
N = e roar ,

A k]

Nous aurons donc ces deux théorémes concernant l'intégration des
équations du premier ordre :

TatoriMe I1X. — Soit

(95) o(x, 7,y )=0

une équation différentielle du premier ordre, et soit I une fonction

de x, y et y' telle que
dx é-f; d_?_
(g6) I = ef (dr dy’);

alors l’expression

(97) o (dy —y'dx)

seraunedifférentielle exacte, et Uéliminationde y' entrel équation(g5)et
f:m (dy — ' da) = const.

donnera Uintégrale génerale de I'équation (95).

fo..
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TrforimME X, — Soit

(98) gla, r,)')=o

une équation différentielle du premier ordre, et soit W, une fonction
de x, y et y' telle que

T A el

e

alors

(100)

) .
?((J)f——-] dua)

seraunedifférentielle exacte, et Uéliminationde y' entrel ‘equation(g8) et
f% (dy — 9" dx) = const.
donnera Uintégrale générale de I'équation (g8).

§ XVIil.

On peut trés-facilement vérifier ces denx théorémes. En effet, on et
R étant des fonctions de x, y et ', pour que les expressions (97)
et (100) soient des différentielles exactes, il faut et il suffit que

A dM Ay (A Ao dy Ay
(IOI) ‘(Tx——}-d—)ja—a; 7 <-d—_y—"+~—dy’.(ﬁ +3ﬂz.a—)-'—0

et
d 1
‘0) 1 [d  dIN dy’ T+ 9 3! d I dNL dy'
(102 Y \dz dy’ dax T d + dy dy’ "dy —
Or, en observant que
v dy . 4y
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et
A 4L, 4o, dI
RN PPV S g =

les formules (101) et (102) peuvent étre présentées sous la forme

r

dlogdl  ay
dao + d;_o’

d 1
dlog M ¥ - .
iy T e T 0

d’ou, en remarquant que I'équation

e(x, 7,9 )=o0
donnera

de dy dy’
iy Ty s

I

d{-L

L)

il A i -7 = o,

nous aurons

v de . dy
log:}rb,._fdx (E}'dy’)’

i |

Y

ce qui revient au méme que les formules (g6) et (99"

§ XIX.

A présent nous allons appliquer ces deux théorémes a Iintégration
de diverses classes d’équations différentielles du premier ordre, qui
me semblent mériter leur place & coté de celles qui ont déja été I'objet

des recherches des analystes.
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EXEMPLE 1.

ProsrLiMe. — Trouver la courbe qui divise la portion de la normale
située entre les axes des coordonnées [*] en deux parties telles, que Uune
soit fonction quelconque de Uautre.

On verra sans difficulté que la condition donnée conduit 4 cette
equation

103 =T = £ (VTR
ou, ce qui revient au méme,
(104) y.y .w(u)—x =o,
en posant, pour abréger,
=gy N1+ ()P et [f(z)=z.5(2).

Pour trouver, a I'aide du théoréme X, le facteur propre a I'intégration,
nous obscrvons que

(105) p=yy .@w(u)—x.
En différentiant (104) nous aurons

a'{u). yy* 1 dx x
2T L ——

L+ 2y deg(e+y') T gy

d’ou, en ajoutant

X
wlU)— —
( ) _7'_7’,
il suit
, . /2 lr
106 (1) + o (u). =27 qu,.“‘____n
( ) ( / ( ) v[+(y,), ¥y d.log(.z—l—y_y')

[*] Nous supposons tonjours les coordonnées rectapgulaires.
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Or la formule (105) différentiée partiellement donne

et de plus, a Paide de I'équation (106),

dy de dy

_ 2 - s
d (—I—) =T ay T T gm0
yl
d’ot 'on aura
dy, dy _ dlog(z+yy')
dx d (;) dy
y

et partant, en vertu de 'équation (gg),
M, = + )y,

ce qui donnera 'intégrale générale de l'équation (103)

fﬁ—;fl’(dy——y’dx):const.

Mais on trouvera sans difficulté

f.t-l-]’)’ (d.}’—]’,(lx>:)’:;x’_‘1:r_)”+fxd(x—l‘]’]'),

‘:y_l

c’est-a-dire

x + ! ’ P2 s ‘x _—7
f—;;y—y—(dj—jdx):'y—zx———.rjj-ﬁ—/;;\/l—}-j du.

a cause de

yod{x 43y )= vi+ " du.

En posant done

(107) [ 7w du=F(u),
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on aura enfin, a 'aide de I’équation (103),

(1o8) 4 ;x? —ax)y +F (]. Vi+ j”) = const.

En éliminant »* entre cette formule et Péquation (103), on obtiendra
I'intégrale générale de celle-ci.

§ XX.
EXEMPLE 1II.

Proerime. — Trouver une courbe telle, que pour chacun de ses
points la perpendiculaire abaissée de Uorigine sur la tangente soit
égale a une fonction quelconque de la normale.

La condition donnéde conduira immédiatement & cette équation
différentielie

=y g —
V’W—f(]\/l—kf )7

dont nous allons chercher I'intégrale générale. En elfet, en supposant

f(z) =22,

et comme ci-devant

=y \/I + 7%
F'équation (107) pourra étre présentée sous cette forme
(109) s (u) —ylxy' —y)=o.

Pour avoir, a I'aide du théoréeme X, le facteur d’intégration, nous

observons que
(109 bis) o =mu(u) —y(xy' —y).
En diftérentiant I'équation (10g), nous aurons

( _ay i ayy—y
\I ‘0> B (7 - B Ll
Vi-+y Lihe ol e ol
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La formule (109 bis), différentiée partiellement, donnera

(l?
== I
dy g Ao r2 =’ (u). yy'
= — o —0 = XY — e
d (L) A A=l |
Y
ou, a Vaide de la formule (110),
dg o, dy
d <i> = dog(z 5y
y'
&’ ou 1l suit
de . _de _ _ dlog({s+ ')
dz d (_1_’> dy
Y
On aura donc le facteur d’intégration
1
N, = -
x+yy

et l'intégrale cherchée
dy —y'dx
————~ = const,
Yz -+yr)

ou, ce qui revient au méme,

d da
[ ,yy ; —f m,:const.
J ¥y {x—+yy) x4+ yy

Pour effectuer I'intégration indiquée, nous observons que

dz — lno , d{yy')
fz_'_yyr—loc(x'*‘ff)—fm’

d’our 1] résulte

Lr2(r+57)]

, d
const. = — log (x + yy’) -+ ";"f}y’(m-l-m’r)

(t11)

—_ , y N1+ d(y Vi+y")
= — log(x + yy') +f ¥y (2 =+ 57")

Tome VII (2¢ série). — SepTEMBRE 1862, 4 I

391
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Or nous aurons en général
zy' —y

/Ix_'_ AI={ l+—____ N
7y (x+ 7)) {t W+w]

et partant
Dy (x+yy) = ulufu)],
ce qui, substitué dans I’équation (111), donnera

(112) F(yvi=4y?) —log(x-+yy)=const.,

en posant, pour abréger,

du .
fTJCT(T) — I (1)

L’élimination de y’ entre la formule (112) et Péquation proposée
donnera Uintégrale générale de celle-ci.

§ XXI.

EXEMPLE III.

PropriMe. — Trouver la courbe oit, pour chacun de ses points, la
perpendiculaire abaissée de Uorigine sur la normale divise la portion
de la normale entre la courbe et I'axe des ordonndes en deux parties
telles, que I’une soit toujours une fonction quelconque de Uautre.

Posons, pour abréger,

x ry —y g
= —-ylI +J',2, ¢ = 1;)—__—‘}_3 = J‘._____— I
Y \[I-f__)'“ \/l—,L- 2

d’ou il suit

(ri3) ' 1= -t 3
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la condition donnée conduit immédiatement a cette équation
(114) : v=f(w),
laquelle, en posant

. m((v
Sw)=2 g,

w

pourra, 4 'aide de la formule (113), étre présentée sous la forme

(115) w=2"

ou, ce qui revient au meme,

(116) U(”’)——%(% +Vr>,: o.

Pour en trouver le facteur d’intégration, soit I’équation (1:5) résolue
par rapport a w, ce qui nous donnera

w =, (u),
d’ou 'on aura
w (W) = o, (u).

Cela étant ainsi, on pourra écrire 'équation (116) de cette maniére

(119) @) — 5 (5 +r) =0

la variable y ne se trouvant point dans «, le théoréme IX nous don-
nera bien facilement le facteur propre a Vintégration. En effet, en
observant que

p=m = 5 (5]

nous aurons

41..
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et

dg 1 [22° x.w, (u)
118 —t = | I ay — L
(r18) dy' [ y' J Vi —i—y”]

De plus I'équation (117) différentiée nous a offert

x o, (a) _ax xy xy dr
RO — A&y
ity g dlog (% —{—_y)

ce qui, substitué dans I’équation (118), nous donnera immédiatement

([!:p x dx

!

dy

T Tx N
dlog (7 —+—)‘>

3

d'ou, en vertu de I'équation (g6), nous aurons

Mo

s
Ea

L’intégrale compléte de I'équation (114) deviendra done

dy —y'd 1 d

const, = Fr Ot — b A kel ’

x i x
7 7Sy

ou, i cause de

! T 13
r _ d — —r/
[atmwatie) - [ 22

-+ =+
% Y %

encore
- ,
= ) e
(.19) log('? +_y> — —-—;———————:coust.

/+y

Or, en observant que

d /f'—,>+ "dae = Vi1 + 9. du
(5) -+ Vi) ,
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on aura, a ’aide de I'équation (113),

d(f—> + ¥ dx
! dw d
Ny T dw e

w
~
Cr

x - w ;,
7

ou, en vertu de I'équation (114),

(= 'd

d ? +y x:d_w_l_f'(w)-dw’
pa w [14
poinaivd

ce qui, substitué dans I'équation (i1g), donnera
log (;—, +_7f) — logw — F (w) = const.,

ou, ce qui revient au méme,

. he
(120) ;log(l—!-j”)—-]? \7);—__?}_?2 = const.,

en posant

fﬂ%)—d‘i =F(w).

Enfin, en éliminant y* entre les équations (114) et (120) nous aurons
intégrale générale de I'équation (114).

§ XXII.
EXEMPLE 1V.

Prosukme. — Trouver une courbe telle, que la troisime propor-
tionnelle a U’abscisse et a U'ordonnée soit toujours égale a une fonction
quelconque de la sous-normale.

La condition donnée conduit immédiatement a cette équation

(rar1) ri=ax=(ry),
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ou, ce qui revient au méme, a celle-ci

(122) yRJr) —x=o,

si I'on pose

= (z). f(3)=1.

Pour en trouver le facteur d’intégration, on verra sans difficulté que
le théoréme X est le plus convenable; en effet, on a

o= fOy) — =,

d’ou il suit

de _ ,
dz
et
d‘? — 73 do _ T Yy
;(*,—)—*f oy =Ty
'

En différentiant (122) on obtiendra

SR ML LUUT LT F PP .
. . =Ty = — — 2T}
rhrtg yrityy J Y d<y . >
— —2x
Y

ce qui donnera

I\ ¥ *
(7)) aox(F—e)

En vertu de I'équation (gg), on aura donc le facteur d’intégration
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et l'intégrale générale de I'équation (121)

dy —»'d d 1.
censt, — _’_,_Zﬁ__J_’_‘_f= __*__Z._‘_____ _(z‘ .
4 l—,——:z.z >’ (4——21) !7~9.(z
N \J Ng

Or, en ayant

dy _rdr
d ’ 2
_ _“’_:ilog(_,,?x>__1; ’7
Bmoe 2 0V 2 e
, ¥

on trouve sans difficulté

log <-’y7——21.) + 400 const.
¥ y't o Zx)
)/J
et enfin

(123) log(%,——zx) -+ F(yy') = const.,

en posaut, pour abréger,

[ == [y

I’élimination de y’ entre les formules (121) et (123) donnera Pinté-
grale générale de Péquation (121).

§ XXIII.
EXEMPLE VI,

Prosuime. — Zrouver une courbe telle, que la perpendiculaire
abaissée de lorigine sur la normale soit towjours égale a une fonc-
tion quelconque du rayon wvecteur.

La condition donnée conduit immédiatement 2 cette équation

x4y

(124) s

=/(x*+7?).
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Pour en trouver le facteur d’intégration a 'aide du théoreme IX, nous
observons qu’on a

. x+yy
p=f(ax®+7") — NEEwak
et partant
f129) fﬁ?—:’z}".f’~—_—.—jf’ ’
) dy * ~/1+)"2

de _ ' =7
d] (I+)'”)‘F

En diftérentiant I’équation (124) on obtiendra

b

2y = gy — o)
(24 yy') (107
ce qui, substitué dans I'équation (125), donnera

do 14y +yy" y—azy' _ y—ay dlog(z+yy)
— —— 3 — 3 . d M
('+y13) (I +ylz)1 A

dy = z4yy’

.l

d’ot1, en vertu de I'équation (g6), on aura le facteur d’intégration

‘125 bis) M=

1.’intégrale cherchée de I'équation (124) devient donc

dy —y'd=
fy_y_’_ = const.,
43y

d’ot, si 'on en retranche

fx_ﬁ{_——_}_’_d;r — arc (tang:{> =0,
24 y? x ’

on aura

; / : d(r
(126 arc ( tang:";) — lfB- (r: ) = const.,
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en posant, pour abréger,

zy — ¥
12 r*=ux*+y? = =
(127) ' 0 z+yy
D’aillenrs on trouvera sans difficulté
x4y’

2 —
B +I_(.z‘+yy’ 2’
Visy™

d’ot, en vertu de Iéquation (124), on aura

B=—= f(r’) »

ce qui, substitué dans ’équation (126), donnera pour Pintégrale gé-
nérale de ’équation (124),

(128) 2 arc (tang: )—;> =+ F (x? + »?) = const.

en posant, pour abréger,

2 — z) t.dz ,
(r29) ge e Lods z.[j:((z))] =F(z).

Corollaire I. — Soit, comme i 'ordinaire,

ds* = dax® +d y?,
et de plus

s=¢ (x40 =45
on a immédiatement

S=vVi+ yr=ad (x+yr),
ou, ce qui revient au méme,
r+yy 1

Vitss oY

Tome VII ( 2¢ série ). — SEPTEMERE 1862. 42

b
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LI B B 2. X L . " m \ f
d’ou il suit qu’en remplacant dans I'équation (129) f(z) par ST

c’est-a-dire qu’en faisant

[Svhawer—1 =r(a),

la formule (128) déterminera aussi la courbe dont l'arc est toujours
égal a une fonction quelconque du rayon vecteur.

Pour vérifier la formule ( 128) dans un cas spécial, faisons

T S v

c’est-a-dire cherchons la courbe dont I'arc est toujours ¢gal au rayon
vecteur. En effet, & cause de

on aura

et partant
F (z) = const.

I'équation de la courbe devient donc
¥
2arc (lang = —) — const.,
£

ou, ce qui revient au méme,

J=-1.x.

Corollaire I1. — En faisant dans I'équation (129)

Péquation (124) sera changée en celle-ci

xy '~y e K
Ve St A A
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dont on a 'intégrale générale
g

'130) 2 arc (tang = %) = F, (x* + y?)= const.,
ou

P (2) = filz)ds

Cette formule donnera la courbe ot la perpendiculaire abaissée de
Uorigine sur la tangente est toujours ¢gale & une fonction quelconque
du rayon vectewr.

La formule (130), que nous venons de trouver, s’accorde parfaite-
ment avec celle que Lacroix a proposée dans son Zraité du calcul
différentiel et intégral, t. 11, p. 292.

§ XXIV.
EXEMPLE VI.

ProsrimE. — Trouver la courbe o la perpendiculaire abaissée
de Dorigine sur la tangente est toujours une Jonction quelconque de
la perpendiculaire abaissée sur la normale.

La condition donnée conduit immédiatement a I'équation

(131) 2y g (-‘"*M_ )

Vi Vi--o"
Supposons
ry! — ¥ x4 yy'
U = et | C = 3
Vito” Vit oy

d’ou nous aurons
2 2 \2 2
nw -+ X4+,

et partant, en vertu de I'équation (131},

A VACIE A
42..
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laquelle formule, résolue par rapport 4 v, donnera
v=m(x® + ).

L'équation (131) pourra donc étre présentée sous la forme

72

Y

=w(x*+ y?
'+‘7_Iz ( ,) )’
@ (z) étant I'expression de v en z qu'on obtient par la résolution de
I'équation

o [f 1)) = 2.

A l'aide des formules que nous venons de proposer dans I'exemple V,
nous pourrions immédiatement trouver I'intégrale cherchée; mais le

facteur d'intégration
I
z—+yy

étant connu en verta de I'équation (125 bis), nous donncrons ci-apres
sous une autre forme I'intégrale générale de I’équation (131), en effec-
tuant immédiatement la quadrature

dy —y'dx
————— = const.
f z 7y

En effet, 4 cause de

(lf—j’d.x'z{yy’+.r)tlj’__d (.zy'—y)s
Vits"” (14 577 Vits"

il s’ensuit

dy—yde _ Ay’ Vitytg (w'—y
z4yr Tyt w+ T U \Yiyan)’

et partant, en vertu de I'équation (131), on aura I'intégrale cherchée

vty
Viere

(132) arc (tang = y’) — F ( ) = const.,
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en posant, pOl"’ abréger,
f 'f_(z_). d z— F (z)
z

et en éliminant y’ entre les formules (131) et (132).

§ XXV.
EXEMPLE VII.
Trouver Uintégrale générale de Uéquation différentiellc

(133) x. fi ('}’i,+a]») - ]-f.,f('y_“,\/r.;mﬁ)_

Faisons, pour abréger,

- X T "y
(134" r=tay, u:?\/l—f—a]f‘;
nous aurons, en différentiant,

(134 bis) Vi+ay?.due=d:.

Pour trouver le facteur propre a I'intégration a l’aide du théoreme 1X,
écrivons I'équation (133) sous la forme

x. fi(3)—7.f(u)=o0,
d’ot, en différentiant, nous obtiendrons

‘ S (u z . . ., dzx
(135) =TSl fla) = ey 5]

D’ailleurs, en observant que

g=x.[,(2) =" f(u),
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nous anrois
do

dy = ax. j (z)
et, a aide de I'équation (135,
do S,y dr
57—- —_ ax‘/,\z;. a?,
et, par suite,
(!9 . d‘? - (If.(z)
dy *dy’ — ~ F(z) dz

En vertu de 'équation (96), nous aurons donc le facteur propre a I'in-
tégration
I

1
M= = y

fi(2) ﬁ($+n),>

et I'intégrale cherchée

dz—-[d )—}——u} dJ]‘
const. _fdy—) dI / ( ’
€

Si(z)

ou, ce qui revient au méme,

d ;17‘)+”],(1I
136 const. — f.—d(:_)_f—<y_f,('7)—

Mais on a immédiatement

. ’ y
‘\137) d<?)+a_}' dx:-;-udu;
donc en faisant, pour abréger,

z . udu_ .
fm —-Fa (z)a fTu)_ P(“)a

on aura enfin, & I'aide des formules (133) et (136),

{138) F, <% —l—n]‘j — F( —Vi+ay ) = const.
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L’élimination de ' entre cette formule et I'équation (133) donnera I'in-
tégrale générale de celle-ci.

Observation I. — A 'aide des formules (134) et (134 bis) on aura

udu= = dz,
Y
et partant, en vertu de I'équation (133),

dz wdu

filz)  fle)

= o,

ce qui donnera immédiatement la formule (138).

Observation I1. — Si I'équation proposée était de la forme
x o s . .
> —i—rlj’:j k7\/l + ay > :f (2},
en différentiant on anrait, a 'aide de 1'équation (134 bis),

Wi+ — /7 ()] du= o.
En supposant
du = o,
on aura sans difficulté 'intégrale générale
[y = J (B + ax® =k,
k étant une constante arbitraire; la supposition
S () =y TR

donnera (en général ) une solution singuliere.
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§ XXVI.
EXEMPLE VIII.

Trouver l'intégrale générale de I'équation différentielle

(2’ —-V _ pros
(139) =S U
Faisons
SO =7

Péquation (13g) pourra étre présentée sous cette forme
¢ :(J:')"' __ J.Yn'ﬂ (J,') - 'Tf, ~ ay=o,

d’ou nous aurons

dy m{xy' 4+ ay) . ma+1)y

=T =y T e =
doe de Py

de (E_FT)’J __la+1).dxr

dy " —  dlogy’

En cherchant & l'aide du théoréme IX le facteur propre a I'intégra-
tion, a cause de

do , dop m+a dlogy’ my y”
a}—' (ly'_ a 41 dr xy —y )—’
2
i 3 —_—
m—4a dlogy’ dlog <x y'>
=" "2 . m. EAEAN

ce facteur deviendra

et, par suite, I'intégrale cherchée

a(m—r1)
(140) const. = .[(f') et (xy — )y (dy - y'dx).
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D’ailleurs on a immédiatement
dy —yde=d{(x)y’ — y)—2dy.
ce qui, substitué dans I'équation (140), lui fait prendre la forme

alm—1)

const. = f(]’) = dlay =)

n(m:l_\
._f()") oyt = dy!

a{m-—1) » N
i —a+] P ’ V= t1 EL“' r
_ b [y =)= () o x4 ay Y

1—m a -1 ‘ 1‘)"—_}‘ m

d’ol1 en posant, pour abréger,

» a{m—1) dy
’ a =1 . — WA
j(f) s =P

on conclut

a(m—x_)
W a1 (xy — T F("
(l/]]) () ) (V J’) _ (.}/:COHSL
i—m a + 1

L’élimination entre cette formule ct I'équation (13g) donnera enfin Vin-
tégrale cherchée.

Observation I. — Pour m =1, il faut dans I'équation (141) remplacer
q ) P

a{m—1)
(o ot Ay . a_
— par log(xy' — y).
Observation 1I. — Pour ¢ + 1 = o, la formule (r41) est en défaut;

mais, dans ce cas, 'équation proposée appartient évidemment a la
classe qui est connue depuis longtemps sous le nom d’cguation de
Clairaut.

Tome VI (2° série). — Octoprg 1862, [13
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§ XXVII.,
EXEMPLE IX.
Trouver Uintégrale générale de I'équation différentielle
(th2) Xy =y =y ST

Faisons, pour abréger,

d’ou 'on conclut

d | .=
fLu o (XN Y/
iz 7 ¥ dx

Pour trouver, 4 I'aide du théoréme X, le facteur propre a I'intégration,
nous écrivons l'équation proposée sous la forme

o =" f(u)— xy + ry =o,

ce qlli donnera

o_
\a

(143 d? [;’- " ( >_r.j’(u) —J‘J'

D’ailleurs, en différentiant I’équation (142), nous aurons

mr")(, iy
- Y = —r. ) dx
J.m.(l;> .j,<ll)=l+ s J ,

¥
¥y .z'—-)——
J

d’ot1, a cause de

Y
) _ 13 d (.r—r.?> Irr—m)—1]y"
A A
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nous concluons

- » —m)—1 g’ dar
Nai (;) .j’(u):l+L,(x-—r.i,>+r—(—'-—ll;l—)~—-l—-y—-‘——r——’
y g 7 EICETS

¥

ce qui, substitué dans I'équation (143), lui fait prendre la forme
dg ’, [r(l—m)—l]dy
—_1- —_ — .} . ¥y B
d > dlog .r—r;,—)

Par suite, en vertu de I'équation (g9 ), nous aurons le facteur propre

a Vintégration

(]
, o (e
M, = (x—r.l,> )
\ Y

et l'intégrale cherchée

1
r{l—mj—1i
const. = (.1' —r. 7) (dy —y'da)
L
r(v—nmy—i 1y’ _ ’ e
:f(x—r.—”%) .[’.')’(.V—F(l“ r)ydy__d <-7’—"')—,> l,
J. y Y.

ou, ce qui revient an méme,

=

r{1—m)

>m

(' — rf);f_f;’ﬁz)—l .y @ _ r{1—m)— I <1‘ ¥

const. = —_—r
r{t—m) u r(t—m) ’

4

(),I)I"\I——m)—l

;—(_l——_m)—l
f(??k{éﬁ))——;> du=F (1),

on obtient, en vertu de I'équation (r42), apres quelques réductions

43..

d’ou, en posant
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tres-faciles,

r{1—m)

A ) — N (1—=m)—1
(144)  F(p'".07") — ==l <1 —r. %) = const.

FoL—m)

L’élimination de )’ entre cette formule et I'équation (142) nous
donnera enfin 'intégrale générale de celle-ci.

Observation 1. — Pour m =1, il faut remplacer le second terme

de Iéquation (r144) par
— log (J( —r )

Observation Il. — Si I'on a

<<

r{r—m)—1=o,

la formule (144) devient en défaut; mais dans ce cas ’équation pro-
posée prend la forme

T

(145 xyt —wy=y " f(u),

d’ot I'on obtient, ¢n différentiant,

; o
[x —ru T f' () du = o.
En posant du = o0, d’ou I'on conclut

1 ___‘),l-—r"),fl f— CI"

ou, ce qui revient au meéme,

‘),.’ —_ qr r \

¢ étant une constante arbitraire, nous aurons, en substituant dans
I’équation (145) la valeur de y’, I'intégrale générale de I'équation (145}

ex — feh) = ’.‘)';‘
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En posant

4

1
x—ru . f'(u)y=o,
on aura (en général) une solution singuliere.

§ XXVIIL.

FXEMPLE X.
Trouver Uintégrale générale de Uéquation différentielle
(146) Jolxy —iy)y = f(2'7y)
Faisouns, pour abréger,
z=xy' — 1y, wu=a'"7".y,
d’out 'on obtiendra sans difficulté
(146 bis) due=a"dz;
la différentiation de I’équation (146) donnera

(147) xz_r-f'(ll)Zx.‘/;(z)-f('j(:).

Pour avoir a l'aide du théoréme IX le facteur propre a Iintégration,
nous écrivons I’équation (146) sous la forme

p=/(2) —a. flu) = o,

&0t 'on conclut
dy

— R
ay= —rJilz)

et, a I'aide de V'équation (147),
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Par suite, en ayant
dy . ds d. fi(2)
dy "dy’ fi(z)

?

uous obtiendrons, en vertu de I'équation (g6), le facteur propre a lin-
tégration
I

AT = Ul =m)’

I =

et I'intégrale cherchée

dy —y'dx zde — dz
L — - = - .
cons f VACK [Aiz]T

En observant la relation (146) et en posant, pour abréger,

T du dz
J[f&"ﬁ']" = P, f[ﬁ(z)}' =Rl

on aura enfin
(148) F(x'7. ') — I (x)'— 1y) = consl.
Observation 1. — A l'aide des formules (146) et (146 bis) on aura

du _ dz o
(fle)y A7

ce qui donnera immédiatement la formule (148).

Observation 11. — Si I'équation proposée était de la forme
(149! xy' =y = f(xa' 7y = S ),
on obtiendrait, en différentiant,
[/'(e) — a7 |du=o.

En posant
du=o,

d’ou l'on conclut

’

— g A=r -
u=ua'"".y

= C,
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¢ étant une constante arbitraire, on aura I'intégrale générale de I équa-
tion (149)
cx” — ry = f{c).

§ XXIX.
EXEMPLE XI.
Trouver Uintégrale générale de U'équation différentielle

(150) &)+ ay+b=f(2.5")
Faisons, pour abréger,

u=ux.y",
d’ou il vient

du= (')~ (' dax + nxdy).

En différentiant I'équation (150), nous aurons

(|5]) f/(u>:: xd‘yl+((£ll;|—l)y'(l.r.

Pour trouver, a I'aide du théoréme IX, le facteur propre a l'intégra-
tion, nous écrivons ’équation proposée sous la forme

v=J(u)—xy' —ay —b=o,

d’ou P'on conclut, i I'aide de I'équation (151),

l i _
;—j: —a, d%?-,-:[n(a—x— 1) —1]-

da

dlogu’
Par suite, en vertu de I'équation (g6), nous aurons le facteur cherché

a
|

m = (u ,
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et 'intégrale dont il s’agit

const. = ‘/‘u_ln(ﬂ—HJ—l(\dJ‘—f’dx)
a n-—-i __ a
— h/‘u_n(ll-i—l)—l dv)/ . f(]./)n(u-f—l)—l L ala—)—1 d7

Eu intégrant par parties le second terme, nous aurons apres quelques
réductions bien faciles

fu_"<"+")-' [rdy' +(a+1) y'dy]

n—1

_ T
- ”-(’%‘hl ('1’.a+l . J’) — const..

ce qui, en vertu de I'équation (151), en posant

fuydu .
fL();_<:F (u),
(a0

donnera enfin, en vertu de I'équation (151),

n—r1
Fay) — 2O ot 77070 const,

En éliminant y' entre cette formule et I'équation (150), nous aurons
Iintégrale générale de celle-ci.

Observation 1. — Pour n=1, il faut remplacer

n—i
n(a—i»-x)—_r gy ‘}’/ )n(a—t-l)—x

n—1 N

par  log(xa+t, y/).

Observation II. — Sil'on a

. . A I
n(a-+1)—1=o0, ou,cequirevientauméme, a= - — I

7t ?

I'équation proposée devient

xy' =y + T+ b= (u),



PURES ET APPLIQUEES.

qui différentiée donnera

.[y'"" —f (u)]du=o.
n -
En posant du = o, d’ou il suit
u=uxy” =17c",
¢ étant une constante arbitraire, nous aurons I'intégrale générale

I——

cx "—(1 ——%>]+b=f(c").

Si 'on avait posé

2 f(w)=o,

on aurait eu {en général) une solution singuliere.

§ XXX.
EXEMPLE XII.

Trouver Uintégrale générale de I'équation différentielle

(152) 222 — £ S (ER)

=z Vivr

Soit, pour abréger,

(153) U= L&,
1 g

5 = .:c;y' Jj,
(I 4) Vll}'”

d’ou il suit

du _ j—3 vy” do _ a.y”
i (—i—x—yl—l-f _I+y", E—l-i-y"’
(153) du ¢ v u
&y = T i dy — a4y

Tome VII (2¢ série). — Ocresre 1862. 44

345
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L’équation proposée, que nons pouvons écrire sous la forme
(155 bis) o=u—f,(y').f(v)=o0,
donnera, en la différentiant, a I'aide de’équation (155),

56 AL 0) _ de dfily)
: ' Ty T wdy’ i) dy

D’ailleurs, a4 I'aide de Véquation (156), nous aurons de l'équation
3 q ’

(155 bis),

dg ' Vid-y [ da  df (;’)]
dr = Vieyr T d LW T AL
J T
ik QS Vity -da,
dy dy’
d’ou 1l suit
de  de _  y'dy’  du dfi(y’)
dy "dy’ (r4+y")dx udz f.(_y'),d.r’

et par suite, en vertu de I'équation (g6), nous aurons le factenr
propre a I'intégration

Silr)

-T_'_}’]'I

Nne =

Iintégrale cherchée devient donc

_ f;_(ﬂ_ o _f I .(_ll—]/d.r
const. = | Ty (= yda)= | oy S

d’ou, a cause de
v dy—y'de _ £ (') dy do

(v) Vi+y” I +y" f(")’

en posant

AT o
JAREE =R [ =Ee
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nous aurons enfin

(157) F, (j’)—F(Jy;_{_) = const.
14"

L’élimination de y’ entre cette formule et I'équation (152) donnera
Vintégrale générale de celle-ci.

Observation I. — ATaide de la seconde des formules (155) et de
Péquation (155 bis) on aura

Sily).dyt  de
14y fl) 7
ce qui donne immédiatement la formule (157).
Observation I1. — Pour f, (y")= 1, la formule (157) se réduit a
celle que nous avons proposée dans I'équation (132).

§ XXXI.

EXEMPLE XIII.

Trouver Uintégrale générale de I’ équation différentielle

xy' +my oz +ony ,
(138) ) _f( (') )

m, n, r et s étant des constantes quelconques qui satisfont & la seule
condition

(159) (r—s)(m—n)[m—s(m+1)][n—r(n+1)]=o.
Soit, pour abréger,

{(160) By

{161) p =L

44..
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(’ou 'on conclut

de  (m—4+10y*+ [0 —7r)ay —mry].y"
e b

6 dz ¥+
102
( ) (_l_u__(;z+l)y”+[(1——s)ry’—nsy].y”
T = T !
et de plus
‘du _=—rzy—mry du _ m
'd__l — T v d— _ e ?
(163) y (") y )
) dv _ (1—s)xy’ — nsy do _ »n )
&~ O Ay T ()

L’équation (158), qui pourra étre présentée sous la forme
(164) g=f(9)—u=o,
donnera, en la différentiant,
. , _ du
(163) j (u) — a._v.
Pour trouver, a I’aide du théoreme 1X, le facteur propre a Pintégra-

tion, nous aurons des équations (164) et (165)

dg du dv du
dy = dedy  dy’
do da dv du
dy —de ' dy 4"

et de plus, a I'aide des relations (162) et (163),

dy 1 (rn—m)y'+[{r—s—plzy'—(as—mr—gq)ri.y”"
dy 7o) (z+1y+ (0 —s) ey —nyloy”
dy ! pry' —qr

Iy — 7 i (= — ey ] "
en posant, pour abréger,

(166) p=(1—8)(m+1)—(1—r)(n+1,
(167) q=mns(m-+1)—mr{n-+71).
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Par suite, nous aurons

de  dy __ (n—m)y"+[(r—s—p)ay’ — (ns —mr—q)y]. "

dy "dy’ ™ r'(pxy' — qr)

ou, ce qui revient au méme,

de ,dy _ k.dy (p—q)y' +pxy” Kk dlogy'+ Ldlog (pxy’' — ¢y)
Lt =" 4+ : =
dy “dy r Py — qy da

2

ayant posé

(168) k.q=ns —mr — g,
(169) (p—q)l=n—m,
(170) a=ns(t —r)—mr(t—s),

et en supposant que m, n, r et s soient tels, que

I
- ~.
q

R =

(171)

N

Le facteur propre a I'intégration devient donc

M= (" (pxy — qr)s
et l'intégrale cherchée
const. = f ' (pxy — qr){dy —y'dx),
p et g étant donnés par les formules (166) et (167), & et I par les for-
mules (168) et (169).
En ayant identiquement
alp—q)—pg=(r—s)m—n)[m—s(m+1)][n—r(n-+1)],

on verra sans difficulté que la condition fixée par I'équation (171) n'est
que celle donnée par I'équation (15g).
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Cela étant ainsi, nous allons examiner spécialement chacun des

quatre cas ou la condition de I'équation (159) est satisfaite.

I cas : r =s. Dans ce cas on trouvera

p=(1—1s)(m~n),
gq= —s(m — n),
k=o, [(=—1,

et 'intégrale cherchée

dy —
const _f r—y'dz
I—s .1“)’ ~+ sy

"dx —sYxdy
= log[(x — s) 2y’ + s7) —-ff (ljs()'xy,_*)_syf .

(172) ?

Dailleurs, a cause de r=s, il suit de I'équation (162)

(¥ ¥ {(mdv — ndu)

m-—n

ydx+ (1 —s)xdy =

et ‘en posant, pour abréger,

A=m—s(m+1),

B=n—s(n—+r1),

on conclut des équatious (160) et (161)
(m—m)[(1 = $) @y + sy] = (7' F (Av — Buj.

Par suite on aura de I'équation (172)

mdo — ndu

const. = log[(1r— s)xy'+ s7] —f Av — Bu

;. m— nf'{vilde
= log{(1 — s) xy + 57| —‘[[—M—_fﬁ]%,

ou, ce qui revient au méme,

ry' + ny

(173) log[(1 — ) xy’ +s])——l“( T):const.,
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f['" — ol F (o).

Av —Bf(v)

en posant

L’élimination de y’ entre I'équation (173) et I'équation différentielle
proposée donnera l'intégrale générale de celle-ci.

11¢ cas : m = n. Dans ce cas on aura

p=(m+1)(r—rs)

g=—m(mn+1)(r—s),
=0, k=-—-"—,
m+1

et I'intégrale cherchée

const.= [[(7MAl(1 = s)ay'+ 7] = [dy + (1 = ) wd ]}

=0 =9y + o= e [ =9y —myldy
+ (m41) ¥ dyi,

7

laquelle formule, a cause de
[(1—s)axy —msy)dy + (m+1) y*dy =y ). dy,

peut étre présentée sous la forme

const. = (' V[ (1 — &) xy' -+ 85y) — m_l'_l f(j’)‘*". dv.

D’ailleurs, a I'aide de I’équation (158), on obtiendra

(=24,

et, en observant la valeur de 4,
m—s{nm—41)

(J,/’).H—k — <f(0)>\m+l)("—-’)’

d’oti V'on aura enfin

. (t—s)xy + sy I xzy' A my\
(174) — — -F ) ) = const.
u/)ﬂl—l—l
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en faisant, pour abréger,

[y e
— -dv=F(v).

L’élimination de y' entre I'équation (174) et I'équation proposée
donnera l'intégale générale de celle-ci.

Observation I. — Pour m + 1 = o, la formule (174) devient en
défaut; mais dans ce cas l'équation proposée, résolue par rapport
a xy'— y, seréduira ala forme connue de Clairaut.

III¢ cas : s(m+1)— m = o. Dans ce cas on aura

p=r{n+1)—n,

g =~ mp,

. nlr—s)

(175) h= P
! _n—s(r+1)

—_————‘p b

k+s+ilr=o,
et 'intégrale cherchée

const, :f(f’)"(xy’+ my ¥ [d(xy +my)—(edy+ (m+1) v dx’

{4y ) ! he , .
- [+ BT ()= {xy + my)

X[(m+1)(n+1) y*dax+(xy' — mny)dy'].
Or, a cause de

(n+1)(m+1) ¥y da+ (xy' —mny)dy'=(m+1)(y)y*dy,

nous pouvons écrire I'intégrale trouvée sous 1a forme

Ik I+ It ,
const. = (r') ("37_}_1”’.7) _ ’:I; ‘f(.?”)“s(xf + m_}")l.d%
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ou, en vertu de la derniére des formules (175),

Tk ’ Vet . v ¢
const, = CARC s alios sl ol [ = Tmy> do.
{41 41, ()

En posant

et en observant que

nous aurons enfin

m

(r e+

(176) r_p_s~ (VY (y + my)+* — (m+1).F <M> = cont.,

les valeurs de et [ étant données par les relations (175).
P 9q p 7
En éliminant y' entre cette formule et I'équation différentielle pro-
posée, nous aurons l'intégrale générale de celle-ci.

IV¢ cas : r(n +1) -~ n = o. Dans ce cas on aura

[p=m—s(m—+1),

g=—np,
(177) A.:_m(rp—s),
| — r(m—f—l)l)—m’

‘/€+r+/s:_o,

ct I'intégrale cherchée

const. = f(]f’)"(xj’ +ny)id(xy +ny) —[(n+1) yda + xd ')

_ (" My 4 ny) I

{41 —m—-}—l.](f,)k_‘(‘xyl—*—njp)l

X [m+1)(n+1) y*da + (xy' — mny) d y'},
Tome VI [2° série). — Ocronre 1862, 45
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ce gue nous pouvons écrire sous la forme

WAL ’ I+1 4 I
const. ::() f (zy + ) L I_—_}'—f’-”f du’
f4+1 m—1 Wy

a cause de
(m+1)(n+1). 92 da + (xy —mny)dy = (n 1)y ). du.
D’ailleurs il suit de I’équation (165)

du= f"(v).dv.

En posantdonc

et en observant que

nous aurons enfin

(178) P (9" (xy +nyy* — (n +41).F (‘%ﬁ) == const.,

r—s

les valeurs de p, 4 ct [ étant données par les équations (177).
P, I q 77
L'élimination de ( ») entre cette formule et Péquation différentielle
proposée nous en donnera U'intégrale générale.

Observation I. — Sil'on a en méme temps
r(n+1)—n=o0 et s(m-+1)—m=o,

les formules (176) et (178) deviennent en défaut. Mais alors il n’y a
ancune difficulté de trouver l'intégrale de

(178 bis) u=f19),

ou, dans ce cas,
xy' + my zy' 4+ ny
= ———_—— = —

n m

124

(J.l)n—f-l (’V’)m+l
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et parlanl

1

(n+5) ()" da=(m+1)(7)

m-+1 d 0.
En effet, en différentiant I'équation (178 bis) on aura I'équation

1

1

ao-[(m 0. ()7 — ) (7 110 =,

qui est satisfaite en posant

ce qui donnera

¢ élant une constante arbitraire. En éliminant y’ entre cette formule et

!
+
xy :”7 =f(0),

<yl)n+l

on aura 'intégrale générale proposée.
Sil'on avait supposé

1

(m=+1)(y) " —(n +1) ()" f(v)=o,

on aurait eu (en général) une solution singuliére.

§ XXXII.
EXEMPLE XIV.
Trouver Uintégrale générale de U'éguation différentielle

(179) xy' + ayy’ + bx=f(y).
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En différentiant I'équation proposée, qui peut étre écrite de cette
maniere,

(180) o= f(0) = ay* —ayy —bx=o,

on aura
o b4+-(14-a)y”
f’(])—‘2x],—ﬂf: ),1/) "

Or, pour trouver 4 'aide du théoréme IX le facteur propre a 'intégra-

tion, différentions I'équation (180 ) par rapporta y et y'; on obtiendra

dg .
=
d?_ ] ’ ’ ._b+(1+a).7,2
o =S ) 2y gy = ————
d’oni il vient
do | de a 2{14a)y . r"
dy “dy' T 2(i4a) b+(1+a).y"

ct, en vertu de I’équation (g6), le facteur cherché devient
¥ q 9
a

o= [b+ (1 +a) y?] 0+,

L’intégrale dont il s’agit devient donc

const. :f[b—i— (1 + a)y’2]_2('+“)(df— 7 dx)

T a(i+a) (

=[b-+(1+a)y”) J = x))

_— ___a__ —1
49 2(1+4a d ¢ ’
s ur T ey,
ou, ce qui revient au méme,

a

(181) b+ (1+ (1))"]_2(1—'_“). (y —xy' )+ F(y')= const.,
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en posant, pour abréger,

S a2 pyay =

L’¢limination de y’ entre les formules (179) et (181) donnera enfin I'in-
tégrale générale de celle-ci.

Observation 1. — Pour a + 1 = o, 'équation proposée devient

oyt =yt + b= f(r),
dont on aura l'intégrale générale

¥

yll
b(y —xy)e**+ ) e® f(y). dy' = const,,
en observant que pour @ = — 1
a

(a -+ I)y”)*wﬁm — e:_b
S = et

lim <I +
Observation 11. — Sil'on a en méme temps

a+1=o0 e b=o,

la formule (181) devient en défaut. Mais dans ce cas I'équation pro-
posée se réduira immédiatement 4 la forme de Clairaut.

§ XXXIII.

EXEMPLE XV.

Trouver Uintégrale générale de I’équation différentielle

(182) rfilr =1 (2=2)

e

On voit facilement qu’en cherchant, a I'aide du théoreme X, le fac-
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teur propre a I'intégration, on aura ici

v=f(x=2) =7 /i7"

En différentiant, on obtiendra

S (a=2) =Tl S ) 0" 00

Y
et de plus

d r2 , , Y , ,
ﬁ:#UﬁU%w%LUW
_ﬂ__: _J"s-,ﬁ (_7')’

I yll
d (?)

d’on1 'on aura

da d(%) y  SAl)dy

et en vertu de I'équation (gg) le facteur cherché

TG

I.intégrale dont il s’agit devient donc

d(x—l)
dy — y'd dy’ ;
const. = |2 T = —L—_f*__f_,

yy L) T Sy AY) A

¢'est-a-dire, en vertu de 'équation (182),

A WY P
(183) F(x y,) fy,,.ﬁu,)_const.,

en posant, pour abréger,
dsz
— = F(2).
F@=FE
En éliminant ¥’ entre les équations (182) et (183), onaura l'intégrale
générale de I'équation (182).
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Obseryation I. — En posant

=X _;’J—:,

d’on il suit
d I
dZ“—'-“YT,{-—s

on aura, 4 I'aide de I'équation (182),

dz dy’ —0o
Sfz) oy A)

ce qui donne immédiatement la formule (183).

§ XXXIV.
EXEMPLE XVI.

Trouver Uintégrale générale de I équation diﬁe’renlieile

(184) f; (]”2+Qb}’+a):]”f(]-’+b%)

En posant
u=y"*+ 2by +a,
z=y'+ bx,

d’ou il suit

du=2y'dz,

(185) dz = (y"+b)dx,

I'équation proposée pent étre présentée sous cette forme

o=y f(2)—fi(u) =o.

En différentiant on obtiendra

w).dy , {w)dy’ r
rofie =~ ey fiwy = - [ g ),
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E=—ab[ 2Ly, ()]s

dr du
de '—'—]’/2 de  2b.y'. flu)dy
d (i,) dy du
J

d'ott 'on aura

dy . _dg I[dy' d.f.(«>J,

dz'd<;_,>=@ EAT

et en vertu de I’équation (99) le facteur cherché

Ny = ﬁ(u)

L’intégrale dont il s’agit devient donc

= [lamrds_ [de 2
COY]St--—-—f fl(u) - () gffl(u,

D’ailleurs en vertu de I'équation (184) ou aura

[ 3]

(185 bis) L=

d’ot, en posant, pour abréger,

Srta=ren Jrm=re,

on aura enfin
{186) Fi(y?+2by+ a)—2F () + bx) = counst.

1.’¢limination de »’ entre cette formule et I'équation proposee (184)
donnera l'intégrale générale de celle-ci.

Observation I. — En multipliant la premiére des équations (185)
par I'équation (185 bis), on obtiendra immédiatement la formule {186 ).
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§ XXXV.
EXEMPLE XVII.

Trouver Uintégrale générale de Uéquation différentielle

, , 24 q
(187) J”+axf'—f1)’=)"-f(2 > ’)-
Faisous, pour abréger,
-2 "
11 :"2 _,,—:U 9
(r')

d’ou 1'on aura
du . ay"+[(z—r)y’2-—ar,y]y”

3

dz (yr)H_-'n
die (22— r}y’z—ar_);

En différentiant T'équation (187), qu'on pourra écrire de cette
manieére

(187 bis) ,/\(u)—‘)f’—l—a-%—ax:o,
on aura

V() — (r2+ay). " .
088) Sl = e e e

Pour trouver, 4 I'aide du théoréme X, le facteur propre a I'intégra-
tion, nous observons qu’on a ici

p=f(1)—y <+ a~;7’, — ax,
d’oti, a l'aide de I’équation (188),

de

= —a
dx ¥

d

d <J}

Tome VLI (¢ série). — Ocrosse 1862. 46

— ay”(ay+5") .
) s ay’=[{2—r)y"*—azxy].y”

e
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On en conclura

dy . dy _  ay+[(2—r)y2—ary]y” _ r.dlogy’  dlog(ay +y"!
dx'd('>__ ¥y ay+y?) - dy dy

et partant, en vertu de I'équation (g6), on aura le facteur propre a
I'intégration

ay'r

M=
et 'intégrale cherchée
o
(189) const. __faj ]“( ly — y'dx).

D’ailleurs on obtiendra par ’équation (187)

a(y—xy')=y?*—y'J(u),

d’ou, en différentiant,
y'i4a
a{dy —yda) =272 dy —y.f (u).du,
ce qui, substitué dans I’équation (18g), donnera

const. = f(]’)"z. d_y’——ff—,—lff—) du,

ou, ce qui revient au méme,

(190) {y' __F(J’”"f' ay

p— O ) =const.,

en posant, pour abréger,

f_~ du=F ().

L’¢limination de ' entre I'équation (1go) et I'équation différentielle
proposée donnera enfin l'intégrale générale de celle-ci.
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Observation I. — Si Von ar= 1y, il faut remplacer i par log y”.

r—1I
Observation II. — En posant
s=y*4+axy —ay,

Yy ay
i =
(r'y

?

on obtiendra sans difficulté

(190 bis) ydz—zdy =" udy’.

En différentiant I'équation (187), on aura

A=y g () du
et a I'aide de I’équation (190 bis)

(7 dy =L =,

ce qui donne immédiatement la formule (190).

§ XXXVI.

EXEMPLE XVIII.

Trouver Uintégrale générale de I'équation différentielle

b ’ . £y’ —
Ay =)

\/a+b]’+y"’- \/a+b)"+y"

Faisons, pour abréger,

(192) m=ax+by+ vy,
(193) n=uxy —7,
(194) r=\/a+b]"+_)‘_",

46..
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d’our il viendra

m=r*+ yy,
n=uxy’
o= (b+22);')f”’

et de plus

(195) am' + b =2r*+ (hx +2y)y".

En différentiant 'équation (rg1) ou, ce qui revient au meéme,

(196) rj(i:) —m=o,

on trouvera sans difficulté

(r97) £(8) =l sany,

r YY" (2m + br)

Allons a présent chercher, a I'aide du théoréme IX, le facteur
propre a l'intégration; on a ici

n
e=r.f (-;) —m,
et, par une différentiation partielle,
de _ " b -+ R\
de b4y L, [n (2m~br) L, [/n )
5= s (B - s (B) -

En substituant ici, & 'aide des formules (196) et (197), les valeurs

de f G)et A (';z>, on obtiendra

dy _ 2ri4y"[(b+yYem4-bnj—bm —2an| _ rt{arity"ibr4-2y)]
dy — ¥ (2m —+ bn) - " (2m + bn)
do r

= =5

dy Ty
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d’ou, 4 Paide de V'équation (1g95),

de ,dy 2w’ +bn _ d.log(2m+ bn)
dy " dy — om+ b dz :

En vertu de I’équation (96) on auradonc le facteur propre a I'intégration

1

M= —
‘ 2m -+ bn
et U'intégrale cherchée
— (dr—ydz
(198) const. __f Yyt
D’ailieurs, a cause de
A (2m -+ bn)dy’ ”
dy - y'dax = —— - <;),
on aura ‘
”\
. , rd (-)
(199) pAr—yide dy  \r)

om ~+ bn 2, 2m — bn’

en ayant de plus de I'équation (196)

m—+ bn [ n br
= 2'1(:)+7’

const, = —_—_—
f ar? bn
—_ 2

ou, ce qui revient au méme,

1 dy’ zy' — y
200 — —_—— F —_——— = St.
( ) > fa e (v(l-—*—-b]' +]'2) const.,

en posant, pour abréger,

dz
sz+2f(z) F(z).



366 JOURNAL DE MATHEMATIQUES
L’élimination de ' entre I'équation (200) et I'équation différentielle

proposée donnera enfin I’intégrale générale de celle-ci.

Observation I. — Pour b= o, a =1, la formule (200) rendra I'in-
tégrale déja trouvée dans ’exemple VI.

§ XXXVIL
EXEMPLE XIX.
Trouver Uintégrale générale de I'équation différentielle

ax -+ by +yy'

R = f(r? + bxy + ax?).

(201)

Soient m, n et r les mémes que dans les formules (192), (193) et

(194), et faisons
t = y*+ bxy + ax?,

d’ou

(202) dt = (2 + bx)d y + (by + 2ax)dx.
Ia formule (201), qu'on pourra écrire de cette maniere,
(203) m_ f(t)=o,

donne, en la différentiant,

ort—(bm+ 2an)y”

jil(t)z ort (2m -+ bn)

Pour trouver, i I'aide du théoréme 1X, le facteur propre a l'intégra-
tion, on a ici

4’=’;"‘f(t)’

d’ol, aprés quelques réductions tres-faciles, on conclura

dyp (bm 42an)[2r* 4 y"(2y + bx}) de bin 4 2an
== -_ T3

oy = 2r3(2m + bn) ’ dy — 2r
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et partant '

dy , dy _ __2rt(brday)y” om’ + bn'

g

Iy amtbn T amain

En vertu de I'équation (96) on auradonc lefacteur propre a I'intégration

N = 2m br’

et Tintégrale cherchée

d d
const. -—fj > 7,
2m 4 bn

Faisons, pour abréger,

dy—y'dr

de =
2m - br

multiplions cette formule par 2 et retranchons-en

2.4 (L
at.d (x) _xdy —ydz
¢ - ¢ ’

on obtiendra identiquement

¢ _' t(2m + bn) - ——(b—q— zm)

(204) 2ds-m2.d(%) - nde de

D’ailleurs on trouvera sans difficulté que

m® 4 bmn + an® = r*t,

d’ou, a 'aide de I'équation (203), on conclura

2_”1_ be Jpe _ 4 _dar N\ _t
b+ “(mr)ri\/” 4“+[fw]*)'<{fw,r ‘)
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et partant

o Ve— () Lde
,(Hz_;ﬁ) thbezk f(¢). Viae+ (b —fa).[F ()|

ce qui, substitué dans I'équation (204 ), donnera en intégrant

d(%) _f fe—[f(ep]de
ot b(g) +(1)’ ¢} bee £ (¢). YEar+ (6= Ga).[F (0] |

x

const., —=

ou, ce qui revient au méme,

(205) - — F(y*+ bxy + ax®)=const.,

€n posa nt

f %t-—[f(f)]“fd' :F(t\
() bt f () Vit + (b —a). [ (O] | :

I.élimination de y’ entre I'équation (205) et V'équation différentielle
proposée donnera l'intégrale générale de celle-ci.

Observation I. — Pour a = 1, b = o, la formule (205) nous rendra
Iintégrale trouvée dans le corollaire de 'exemple V.

§ XXXVIIL.

EXEMPLE XX.

Throuver 'intégrale générale de 1'équation différentielle

20 l_)'""?’ —_ . \r' \—T )
(306) e = [l ax . ( + )
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Faisons, pour abréger,

(207) w= (' + a)". (5 + B,
(208) v ii,j,_F ax).(y + px),
n = J’ -—-)".

L’équation (206), qu’on poura écrire de cette maniere,
n .
(209) z () =0,

donnera, en la différentiant,

(3]

dx

= (6).¢"

(210)

D’ailleurs on conclura des équations (207) et (208)

, i/_ }'”(f’+7)
kﬁ[l) u—(y’+a)(y’»—+p)’

v yy Hlay 4y +afx
(212) 0 T T rraa)(r+pa)

en posant

i3 j7=ree -0

d=rf+(1—r)e.
En substituant dans I’équation (210) la valeur de ¢, on obtiendra

d (u) _ o. L0 (yy'+8xy' 4 ny + ofix) ,

dz (y +ax) (y -+ fz)

d’oui, la différentiation indiquée étant effectuée, on tirera, 4 Paide
des équations (2r11) et (213),

/ t __-7‘_”.(.7"*‘“‘”)(]4‘_@'1),
(2!4) V.f (0)— w (Y4l {y+8)

Tome VII (2° série). — OcrosrE 1862. 47
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Nous allons 4 présent chercher, & 'aide du théoreme IX, le facteur

propre a I'intégration. Nous observons en premier lien qu’on a ici

n

g ==—f(v),

&

d'ou, 4 I'aide de I'équation (214),

f [ AORESIEN PR (' + B+ " (5 =+ 82)
==+ = — ; - .
dy u  (y+ax)(y+pr) w(y' +«) (' +B)
do _ gy 40y tyy + 2fe
dy' T w(y +2)(y +B)
et partant
de  dy (Y42 0 +B) 0" (r+dx)
dy “dy" ™ Yy 4+ dxy A qy + afr ’

ou, ce qui revient au méme,

d.log(yy" + Sy + 4y +abua)
- dax ’

dy . dy
d] . dJ,l

a cause de
“a+p=y+0.

En vertu de I'équation (96), on aura donc le facteur propre a I'inté-
gration
I

3]1: 7 7 9
Yy 4 Sxy' 4+ yy + 2fx

et U'intégrale cherchée

: dy — y'd
(215) cousL:/ A i .
yy' 4 dxy + vy + afr

Or, pour effectuer l'intégration indiquée, qui se réduira nécessairement
& des quadratures, faisons, pour abréger,

dy —y'de

dée = .
7 Sy gy +abe
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La formule (a12), multipliée par

(r +Bx)(y +a)dx=(y + fx)(dy + adx),

donnera
1 ! 4 day’ g
(]'+a)(_}’+ﬁx) ae J’f"*“ ry +?'y+a@’r-(d7’+a(lx):o,
y +ax ~
d’od, en ajoutant,
[0 J] d]‘ --_y’dx,

et en divisant par
Jy +dxy' oy +afx,

on conclura facilement

(216) do= L =)y + B=) o dytads
' Ty 0y gy el v y+arx

En vertu des équations (215) et (216) on aura donc

4+a) (y + Bx de
(217) const. —fyy’i-&xy —Zyyi—zxﬁx' - —log(y + ax).

Dailleurs, en ayant en vertu de Péquation (213)

yy' v daytqy+afa=r(y+a)(y+px)+ (1 =0 +F) (y+ox),

on pourra écrire la formule (217) de cette maniere :

(218) f;— ﬂ——]og(_]—1—awz.')_const

r+(t—rjw e

en posant, pour abréger,

By tes)
(219) e ey y gy

Il ne reste 4 présent qu'a trouver l'expression de w en ¢. Pour
cela nous observons que la formule {219) donnera, en vertu de Péqua-

47.
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tion (208),
w = <]"+ B>r ‘.,
Y+a/ y+pr

d’oti, a Vaide de ’équation (207 ), on aura

u.¢

[ —_
(220) w = TEAETr

D’ailleurs on obtiendra pareillement de 1'équation (219)

R (2 —B).n
VI E T+ b))

d’ou, en divisant par P'équation (220), on aura, 4 l'aide de I'équa-

tion (209),

=e-p i

(221) —— = -

La résolution de cette équation donnera w en fonction de v¢; donc,

en posant

I'intégrale cherchée devient, en vertu de I'équation (21 83,
(222) F,[(y+ax)y.(y+px)' 7] —log(y -+ ax)= const.

Cela étant ainsi, on pourra sans difficalté présenter la méme inté-
grale sous une autre forme. En effet, les formules (208) et (219) nous
enseignent qu’en permutant « et ﬁ, et en méme temps remplacant r

. A I
par 1 — r, l'expression v restera la méme, et 1w se changera en -.

En posant donc, pour abréger,

w de
f‘-HTT_ =F.(v),

on pourra écrire I'intégrale dont il s'agit sous la forme

Fo[(y 4 ax) . (y + fx)' "] — log(y + ffx) = const.
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En retranchant cette formule de I'équation (222), et en obscrvant que

d <:’\)

log(ﬂi>____f<dy+pdx_d_y+adx>:(a__p)_ (y \

e TR e Fee) (3

Pintégrale cherchée prendra cette forme plus symétrique

a(Z
(223) Fl(y+ax).(r+px)~"]+ (a—f). (§+L><Z£+p) = const.,

ayant posé, pour abréger
y pose, ’

] —w dv )
(22)  Fio)=Fa()= [T =),

w étant donné en fonction de ¢ par la formule (221).

. H
Corollaire. — Pour r — = en posant

a+B=b e uff=a,
d’ou
2 —~ B=yb*—4a,
on aura par l'équation (208)
(225) v =5+ bxy + ax® = z,
et par 'équation (221)

1—w Ve —fa i)
14w \/4z+(bﬂ_4a\[f(\/;)]2

En mettant f(z) 4 la place de f(yz) et en posant

f Sf(z).dz =F(Z\.
Vi (B — G /(o) T .
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nous obtiendrons, en vertu des équations (223) et (224),

d (%)

{226) TF{y*+ bxy + ax?) + - . = const.

E) )
s £

comme l'intégrale générale de 1'équation différentielle
zy'—y a 2

————————— -+ ,).Z' -+ ax*).

Ny S 'y )

Observation. — Pour b=o0, a =1, la formule (226) nous rendra

immédiatement 'intégrale trouvée dans 'exemple V.




