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MATHEMATIQUES

PURES ET APPLIQUEES.

SUR LA FORME
X> 4 2Y? 4 aZ? o 412

Par M. J. LIOUVILLE.

I. Etant donné un entier 7, on demande unc regle simple pour cal-
caler le nombre N des représentations de n par la forme

X? - 2 ¥Y? - 27 - 4T,
¢'est-a-dire fe nombre N des solutions de Péquation indéterminge
n—=X*+ 2Y% 4+ a2/l + 4T

ou X, Y, Z, T sont des cntiers quelcongues positifs, nuls ou négatiis,
Nous ferons comme a l'ordinaire 7 = 2% m, m étant impair et lexpe-
sant « pouvant se réduire a zéro. On comprend facilement que les

divers cas a examiner se rameneront tous 3 la considération de Ia

forme
B S G SRR T A

‘Nous supposons donc connus du lecteur les résultats que nous avouns
obtenus dans le cahier de juillet 1860 pour cette derniere forme, ré-

Tome VI (42 série). — Jaxvier 1862, }



9 JOURNAL DE E'Iz\THE\IA'l‘[QUES
sultits qui du reste découlent eux-mémes, ainsi qu’on I'a vu, des théo-
rémes de Jacobi concernant les représentations par une somme de
(uatre carrés.

Soit d’abord n impair, n.= m, en sorte qu'il s’agisse du nombre N
des solutions de I'équation

m=X? 4 2Y? 4 22> + 471"
dans laquelle X ne pourra évidemment étre qu’impair. En Pécrivant
ainsi
mo= X 2T 4 2 (Y - 27,
on verra qu’elle ne differe de I'équation

e i L I N A

ot Pun des entiers ., y sera pair, l'autre impair, qu'en ce que le
carré impair X* est toujours le premier, et le carré pair (2T)* toujours
le second, ce qui réduit & moitié le nombre des solutions. Mais ce
nombre, pour

m=x* 4+ 1+ 2z + 17,
a été trouvé égal & 4%, (m), &, (m) désignant la somme des diviseurs
de m. Le nombre N des solutions de P’équation

m=X*42Y* + 22° + ;’l'l‘:
est donc fourni par la formule
N = 2§, (m).
Qoit 2 A L . 1l ost clair Lns I7¢ .
Solt a present z pawr, 1= 2, « > o 0l est etair que dans equa

lion

a

2%m=X*+ 2Y* + 2Z* + 4T¢
X devra étre pair. Soit donc

X=3U,
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Il s’ensuivra
2" 7T m o= 2 U - Y2 4 Z% + 2T?,

9N

2" m =t 4+ 2 (2P

/

et qui a son tour reproduimit par des opéralions inverses celle dont
elle a été déduite.

Ayant donc trouvé pour tous les cas qui peuvent se présenter le
nombre des solutions de I'équation

2" T m=at 4t 2 (2 ),

nous en conclurons, pour 7 pair = 2”m, le nombre N des solutions e
notre équation
== X? 2 aY? 4 27 + 4T

Pour n impairement pair, n = 2, nous aurous ainsi
N = 4&, (m).

Pour N divisible par 4, non par 8, n = 4m, il nous viendra
N=23%,(m)

Enfin pour n divisible par 8, avec quotient pair on impair, n = 2",
% > 2, on doit prendre

N = 24&,(m).

2. Supposons a présent qu’on veuille chercher a part e nombre M
des solutions propres de équation

n=X*4+ aY® + 27" + 4T7,

c’est-a-dire le nombre M des solutions qui subsistent en exigeant que

les valeurs simultanées de X, Y, Z, T ne soient jamais divisibles par un
I..
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mcme entier > 1. En continuant & faire n = 2% m, il faudra, connne
dans le cabier de juillet 1860, substituer a la fonction numérique
Syl la fonction 7, m ainst définie @ Uexpression de m en factenrs

premiers étant a6”... ¢”, on prend
Z| “/Il/‘ — ((l‘u o+ ”‘7.—‘1) (/); + /)y — 1/) ) .((;m 4+ cw——!).

AJoutons que pour m =1, nous faisons 7, ;m) = 1.
Cela posé, pour n impair, # = m, on a

M=2uZ .
Pour n impairement pair, n = 2,

M= ¢/|Z, \:Ill:.
Pour n = 4m,

Pour n = 8,

Pour n = 16m,
M= 1067, (m".

Enfin pour 7 divisible pav 32, c¢'est-d-dire powr 22 == 2" m, avee o > 4,
on a géncéralement

M = O]
cela tient a ce que les entiers X, Y, Z, T, ne peuvent plus alors ére
que pairs, ¢’est-a-ciie tous divisibles par 2.



