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SUR LA FORME
X? + 8Y? 4 872% + 10717,

Par M. J. LIOUVILLE.

1. Etant donné un entier n pair ou impair {(que nous représenterons

par 2%m, m étant impair et 'exposant & pouvant se réduire a zéro), on
demande le nombre N des représentations de 7 par la forme

X? 4+ 8Y?% 4+ 872 41673,
c’est-a-dire le nombre N des solutions de 1'équation

n=2%m=X®48Y? 4 82% + 1672,

ou X, Y, Z, T sont des entiers positifs, nuls ou négatifs. Or il est évi-
dent que I'on a
N=o

quand 7 est un entier impair de l'une des trois formes 84 + 3,
84 + 5, 8k +- 7, et aussi quand n est impairement pair, # = 2/m. Ces
cas exclus, on a N > o, et la valeur précise de N se conclut facilement
de ce que nous avons dit {dans le cahier de novembre 1861) au sujet
de la forme
x? 2y + 42 + 882,

et aussi de ce qu'on trouve en téte du présent cahier concernant la
forme

X2 4= 2Y? 4 2 k? -+ 4T3

Les fonctions numériques i employer seront donc d’une part la
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somme Z, (m) des diviseurs de m, et d’autre part la somme

f—1

2(~1) Y,

ou e signe sommatoire porte successivement sur tous les entiers im-
pairs et positifs 7 qui peuvent figurer dans I'équation

mo= (* 4~ fs*,
Ventier s étant indifféremment pair ou impair, positif, nul ou négatif.

2. Soit d’abord n impair, n = m = 8k + 1, les autres formes li-
néaires de m ayant été exclues. Je remarquerai que I'équation

m=8k+1=X*"48Y2>+ 87 +16T"
ne difféere pas au fond de celle-ci
m=8k+1 =X?* 4 20> 4+ 4V? + 87°,

attendu que U et V ne pouvant étre que pairs d’apres la forme li-
néaire de m, rien n’empéche de prendre

U=02Y, V=12T.
Mais le nombre des solutions de I'équation

m=208k+1=X*+2U*+ 4V* 1+ 87

s’ exprime par

I—1

g, (m) —|—2(-— 1) 7

Pour le nombre N des solutions de notre équation

m=8A+1=X?*4+8Y* + 87+ 16T".
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on a donc égalvmem

D ; 2 .
NZ@U”)”*’Z(“‘) i
Je ne crois pas qu’il soit nécessaire d'ajouter des exemples,

5. Passons aux entiers divisibles par 4, et faisons en conséquence
2 =2 -+ 3, £ éant nul ou positif. L’équation & traiter sera

4.2fm = X* 4 8Y* + 87 161"

Or X y est nécessairement pair, X = 2U. L'équation dont il s’agit re-
vient donc 4 celle-ci

2fm = U+ 2Y2 + 27* + 4T7, ‘

dont nous nous sommes occupes plus haut {page 1)
La détermination du nombre N des solutions de notre équation

n= X2+ 8X*+ BZ? 161"

étant ainsi réduite (dans 'hypothése de n multiple de 4) a une ques-
tion déja discutée, nous n’avons plus qu'a transcrire les résultats
propres aux divers cas.

Pour n divisible par 4, non par 8, n = /m, on trouve

N = 2§, (m).

Pour n divisible par 8, non par 16, n = 8m, 1l vient
N = 4&, (m).

Pour n divisible par 16, non par 32, la formule est
N = 8¢, (m).

Enfin pour n divisible par 32, quel que soit le quotient pair ou

impair, on a toujours
N = 24&, (m).
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{.a fonction numeérique

ne sc présente, comme on voit, dans I'expression de N que quand il
s’agit d’un nombre impair 84 + 1. Partout ailleurs on n’a besoin que
de la fonction ¢, (m), comme s’i] ne s’agissait que de la forme

'1.2 _’_ly.‘.! + 22 —+ tZ.‘
considérée patr Jacobi.
Je viens de déterminer le nombre zotal N des représentations propres
ou impropres de n par la forme

X® + 8Y? +~ 872 4+ 167*.

On pourrait aussi désirer de connaitre a part le nombre M des repré-
sentations propres, c’est-a-dire le nombre des représentations ou les
indéterminées X, Y, Z, T n'ont pour plus grand commun diviseur que
F'unité. Mais je ne w’arréterai pas & la solution de cette seconde ques-
tion qui se rattache toujours & la premiére, I| y a du reste, i ce sujet,
une méthode générale qui s'offre d’elle-méme, et nous n’avons aucun
détail particulier digne d’intérét i v ajouter a 'occasion de la forme
q1 nous occupe.



