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PURES ET APPLIQUÉES. i37 

NOTE 
SUR 

LES FONCTIONS al (a?), etc., DE M. WEIERSTRASS; 

Pab m. a. cayley. 

Les fonctions al (Λ1), al (χ),, al (x)2, al (x)
3
 de M. Weierstrass sa-

tisfont respectivement aux équations 

+ 2*» X + 2 AA'2 H- (k2 + A·2 X2) al (x)3 = o, 

+ 2*» X + 2 AA'2 H- (k2 + A·2 X2) al (x)3 = o, 

+ 2*» X + 2 AA'2 H- (k2 + A·2 X2) al (x)3 = o, 

+ 2*» X
+ 2*» X + 2 AA'2 H- (k2 + A·2 X2

) al (x)3 = o, 

ou, ce qui est la même chose, les fonctions 

al(x), yjka\{x),, ^Lal(x)
2

, ~al(x'
3

, 

satisfont chacune à l'équation 

+ 2*» X + 2 AA'2 H- (k2 + A·2 X2) al (x)3 = o, 

Écrivons pour un moment ξ, κ au lieu de χ, A; les fonctions 
al (ξ), etc., satisfont à l'équation 

+ 2*» X + 2 AA'2 H- (k2 + A·2 X2) al (x)3 = o, 

Tome Vit (2E série). — AVRIL 18G2. t o 
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Cela étant, en posant 

+ 2*» X + 2 AA'2 H-

οή obtient 

dx \fk d\* dx7 k de? ' dk 2 ^ άξ~^~ d-r^ 

et de là 

dx \fk d\* dx7 k de? ' dk 2 ^ άξ~^~ d-r^dx \fk d\* dx7 k de? ' dk 2 ^ άξ~^~ d-r^ 

L'équation différentielle devient ainsi 

* S+-1+(S + A S) + = <·. 

c'est-à-dire 

dx \fk d\* dx7 k de? ' dk 2 ^ άξ~^~ d-r^dx \fk d\* dx7 k de? ' dk 2 ^ άξ~^~ d-r^ 

équation qui sera ainsi satisfaite par 

al(v^)' VA'al(^).' v^al(v^)
2
' 4k''A{fk)z 

Or en écrivant 

k+ a, 

l'équation en ζ devient 

dx \fk d\* dx7 k de? ' dk 2 ^ άξ~^~ d-r^dx \fk d\* dx7 k de? ' dk 2 ^ άξ~^~ d-r^ 

laquelle est ce que devient celle-ci 

dx \fk d\* dx7 k de? ' dk 2 ^ άξ~^~ d-r^ 
(^) 

4- η [η — ι) χ2 ζ = ο, 
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en y écrivant au lieu de x, et puis n = oo . L'équation (a), trouvée 

par Jacobi ( Journal de Crelie, t. IY, p. 185 ; 1829), a la propriété que 
voici, savoir en posant 

a — k + \> χ — y/^sinamn, 
Λ 

alors l'équation est satisfaite en prenant pour ζ soit le numérateur, soit 
le dénominateur, de la fonction rationnelle de χ qui donne la valeur 

de la fonction yXsinam où λ, M sont le module et le multi-

plicateur qui correspondent à la transformation de l'ordre η (η étant 
un nombre impair quelconque). 

L'équation fut donnée par Jacobi sans démonstration. Je l'ai dé-
montrée (Camb. and Dub. Math. Journal, t. II, p. 256; 1847) de la 
manière que voici, savoir en écrivant 

dx \fk d\* dx7 k de? ' dk 2 ^ άξ~^~ d-r^ 

On obtient pour 2 l'équation 

dx \fk d\* dx7 k de? ' dk 2 ^ άξ~^~ d-r^ k de? ' dk 

laquelle, en prenant 

k de? ' dk k de? ' dk k de? ' dk k de? ' dk k de? ' dk 

devient 

k de? ' dk k de? ' dk k de? ' dk 

équation mentionnée par Jacobi, laquelle est satisfaite par 

2 = 0 [nu, -jjr-J
 ou Σ = H [nu, j ; 

cela donne pour ζ deux valeurs qui sont le dénominateur et le numé-
18.. 
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rateur de la fraction dont il s'agit. J'ose croire que ce doit être à peu 
près de cette manière que l'équation fut trouvée par Jacobi. 

Or les solutions en question de l'équation (i) peuvent être trouvées 
au moyen de l'équation de Jacobi ; pour cela, au lieu des valeurs ci-
dessus données de ω, υ, j'écris 

ω = ΊΓ' υ = -Ίκ~'ω = ΊΓ' υ = -Ίκ~'ω = ΊΓ' υ = -Ίκ~' 

ce qui conduit à la même équation 

ω = ΊΓ' υ = -Ίκ~'ω = ΊΓ' υ = -Ίκ~' 

laquelle sera ainsi satisfaite par 

2 = 0 (\jnu, ̂  » 2 = H {^jnu, ι 

ou, ce qui est la même chose, par 

2 = 0 ( \jnu ), 2 = H ( y nu ). 

L'équation (2) sera donc satisfaite par 

ω = ΊΓ' υ = -Ίκ~'ω = ΊΓ' υ = -Ίκ~'ω = ΊΓ' υ = -Ίκ~' 

ou, en se souvenant que 0 (o) = w » par 

ω = ΊΓ' υ = -Ίκ~'ω = ΊΓ' υ = -Ίκ~' 

Or en écrivant au lieu de x, pour faire ensuite η = oo , nous avons 
yIn 

ω = ΊΓ' υ = -Ίκ~' 
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équation qui se réduit à 

ω = ΊΓ' υ = -Ίκ~' 

ce qui donne 

θ(ν/ή«)=θ^^, Qnu=®"{o)^"" " = 0"(o) e2/'^' ΚΛ 

puisque 

ω = ΊΓ' υ = -Ίκ~'ω = ΊΓ' υ = -Ίκ~'ω = ΊΓ' υ = -Ίκ~' 

et η ( du f f/« sin2 am κ, en y substituant u — -β=> contient le fae-

leur - et se réduit ainsi à zéro. Donc on obtient 
η 

. etë)
;
S(-i) 

comme solution de l'équation (i) qui se déduit de l'équation (2) en γ 

écrivant ~ au lieu de χ et puis η = oo . Et cette valeur de ζ est pre-

cisément la fonction al ( 4= | de M. Weierstrass. On obtient de même 

la solution 

.. "U)i(-i) 

ou. ce qui est la même chose, 

"U)i(-i) "U)i(-i) "U)i(-i) "U)i(-i) "U)i(-i) "U)i(-i) "U)i(-i) "U)i(-i) 

qui est la fonction ^ d'une manière semblable les solu-
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tions 

Hfe+K)i(-D β(τ*+κ) £(-l)Hfe+K)i(-D β(τ*+κ) £(-l) 

qui sont les fonctions \/ΐ al [ j ? -^= al (-^= ] -

J'ajoute que dans le Mémoire cité (1847) j'ai donné la suite 

ζ = C
0
 + C, — + C

2
 ■ ** + ..., 

où 
C0 = 1, 
C, - o, 
C2 = — 2, 
(23 —t- Ο OCy 

C4 — — 39.α2 — 4> 
C

5
 = -H 128a3 + 96a, 

C
6
 = — 5t2a4 — 960 a2 — 4o8? 

C, = + 2048 a5 + 7168a3 -+- 7584«, 
Cg = — 8192a3 — 46080a4 — 8832oa2 — 15384 ? 
..................................................................................... 

de façon qu'en général 

C
r+2

 = — (2 r + i)(2r + 2)C
r
-(2r+2)aC

r+l
 -+- 2 (α2 - 4)Cr+2 = — (2 r + i) 

c'est le développement de M. Weierstrass pour la fonction al^-^L^: 

seulement je ne connaissais pas alors l'expression finie 

1 ( x \ 1 β ( x \ p2*(' v 

de cette suite. Je remarque en passant que pour a. — 1, la suite se 
réduit à 

Cr+2 = — (2 r + i)(2r + 2)Cr-(2r+2)aCr+l -+- 2 (α2 - 4) 


