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NOTE

SUR

LLES FONCTIONS al (z), etc., DE M. WEIERSTRASS;

Par M. A. CAYLEY.

Les fonctions al (&), al (x),, al (x),, al (), de M. Weierstrass sa-

tisfont respectivement aux équations

d*al(z) dal (x) . dallx) ) ]
T‘—’— 2/{21"7‘;“+2A/i2 a —!—/1‘1‘2.41 (.I') = O,
d?al {z), : dal(z), 4o dal(z), , -

T ok B BT sy et al (), = o,
ol g e P g Pl ey al (), = o,

dua? : dx

d*al (), 1o, dal(x) , dal( z)s 2, —
e T2k ——2 2 kK — = 4+ (k* + k*x?) al (x), = o,

ou, ce qui est la méme chose, les fonctions
s q ’

1

VE

al (xx',

al(x), vkal(x),, ﬁ al (),

satisfont chacune 4 I'équation

d:
CE ook

/2 .2 —
e d+2/~:k k—|—/g.7cz o.

Ecrivons pour un moment &, x au lien de x, £; les fonctions
al (&), etc., satisfont a I'équation
dzz—l—zﬁ dz —+ 2% 2 2 + x*&z=0
dE dE dx -

Tome VII (2° série). — AvmiL 186a.
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Cela ¢tant, en posant

x
= —» X:—"/f
=20 x=k
on obtient
dz 1 dz dz _1d?s dz _ x dz 734
& TG AT A Rdw dR T iR dE T dx
et de la
dz o+ dz dz dz dz dz x dz
— =k —r — =Kk — = — ——
Vb mEhm neEmtoz

1'équation ditférentielle devient ainsi

4’z o . dz s fd3 | T dz) L
AE;+2A xdx—*‘ﬁ/f/l d‘ﬂ‘_'_;;'d;)_‘—sz—-o’

c’est-a-dire
dz 144 dz yo 4% 2
—d?—i— 7 x$+2k d—k+x z = 0,

équation qui sera ainsi satisfaite par

Mgy wa(E) (G (),

Or en écrivant

1
k —+ 2— - a’
I'équation en z devient
diz dz 2 dz o
(1) d‘tz—i—zaxﬂ—z(a—[;)d:—f—xz._o,

laquelle est ce que devient celle-ci

d'sz N dz . dz
s (I——ax*—f—x‘);{j (n—1)(ax — zxa)d—;—mz(a‘ —/l}d—a

(2)

+n(n—1)x’z=o,
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- - x - - ’ B 4
en y écrivant — au lieu de x, et puls 7z =00 . L’équation (2), trouvée
n

par Jacobi (Journal de Crelle, t. 1V, p. 185; 1829), a la propriéte que

voici, savoir en posant

a:k_l—%, x = JAsinamu,

alors I'équation est satisfaite en prenant pour z soit le numérateur, soit
le dénominateur, de la fonction rationnelle de x qui donne la valeur

de la fonction y2 sin am <—:&, l), ou %, M sont le module et le multi-

plicateur qui correspondent 4 la transformation de Vordre n (n étant
un nombre impair quelconque).

L’équation fut donnée par Jacobi sans démonstration. Je T'ai dé-
montrée (Camb. and Dub. Math. Journal, t. 11, p. 256; 1847) de la

maniere que voici, savoir en écrivant

n—1

z = <2IUJ> : 0" (u).X.

T

On obtient pour 2 I'équation
d*s e E\dz 243
7——2nu<k —K)E—i—znﬂ T=0

nrK’ nwu

K V=K

kd

devient
d2s 4 ds o
dvt de

équation mentionnée par Jacobi, laquelle est satisfaite par
!

!
E:G)(nu, %) ou = H(nu,fll:-);

cela donne pour z déux valeurs qui sont le dénominateur et le numé-

18..
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rateur de la fraction dont il s’agit. J'osc croire que ce doit étre a peu
pres de cette maniére que 'équation fut trouvée par Jacobi.

Or les solutions en question de 'équation (1) peuvent étre trouvées
au moyen de I'équation de Jacobi; pour cela, au lieu des valeurs ci-
dessus données de w, v, Jécris

K’ Vnnn
= s

T

K’ YT 5K

ce qui conduit & la méme équation

d* = ds

dv' | " de
laquelle sera ainsi satisfaite par
~ K’ —~ K’
3= ‘nu, — — >
s @(Vnu K)' z H(\/nu, K)v
ou, ce qui est la méme chosc, par
3=0(/m), ==H (vnu).

L'équation (2) sera donc satisfaite par

z2= <2KAJ>5 0" (2¢)0 (yrue),

2K 4

ou, en se souvenant que 0 (o) = \/ s par

_ o(ynu) e (o)

z C——t,

©(o) ©"(x)

’ . x . . .
Or en écrivant — au lieu de &, pour faire ensuite n = o , nous avons
n

x

N = vksinamu,
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équation qui se réduit A
xZ

U = ——
\/n/r

ce qui donne
ok 20w
@(\/;Ll):@(f—)’ @”u:@"(o)e2 ( K)=®n(0)e2/-‘( K>‘

prisque
u } du sin®* amu

b

» contien! le fac-

. 12 3 X
et n | du | dusin®amu, en y substituant u =-—
0 3] v \/IZA‘

T y . . [ y .
teur " et se réduit ainsi 4 zéro. Donc on obtient

comme solution de I'équation (1) qui se déduit de I'équation (2) en y

. . xz . . .
écrivant — au lieu de x et puis n = = . Et cette valeur de z est pre-
I

cisément la fonction al ( A) de M. Weierstrass. On obtient de¢ meme

Ia solution

ui est la fonction ykal { —= )} - Et d’'une maniére semblable les solu-
q 1

Vi
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tions
H (—x—_—l—K> x l_g 9<—x—+K =( _E
SEtaey e e

- 7 x I xr
ui sont les fonctions \/—, al (—:) » — al (—.) -
k AN NN
J'ajoute que dans le Mémoire cité (1847) j'ai donné la suite

J"‘

x? 5
2=Co+ C i+ Gz s

ou
Co=1,
C,=o,
Co=— 2,
C; =+ 8¢,
C,=—320a*— 4,
C; =+ 128¢® + g6«

Ce=—b120¢" — gboa® — 408,
C; =+ 2048 + 7168¢® + 7584 2,
Cy = — 81924* — 460800 — B8320a® — 15384,

™ b ’ r
de fagon qu’en général

dCr-H )

Cr+2='—(2r+ I)(2r+2)cr— (2r+2)acf+‘ —|—2(OC2—- 4) do

c’est le développement de M. Weierstrass pour la fonction al <~2—>;
~¢

seulement je ne connaissais pas alors I'expression finie

a(z) o sime ()Y

de cette suite. Je remarque en passant que pour a = 2, la suite se

réduit a

2 I, 2 —r
e ~(eF+e™).

et G -



