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PURES ET APPLIQUEES. 109

AP B TR AUV AAMALL AMVAVIAA LUASA BT TIAALE AL VALV AAAAMARITAAA AL WL AL AU ARM AT VL VAR WA VU ALV AR L AR

SUR LA FORME
x® + y* + 8z + 8¢7%;

Par M. J. LIOUVILLE.

i. Etant donné un entier n pair oun impair (que nous représente-

rons par 2%m, m étant impair et Uexposant « pouvant se réduire &
zéro), on demande le nombre N des représentations de r par la forme

x? + y* + 8z* + 8¢,
c’est-a-dire le nombre N des solutions de I'équation indéterminée
r=x*+ y* + 32% + 8¢,
ou x, y, z, ¢ sont des entiers indifféremment positifs, nuls ou néga-

tifs. On va voir que cette fois encore N dépend de la somme &, (m)
des diviseurs de m et de la somme

relative aux entiers positifs  figurant dans I'équation
m=i*+ 4%

ou l'entier s, quand il n’est pas zéro, doit étre pris négativement
comme positivement.

2. Soit d’abord n impair, n = m. Il est clair que 'on a N =o, st
m est de la forme 4+ 3, qui comprend ces deux autres 8% + 3,
84 -+ 7. Mais il n’en est pas de méme pour m = 41 + 1, ’est-a-dire



110 JOURNAL DE MATHEMATIQUES

pour m de I'ine des deux formes 8% + 1, 84 + 5. Je trouve

i—1

N=ag,(m)+2X(—1n) " i

stm=28k +r1, et

i—1

N =2¢, (m)—zZ(—I) T

st m =8k + 5.
Le cas de m =1 =1* + 4.0* se rapporte a la premiere formule, qui
donne alors
N=12+2=4,

et 'on a, en effet, les quatre représentations fournies par les équations

i =(=%x1)"+0°+ 8.0 + 8.0%,
1 =0+ (=*1)*+ 8.0* + 8.0%.

Soit ensuite m = g = 3* + 4.0* 1l viendra
N =213 — 2.3 = 20,

et I'on trouve bien, pour le nombre g, vingt représentations, au
moven des équations

g= 1"+ 0%+ 8.1 + 8.0%,

g=23*+ 0* + §.0* + 8.0,
ou l'on atfectera du signe = les racines des carrés qui ne sont pas

nuls et ou I'on opérera les permutations convenables.
Soit enfin m =17 =1%+ 4 (=% 1)*. On aura

N=12.18 + 2.2 = jo0.
I.a vérification est facile au moyen des équations

17=1"+4*+ 8.0 + 8.0%,
17 =12+ 0>+ 8.1* + 8.1%,
]7:32+02+8.12+8.02.
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Soit a4 présent m =5 =12+ 4(=1)% Clest la seconde formule
quon devra appliquer, et elle donnera

N=23.6—2.2=38,
ce qui s'accorde avec les équations

(
(

H

1)? + (*2)* + 8.0 + 8.0%,
+

2)?

5
5

I+

(£1)* +8.0* + 8.0%.

f

Soit encore m = 13 = 3* + 4(=1)*. 1l nous viendra
N=214+ 2.6 = So.
Or on trouve effectivement quarante représentations du nombre 13 au
moyen des équations
13 =3%+ 2%+ 8.0* + 8.0%,
13 = 1%+ 2%+ 8.3* + 8.6%
Je ne pousserai pas plus loin ces exercices numériques.
3. Prenons actuellement n# impairement pair, 2 = 2m. On aura

N=o0
sim= 4l + 3, mais

N = 4%, (m)
si m= H{ + 1.
Ainsi pour n = 2, on a N = 4. Cest ce que confirme I'équation

2 =(=x=1)?+ (1> + 8.0 + 8.0%,

qui donne guatre représentations du nombre 2.
Pour n = 10, on a N = 24. Or on obtient en effet vingt-quatre re-
présentations du nombre 10, au moyen des équations ci-apreés :

1to=1%+4 3% 4+ 8.0 4+ 8.0%,
10=1%+ 12+ 8.12+ 8.0%
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%. Soit enfin n multiple de 4. L'équation
2"m = x* + y* + 82z% + 8¢
ne pourra exister alors qu’en prenant x et y pairs,x = 2x,, y = 2¥,,
d'onr

2“7 m = x? 4 y? 4 22% + 2%,

ce qui nous raméne a une équation discutée déja (dans le cahier de
juillet 1860). Il en résulte, pour le nombre N des représentations d’un
entier n pairement pair, par la forme

x* + y* + 82 + 822,

qui nous occupe ici, les conséquences suivantes.
Pour #n divisible par 4, non par 8, n = 4m, on a

N = 4¢,{m).

Ainsi le nombre 4 doit avoir quatre représentations. Elles sont four-
nies par les deux équations

4= (FE2)*+ 0®+ 8.0 + 8.0%,
=04+ (% 2)* + 8 0* + 8.0%
Pour n divisible par 8, non par 16, n = 8m, on a
N = 8%, (m).

Ainsi le nombre 8 doit avoir huit représentations. Cela s’accorde avec
les équations
8 =(=% 2)"+ (=% 2)* + 8.0° + 8.0%,

8 = 0?4+ 0 + 8(=%=1)? 4~ 8.0%,
8 =0" + 0* + 8.0° + 8(==1}".
Enfin pour n divisible par 16, n=2%m, « > 3, on a toujours
N =248, (m),

si grand que o puisse devenir.




