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SUR LES DEUX FORMES
X3+ Y? 72 + 4T, X* 4+ 4Y® + 427 + 417
Par M. J. LIOUVILLE.

1. Soit n un nombre entier donné, pair ou impair, que nous re-
présenterbns par 2%m, m étant impair et l’exposant a.pouvant se ré-
duire 4 zéro. On demande une régle simple qui fasse connaitre a priori
le nombre N des représentations de 7, c’est-a-dire le nombre N des
solutions de I'équation indéterminée

n=X*+Y+7"+ 4T,

ou X, Y, Z, T sont des entiers quelconques, positifs, nuls ou négatifs.
Apres les beaux résnltats obtenus par Jacobi concernant la forme

x® + y* + 2+ 2,

a laquelle est liée intimement celle dont nous venons de parler, la
question n’offre pour ainsi dire aucune difficulté.

2. Prenons d’abord 7 impair, n = m, et en désignant par &, (m) la
somme des diviseurs de m, nous trouverons

m—I1

N=lavai=0™ Jem,

c’est-a-dire

N =6Z,(m)
quand m est de la forme 41+ 1, mais
N = 2§, (m)

quand m est de la forme 47 + 3.
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Pour le démontrer supposons d’abord m = 41 + 1. Dans I'équation
m:.x‘2—|—]‘2+2-2+t2,

pour laquelle le nombre des solutions est 8%, (m), un des carrés au
second membre sera impair, les trois autres pairs. Au lieu d’admettre
le carré impair aux quatre places qu’il peut occuper, excluons-le de
la derniére et nous diminuerons évidemment dans le rapport de 3 a 4
le nombre des solutions qui deviendra par conséquent 6%, (m). Mais
alors ¢ étant pair, t = aT, I'équation

m=uax®+ y* + z* + (*
ne différera pas de la nbtre
m=X*+Y? 7% + 4T°.

Donc, pour nous aussi, il y aura 6§, (m) solutions. L’ unité appartient
a ce cas de m impair 41+ 1, et les six représentations qui la concer-
nent sont fournies par les équations que voici :

1=(%1)* 4+ 0* + 0® + 4.0%,

1= 0"+ (£ 1)? + 0% + 4.02,

1=0"+ 0® + (£ 1)? + 4.0
Soit maintenant m = 47 + 3. Le nombre des solutions de Péquation
m=x>+4 y* 4 z* 42

continuera 4 étre exprimé par 8%, (m), mais on devra avoir au second
membre un seul carré pair et trois carrés impairs, de sorte quil ne
restera que 2§, (m) solutions si ’'on exige que le carré paii' soit tou-
jours placé le dernier. Le nombre des solutions de notre équation

m=X*+7Y?4+ 7 + 4T

est donc aussi 28, (m).
Tome VI (2¢ série). — DEcEmBrE 1861, 56
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Soit, comme exemple, m =3, d’otr &, (m) = 4. On devra trouver

huit solutions : elles sont fournies en effet par V'équation
3=(x1)+ (1) + (=1)? + 4.0%

3. Soit 4 présent n pair, et d’abord n impairement pair, n = 2.
On remarquera que dans l'équation

zm_——_ac?+‘y2+z’+1t2

deux des carrés devront étre pairs les deux autres impairs. Les
?

24&, (m) solutions qu'elle possede d’apres le théoréme de Jacobi se

divisent donc en deux groupes égaux suivant que ¢ est pair ou im-

pair. Ainsi en prenant £ pair, ¢ = 2T, on n’aura plus que 128, (m)

solutions. Pour le nombre N des solutions de notre équation

am=X?*+ Y2+ Z* + 4T,

on a donc anssi
N = 12§, (m),

quelle que soit la forme linéaire de m.
En faisant m = 1, on trouve N =13, en sorte que le nombre 2 a
douze représentations. Elles sont comprises dans les équations

2:(11)‘2+(i|)’+02+4.02,

5= 0+ (1) 4+ (x1)* + §.0%

I

|

=(x1) + o + (£1)* + 4.0%

De méme, en faisant m = 3, on trouve N = 48. Or 6 a en effet qua-
rante-huit représentations que fourniront les deux équations

6=(x1)+ (1) +(* 2)? + 4.0°
et
6=(x1)?+ (1) +0° + 4(=1),

si 'on transporte (= 2)* dans l'une, o? dans Pautre, de la troisieme
place i la seconde, puis a la premiere.
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4. Pour n divisible par 4, non par 8, n = 4 m, on remarquera que
dans I'équation

fm=X>4+Y*+7* + 4T

les entiers X, Y, Z ne peuvent étre que pairs. On n’altérera donc pas
le nownbre des solutions en posant, avec x, ¥, z entiers,

X=o2x, Y=2y, Z=2z

de sorte que ce nombre conviendra encore a I'équation
m=x*+y+ z* + T?,
pour laquelle on sait d’avance qu’il s’exprime par 8%, (m). Le
nombre N des solutions de I’équation
fm =X +Y2 4+ Z* + 8T

vérifie donc aussi la formule

| N = 8¢, (m).

Le nombre 4, par exemple, doit avoir huit représentations. Les
équations qui les fournissent sont
4= (x2)*+ 0® + o + 4.0%,
4 = 0%+ (£ 2)* + o* + 4.0%
4= 0 + 0% + (= 2)* + 4.0%,
f=0"+ 0%+ 0> + 4(E£1)"

5. Soit enfin n divisible par 8, avec quotient pair ou impair, c’est-
a-dire soit indifféremment n = 8m, n = 16m, n = 32m, etc. On aura
alors pour le nombre N des solutions de 'équation

n=X?*+ Y?42% + 4T*

la formule unique
N = 24§, (m).
56..
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En effet, n étant divisible par 8, posons

n=4.2"m

et 3 sera > o. Or 'équation

hoofm=X2 Y+ 72 4+ 4T?
ne peut avoir lien sans que X, i’, Z soient pairs. Nous ferons donc
X=2x, Y=2y, Z=2z,
et nous en conclurons en nombres entiers I'équation nouvelle
Pm=x+ 4+ 22 + T3,

qui devra aussi avoir N solutions. Mais 2 cause de £ > o, le nombre
des solutions dont elle est susceptible est 248, (m). Donc

N = 24§, (m),

ce qu’il fallait démontrer.
Ainsi pour n = 8 et pour n = 16, on aura N = 24. Cest ce quon
peut vérifier au moyen des équations respectives

8=0"+ 4(E£1)+ 4(=x1) + 4.0%
8=(*xa2)+ 4(x1)? + 4.0 + 4.0%,
-et '
16 =0+ 4 (% 2)* + 4.0° + 4.0%,
16= (X2 +4(F 12+ 4(x1)*+ 4(x1),
16 = (£ 4) + 4.0* + 4.0* + 4.0°,
en y effectuant les permutations convenables.

6. Nous venons de déterminer le nombre total N des solutions tant
propres qu’'impropres de I'équation

n=X*+ Y?+ 7% 4 4T%.
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On pourrait désirer aussi d’avoir séparément le nombre M des solu-
tions propres pour lesquelles aucun entier > 1 ne divise 4 la fois X,
Y, Z, T. Alors, au lien de la fonction numérique §, (m), il faudra em-
ployer avec Eisenstein une autre fonction numeérique Z, (m) qui s'est
déja plusieurs fois présentée a nous. Décomposant I'entier impair m
en ses facteurs premiers sous la forme

m=a"b’... c*,
on a
Z,(m) = (a"+ a*7") (6" + & 7")...(c" + ).

J'ajoute que nous prenons Z, (m)=1 pour m =1.
Cela étant, voici les diverses valeurs de M relativement aux cas a
distinguer dans I'équation
n=12%m.
Pour n impair, 7 = m, on a
M=62Z (m)
quand m est de la forme 41 + 1, mais

M =2Z, (m)

quand m est de la forme 41 + 3.
Pour n impairement pair, n = am, on a

M = 12Z, (m).
Pour n divisible par 4, non par 8, n = 4m, on a
M = 2Z, (m)
quand m est de la forme 47 + 1, mais
M=62Z,(m)

quand m est de la forme 47 -+ 3, de sorte qu’il se produit une sorte
d’inversion dans les coefficients qui s’étaient présentés lorsqu’on avait
n=nm.
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Pour n divisible par 8, non par 1>6, n=2~8m,ona
M = 12Z, (m).
Pour r divisible par 16, non par 32, n =16m, on a
M = 16Z, (m).

Enfin pour m divisible par 32, avec quotient pair ou impair, il
vient généralement
M =o.

1l 0’y a donc plus alors de solutions propres. On verra facilement a
priori qu’il en doit étre ainsi, les entiers X, Y, Z, T ne pouvant man-
quer d’étre dans ce cas tous divisibles par 2.

7. Ce qui concerne la représentation d’un entier donné n = 2%m,

par la forme
X2 4 4Y2 + 42% + 4T,

est tout aussi simple.

Cherchons, en premier lieu, le nombre total Q des représentations
tant propres qu’impropres, el DOUS VErrons d’abord que pour n impair,
n=m, onaQ=o,sl m = 41 + 3; mais si, au contraire, m=~AHl+1,
il vient

Q =28, (m), -
car V’équation
Gl 1=X2 + 4Y +4X7 + 4Z?
ne differe de celle de Jacobi

fl+1=xt+ '+ 2+ 1%

que par la place assignée au carré impair X2,
Pour n impairement pair, n = 2m, on retrouve

Q=o,

quelle que soit la forme linéaire de m.
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Pour n divisible par 4, non par 8, » = 4 m, on obtient

Q = SC, (m%

car l’équation
fm = X2 4+ 4Y2 4 7% 4- 4T3,

ou 'on a nécessairement X pair = 2., se rameéne i celle-ci :
m=—uax?+ Y2+ 724+ T2,

Semblablement pour 7 divisible par 8, que le quotient soit pair ou
impair, on a toujours

Q = 24&, (m).

Quant au nombre P des représentations propres, il dépend de la
fonction Z, (m).
Soit d’abord n impair, n = m, on aura

P=o,
st m = 4{ -+ 3; mais
P =27, (m),
sim=4{+1.
Pour n impairement pair, n = 2m, on a au contraire

P=o,

quelle que soit la forme linéaire de m.
Pour n divisible par 4, non par 8, n = 4m, il faut de nouveau dis-
tinguer deux cas. On a, en effet,

P=8Z,(m)
quand m = 41+ 3, mais
P=6Z (m)
quand m = 41+ 1.
Pour n divisible par 8, non par 16, » = 8m, il vient I'équation

unique
P = 24Z,(m),

quelle que soit la forme linéaire de m.
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De méme, pour n divisible par 16, non par 32, n =16m, on a
P =16Z, (m).

Au dela il n’y a plus de représentations propres, en sorte que pour
n divisible par 3a, quel que soit le quotient, on a toujours

P=o.

Cela est, du reste, évident a priori.

FIN DU TOME SIXIEME (2" siznm).

PARIS. — IMPRIMERIE. DE MALLET-BACHELIER,
rue de Seine-Saint-Germain, 10, prés I'lnstitut.
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